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摘要    为扩展对空间自由漂浮机械臂系统进行的载体姿态无扰运动规划的可解空间, 提出

一种新的运动规划方法. 首先, 首次提出一类平推无扰曲线, 利用自由漂浮机械臂系统的非完

整约束推导了平推无扰曲线满足的方程, 并分析了平推无扰曲线的特性; 其次, 将满足载体姿

态无扰的关节运动曲线分为两段, 其中一段是经过目标点的平推无扰曲线, 另一段是通过初始

点并且和平推无扰曲线相交的一般无扰曲线; 最后, 基于 Gauss 伪谱法和直接打靶法的混合规

划策略求解一般无扰曲线. 数值计算的结果表明, 本文提出的方法能够快速有效实现机械臂的

无扰运动规划, 并且该方法的可解空间几乎可以覆盖机械臂系统的整个工作空间. 
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空间机械臂系统在空间组装、维修与捕获等复杂

空间任务中, 有着广阔的应用前景. 为了节省能源, 

在机械臂运动时通常将载体的姿控系统关闭, 机械

臂系统在空间处于自由漂浮状态. 该系统在微重力

环境下, 各分体之间的相对运动会对载体的位置和

姿态造成影响. 因此机械臂对载体的姿态最小扰动

规划具有重要的意义.  

自由漂浮机械臂系统由于存在动量矩守恒而成

为非完整系统, 相对于完整系统而言, 非完整系统的

运动规划更加困难[1]. 但是利用系统的非完整特性, 

可通过规划机械臂的运动减少其运动对载体姿态造

成的影响. Dubowsky 等人[2, 3]提出了采用 EMD 技术规

划空间机械臂的关节运动规律, 减小机械臂运动对载

体姿态的干扰. Nenchev 等人[4]采用基于 FAR Jacobian 

矩阵的方法实现了机械臂的无扰运动规划. Yoshida 等

人[5]提出了零反作用机动的思想, 用以实现无扰运动

规划. 张福海等人[6~8]等人提出了一种笛卡儿空间内

载体姿态无扰的自由漂浮空间机器人非完整路径规划

方法. 高子坤等人[9]利用动力学奇点给出了双臂空间

机器人载体姿态无扰运动路径的规划设计方法.  

但是在对自由漂浮机械臂系统进行无扰运动规

划时, 通常存在着不易收敛以及可解空间较小等问

题, 对此本文通过对一种三关节机械臂系统的分析, 

提出一类特殊的无扰曲线——平推无扰曲线, 并将

这种无扰曲线应用到系统的无扰运动规划中. 首先

采用理论分析的方法求得经过目标点的平推无扰曲

线, 然后采用 Gauss 伪谱法和直接打靶法联合求解最

优控制问题, 得到另一条通过初始点并且和平推无

扰曲线相交的无扰曲线, 从而得到整个运动过程的

无扰曲线.  
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1  机械臂系统的简化模型 

机械臂系统一般由载体-机械臂-负载组成, 如图

1 所示, 其中 B1 为载体, B4 由末端抓手以及负载共同

组成, 可将负载的质心视为机械臂的末端. 载体在质

心处以虚铰 O1 与惯性基相连, 抓手与负载在负载的

质心处以固定铰 O5 连接, 各分体之间由铰 Oi (i=2, 3, 

4)连接成链式结构.  

以系统的总质心 C0 为原点建立惯性坐标系 C0XY. 

以 Bi 的质心 Ci 为原点建立体坐标系 Cixiyi, 令 Cixi 轴

沿 OiOi+1 方向. li 为 Oi 至 Oi+1 的距离, 质心 Ci 至内接

铰 Oi 的距离为 ci, 各分体的质量为 mi, 相对各自质

心的转动惯量为 Ii. 此外, 以 O2 为原点建立坐标系

O2, 其坐标轴与 C1x1y1的坐标轴平行. 则机械臂的

工作空间在 O2坐标系下是一个半径为 l2+l3+l4 的

圆, 机械臂末端相对于 O2的位置为 P. 对系统作

如下假设.  

1) 机械臂在平面内运动, 其各个铰均为具有一

个旋转自由度的圆柱铰.  

2) 忽略重力梯度力矩及环境影响, 系统的动量

和角动量守恒.  

一般机械臂系统的无扰运动规划任务为: 确定

关节角的时间历程曲线, 使得机械臂的末端从初始

位置转移到目标位置 Pf, 而且整个过程对载体的姿

态没有扰动.  

2  运动规划策略 

2.1  平推无扰曲线 

在机械臂系统运动时, 如果载体在惯性空间的

姿态保持不变, 而且负载相对于载体的姿态也不变,  
 

 

图 1  空间机械臂系统 

文中将此过程定义为平推过程, 在此过程中关节角

度在关节空间内的变化曲线定义为平推无扰曲线, 简

称平推曲线. 与平推曲线对应的机械臂末端轨迹称为

平推末端轨迹. 平推过程的示意图如图 2 所示.  

通过动量矩守恒方程可以得到平推过程的关节

角速度变化曲线. 机械臂系统的动量矩守恒方程[10]

可写为 0 ( ) 0     G , 其中0 为载体相对于惯性

系的姿态参数列向量, 为机械臂各关节相对转角向

量. 三杆机械臂系统的动量矩守恒方程可展开为 

 1 2 3 4 0,         f g h   (1) 

其中1 为载体相对惯性系的姿态角, 2, 3, 4 分别是

各个关节的相对转角, f, g 和 h 都是关于2, 3, 4 的函

数. 由平推过程的描述可得 

 1 0  ,  (2) 

 1 2 3 4 0          ,  (3) 

(2)式表示载体的姿态角速度为 0, (3)式表示负载的姿

态角速度为 0, 联立(1), (2), (3)式可得 

 
1

32

34 1 1

f h g


     
          


 ,  (4) 

(4)式表示如果给定 3 随时间的变化曲线, 则可以得

到相应的 2 和 4 随时间的变化曲线. 由此可以得到

机械臂在其关节空间内的一条平推无扰曲线.  

以一个参数如表 1所示的机械臂系统为例, 在其

工作空间第一象限的边沿上分别取 10 个点 Ai, (i=1, 

2, ,10), 各个点在工作空间的位置如图 4 中虚线上

的点所示. 每个点都对应着机械臂关节的一种状态, 

这种状态可用关节空间中的点来描述, 在关节空间 

 

 

图 2  平推过程示意图 
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中与 Ai 对应的点为 A′i (i=1, 2, , 10), 通过数值计算

得到以 A′i (i=1, 2, , 10)为起点的平推曲线如图 3 所

示, 对应于平推曲线的末端轨迹如图 4 所示.  

以上得到的平推曲线以及对应的末端轨迹具有

以下的性质:  

1) 在计算过程中由于限制了各个关节角在[, 

]范围之内, 因此得到的平推末端轨迹无法延伸到

工作空间的圆心, 但是可以覆盖工作空间的绝大部

分区域.  

2) 平推曲线有唯一的平推末端轨迹与其对应,  

表 1  系统参数 

 li (m) ci (m) mi (kg) Ii (kg m2) 

1 5 0 20000 600000 

2 10 5 20 100 

3 10 5 20 100 

4 1 1 100 2000 

 

 

图 3  平推无扰曲线 

 

图 4  平推末端轨迹 

同样对于一条平推末端轨迹, 存在唯一的平推曲线

与其对应.  

3) 由于机械臂系统是冗余系统, 对于工作空间

内的一点, 存在无穷条通过此点的平推末端轨迹, 其

中仅有一条可以到达工作空间的边沿.  

2.2  运动规划策略 

在工作空间中, 机械臂末端在初始时刻位于点

P0, 目标点位于 Pf, 如图 4 所示. 由于平推末端轨迹

从机械臂工作空间的边沿延伸到工作空间的圆心附

近, 对工作空间中的绝大部分目标点 Pf, 都可以找到

一条通过点 Pf 的平推末端轨迹 L2, 并且 L2 的起点在

工作空间边沿上, 末端在工作空间的中心附近.  

得到平推末端轨迹 L2 以后, 求得其对应的平推

曲线 L′2, 如图 3 所示. 在关节空间中与目标点和起始

点对应的点分别为 P′f 和 P′0. 如果 P′0 位于 L′2 上, 则

直接通过平推曲线就可以将机械臂的末端转移到目

标点; 如果 P′0不在 L′2上, 则可以寻找一条与 L′2相交

的一般无扰曲线 L′1, 实现机械臂系统的无扰运动规

划. 系统的无扰运动过程为: 首先经过无扰曲线 L′1
从 P′0 转移到中间位置 P′tr, 然后经过平推曲线 L′2 从

P′tr 转移到 P′f, 使得机械臂末端转移到目标位置, 同

时对载体的姿态无扰.  

综上, 本文提出如下的无扰运动规划方法: 首先

通过最优控制方法求解一条无扰曲线 L′1, 使得机械

臂的末端从P0转移到Ptr, 然后采用 2.1节中的方法求

得经过目标点的平推曲线 L′2; 使得机械臂的末端从

Ptr 转移到 Pf. 下面介绍求得从初始位置到中间位置

的无扰曲线的最优控制方法.  

3  最优控制方法 

3.1  最优控制问题描述 

运动规划问题通常是以关节角速度作为优化变

量 , 因此以 T
2 3 4[ ]     作为控制输入 u, 以[1 2 3 

4]
T 作为系统的状态变量 x, 根据动量矩守恒方程, 

系统的状态方程可写为 

 ( ) x x u , (5) 

其中 Ф(x)=[-GT(), E]T, E 为 n1 阶单位矩阵. 假设

机械臂运动的时间历程为[0, T], 根据最小能量控制

原理, 选择机械臂各个关节的耗能作为系统的性能
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指标.  

 
0

[ ] , d . 
T

J tu u u  (6) 

优化过程的约束条件有:  

1) 在运动结束时, 关节的转角位于经过目标点

的平推曲线上;  

2) 运动过程中保持载体的姿态角速度为 0, 即

1( ) 0,t  [0, ]t T ; 

3) 实际应用的机械臂系统对各个关节角的范围

有一定限制, 取 , 2,3, 4i i     ; 

4) 为了避免角速度突变带来的冲击, 限制各个

关节在初始时刻和结束时刻的角速度为 0. 即

0
0,  2,3,4. 

 
   

i it t T
i   

上述问题属于连续时间的最优控制问题, 经过

前期研究, 提出利用基于 Gauss 伪谱法和直接打靶法

的混合规划策略求解, 使得最优控制问题的求解能

够快速收敛, 并且具有较高的精度.  

3.2  Gauss 伪谱方法 

Gauss 伪谱方法是一种直接优化方法. 该方法采

用全局插值多项式的有限基在一系列离散点上近似

状态变量和控制变量. 最优控制问题的时间区间为

[0, T], 而采用 Gauss 伪谱方法需要将时间区间转换到

[1, 1], 因此对时间变量 t 作如下变换:  

 (2 ) /t T T   . (7) 

利用 Lagrange 插值多项式将状态变量和控制变

量离散.  

 0

0,
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( ) ,
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

 



 

 


 




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u U u
 (9) 

其中K为Legendre-Gauss(LG)点的数目, 0=
 1, i (i=1, 

2, , K)为第 i 阶 LG 点. 状态变量的导数可由对(8)

式求导来近似, 将其代入状态方程得到状态变量在

配点上应满足的代数方程, 并且性能指标以及终端

状态都用 Gauss 积分来近似. 通过求解离散的状态变

量 x(i) (i=0, 1, , k)和控制变量 u(i) (i=1, , k), 使

性能指标达到最小, 并满足配点状态约束及其他约

束条件. Gauss 伪谱法的具体求解过程在文献[11]中

给出了详细介绍, 本文不再说明.  

3.3  直接打靶法 

直接打靶法将连续时间离散为 N 段, 以离散时

间点上优化变量(10)的值为设计变量. 它先给定一组

设计变量的值 y, 通过插值得到 u(t), 本文采用三次样

条插值, 便可通过状态方程的积分得到状态变量, 进

而求解目标函数和约束函数. 通过优化离散控制变量

y, 使性能指标(6)达到最小, 并满足各个约束条件.  

 1 2( , , , )Ny U U U . (10) 

3.4  优化策略 

本文采用以下的求解策略.  

首先, 选取 K 阶 LG 点, 利用 Gauss 伪谱法将最

优控制问题转化为带约束的非线性参数优化问题 , 

采用遗传算法求解.  

通过 Gauss 伪谱方法可将系统的状态方程转化

为代数约束, 节约计算成本, 但载体的姿态角速度只

在节点处满足约束条件, 而在整个机械臂运动过程

中不恒为零, 得到的解为近似解, 因此只将其作为下

一步优化的初始条件. 由于遗传算法具有较好的全

局搜索性, 可以用其初步定位全局最优解.  

然后, 利用选取的 LG 点将时间离散, 在每个离

散段中再将时间 M 等分, 得到(K+1)·M 个时间节点, 

将其作为直接打靶法的离散点, 利用直接打靶法将

最优控制问题转化为带约束的非线性参数优化问题, 

采用序列二次规划(sequential quadratic programming, 

SQP)算法作为直接打靶法的数值优化算法.  

每个 LG 点处控制变量的初值已经通过 Gauss 伪

谱法求得, 等分点之间控制变量的初值可通过插值

得到. SQP 算法的收敛性好, 解的质量高, 在选择合

适的初值以后, 可以快速收敛到最优解.  

4  仿真算例 

4.1  关节的优化运动 

系统的质量及几何参数如表 1 所示. 载体的初始

姿态角为 0, 各个关节转角的初始值为2=/4, 3=/2, 

4=/4. 操作任务的目标点在 O2坐标系下的坐标

为(10 10)T, 从初始位置转移到中间位置的操作时间
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T=100 s. 利用 Matlab 的遗传算法工具箱和 SQP 算法

工具箱进行计算, 首先得到平推曲线, 然后通过最优

控制方法得到与平推曲线相交的无扰曲线, 如图 5 所

示, 其分别对应的末端轨迹如图 6 所示.  

图 7 为最优控制方法得到的载体姿态角速度以

及各个关节的相对角速度随时间的变化曲线. 假设

平推过程的时间为 100 s, 平推过程中的 3 可以根据

实际情况选取任意的曲线, 在此选择 3 sin( /100),t    

得到平推过程中各个关节相对转角的角速度曲线如

图 8 所示. 经过 2 个阶段的转移, 可以使得机械臂的 

 

 

图 5  关节空间内的关节转角曲线 

 

图 6  机械臂的末端轨迹 

 

图 7  一般转移过程的角速度变化曲线 

末端准确地到达目标位置, 而且机械臂各个关节的

角速度较为平滑. 在运动过程中, 对载体姿态产生的

扰动几乎可以忽略.  

运动规划问题的数值求解在 Matlab 环境下编程, 

计算机 CPU 为 3.0 GHz/Pentium 4 时, 计算过程耗时

5 min 左右. 通过多次改变目标位置进行计算, 本文算

法都能较快地收敛, 得到对载体姿态无扰的机械臂运

动轨迹, 限于篇幅在此不再给出详细的计算结果.  

4.2  运动规划方法的验证 

为验证本文结果的正确性, 利用广泛应用的动力

学分析软件 ADAMS 建立了自由漂浮机械臂系统的虚

拟样机模型, 将运动规划得到的各个关节的角速度以

样条曲线的形式加载到相应的关节上, 对系统进行了

动力学仿真, ADAMS 中机械臂的模型如图 9 所示.  

系统初始位形如图 9所示. 通过仿真可以得到机

械臂系统在几个时刻的位形如图 10 所示. 图中给出

了从 25 到 200 s 每隔 25 s 的位形图. 从图中可以看出

载体的姿态保持不变, 在运动结束时目标的质心位 

 

 

图 8  平推过程各个关节角的角速度曲线 

 

图 9  ADAMS中的机械臂系统模型 
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图 10  机械臂运动过程中各个时刻的位形 

置在 O2坐标系中的坐标为(10 10)T, 从而验证本文

算法的正确性.  

5  结论 

首次提出了将机械臂系统的无扰运动分为一般

转移过程和平推过程两个阶段来实现, 系统首先经

过一条一般无扰曲线从初始位置转移到中间位置 , 

然后经过平推曲线从中间位置转移到目标位置, 使

得机械臂完成操作任务的同时对载体的姿态无扰 . 

然后 , 采用理论分析的方法求得平推曲线 , 联合

Gauss 伪谱法和直接打靶法求解一般转移过程的无扰

曲线. 主要得到了以下几点结论. 

1) 由于平推末端轨迹从机械臂工作空间的边沿

延伸到工作空间的圆心附近, 对于工作空间中的绝

大部分目标点, 都可以通过规划得到从起始点到目

标点的平推曲线. 因此平推曲线的引入, 使得无扰运

动规划的可解空间几乎可以扩展到整个工作空间.  

2) 利用 Gauss 伪谱法使得状态方程转化为代数

约束, 可节约计算量, 采用遗传算法求解时可取较大

的种群数目和进化代数(文中种群数目为 1000, 进化

代数为 500), 有利于全局最优解定位.  

3) 对于具有 n (n>3)个关节的平面机械臂系统

而言, 固定其 n-3 个关节, 可以使得系统退化为一个

平面三关节机械臂系统, 进而采用本文的方法进行

规划.  
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