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摘要 本文首先介绍 KPZ (Kardar-Parisi-Zhang)普适类的物理背景, 其中, Eden模型、黏性落体模型

和 KPZ 方程这几类物理模型将被提及; 其次, 将考察一维 KPZ 方程的 Cole-Hopf 解以及几类收敛到

一维 KPZ 方程的离散模型 (如角落生长模型和定向聚合物模型等).

关键词 KPZ 方程 KPZ 普适类 涨落 动态标度律

MSC (2010) 主题分类 82C22, 60H15

1 物理中的 KPZ: 统计物理背景

KPZ 方程是由 Kardar 等 [1] 提出的, 用来模拟几类离散生长模型 (如气相沉淀 (vapor deposition)

和 Eden 模型 [2] 等) 的连续近似. 它所刻画的生长过程是统计物理中一类很重要的非平衡过程. 为此,

我们先来回顾统计物理中平衡态和非平衡态的相关知识, 再介绍与之相关的分形现象和涨落理论, 以

便读者对其背后的物理直观有一个大概的认识.

1.1 非平衡过程与非线性

平衡态是热力学的一个基本概念, 它意指除非有外来作用, 体系的宏观性质不随时间而变化, 即

体积、压强和温度等热力学量均保持不变 (参见文献 [3]). 例如, 将一团花粉置入水中, 经过足够长的

时间, 花粉将经过扩散运动而均匀分布在水中, 由水和花粉构成的体系最终达到平衡态, 宏观性质保

持不变.

非平衡态, 顾名思义, 即体系处于并非平衡态的状态. 水中的花粉在未扩散均匀之前即处于非平

衡态. 当体系处在 “偏离平衡态不远” 的非平衡态时, 它会自发地趋于平衡态, 这一过程称作弛豫过程
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(如上述花粉的扩散过程). 不严格地来说, 弛豫过程的实现一般是由某种 “线性定律” 保证的. 以热传

导过程为例,它的宏观实验规律是著名的 Fourier定律: q = −κ∇T ,其中, T 是体系中的温度分布, q 是

体系中热量传输的速度, κ 是与体系有关的热传导系数. −∇T 表示体系中温度高低不均的势差, 方向

从高温区指向低温区. Fourier 定律表明, q 与 −∇T 成正比. 于是, 热量只会从高温区流向低温区 (而

不会反过来), 最终体系达到热平衡.

然而, 当体系偏离 “线性区” (即前述所谓的 “离平衡态不远的状态”) 时, 体系的演化不再按照某

种固定方向进行 (例如, 若 q = −κ1∇T + κ2(∇T )2, q 便不再总是从高温区指向低温区), 最终很可能

不会达到平衡态. 湍流是一个典型的例子: 假如地表的空气与上层的空气存在势差 (未必是因为温度

的高低, 可能还因压强等其他因素), 当势差达到一定程度, 地表的空气开始上升; 然而, 气流上升必然

造成底部空气不足, 迫使上层空气下降以填补不足, 从而形成所谓的 “对流”. 对流是偏离线性区的行

为. 否则, 将只有地表空气的上升而不见上层空气的下沉, 这显然不符合实际. 事实上, 驱动流体运动

的 Navier-Stokes 方程便含有一个关键的非线性项 v · ∇v (v 表示流体的速度), 一般称它为 “对流项”.

正是由于非线性的对流项的存在, 湍流是一个混沌系统, 其速度场的演化表现出极不规则的随机性.

需要指出的是, 非平衡过程通常意味着体系与外界存在着物质或者能量的交换. 它虽然最终可能

达不到平衡态, 但演化过程却往往表现出稳定的规律性和组织性 (参见文献 [4]). 例如, 雪花的形成、

海岸线的冲积、植物的生长等过程, 它们都需要向外界吸收或释放能量, 偶或伴有物质交换. 同时, 这

些过程都表现出清晰的自相似性, 具有某种分形结构. 甚至, 湍流也可以被认为是由各种大小尺度的

漩涡构成的分形, 这就是著名的 K41 模型 (参见文献 [5, 6]).

1.2 分形现象

分形 (fractal) 是一种无特征尺度现象 (参见文献 [7, 8]). 所谓具有特征尺度, 是指可以用特定单

位的 “尺子” 来测量某种物理量. 如成年人的身高, 通常介于一到两米之间, 因此, 用 “1 米” 为基本单

位就能给出其在合理误差范围内的值. 当然也可以用 “厘米” 做单位, 但这两种不同的尺度在本质上

并无区别. 就像我们说姚明的身高是 2.26米或者 226 厘米, 只是同一个特征尺度下的不同使用习惯而

已. 分形则不同. 图 1 是著名的 Koch 雪花 (snowflake). 它从一个边长为 1/3 (即周长为 1) 的三角形

出发, 不断的生长分裂, 每一次分裂都使得周长增长为原来的 4/3 倍, 因而极限图像的总周长等于 ∞.

但这种严格数学意义下的长度对现实问题没有参考价值. 再如测量海岸线的长度, 同 Koch 雪花一样,

不断缩小 “尺子” 的精度, 最终在严格数学意义下得到的数值必然是无穷大. 这个结果显然也没有现

实意义. 因而, 我们通常所说的海岸线长度, 是用某种固定大小的尺子按照 Euler 折线的方式, 计算出

“粗糙”的结果.针对不同的需求,我们可以选取不同的尺子,得到不同的精度.回到 Koch雪花的情形,

用 1/3 为特征尺度的 “尺子” 来测量, 周长是 1; 以 (1/3)2 为特征尺度的尺子来测量, 周长是 4/3; 以

(1/3)n 为特征尺度的尺子来测量, 周长是 (4/3)n−1. 因而, 它没有固定的 “特征尺度”, 而可以根据不

同的实际需求选取不同的特征尺度.

图 1 Koch 雪花
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分形无特征尺度, 并不意味着它是杂乱无章的. 相反, 如图 1 所示, Koch 雪花表现出明显的对称

性和自相似性: 将细小的尖端部位放大之后, 我们会发现, 细节处的分裂生长状态与放大之前的状况

一模一样. 这种自相似性可以用某种幂律 (power law) 来描述. 用 r (= (1/3)n) 来表示选取的尺度,

L(r) (= (4/3)n−1) 表示尺度 r 下的周长. 显然, L(r) = 3
4r

µ, 其中, µ = 1− log 4/ log 3 与尺度的选取无

关. 于是, 尽管特征尺度会变, 我们还是能够得到一个不变量 µ. 将上述幂律稍作变形即可发现 µ 的物

理意义:

N(r) :=
L(r)

r
=

3

4
·
(
1

r

)d

, d = 1− µ =
log 4

log 3
≈ 1.26. (1.1)

注意, N(r) 表示 r 尺度下测量需要的次数, 1/r 是测量单位长度的 “一维” 线段需要的次数 (正比系

数 3/4 不本质). 参数 d 与尺度选取无关的, 因而称作 Koch 雪花的分形维数, 它实际上就是通常所说

的 Hausdorff 维数. 很容易证明, (1.1) 所反映的幂律与下面的标度变换的不变性等价 (正比系数可能

不同, 但正如前述, 它并不本质):

N(λ−1r) = λdN(r), ∀λ > 0. (1.2)

也就是说, 我们实际上有两种等价的方式 (1.1) 和 (1.2) 来描述某个分形的性质. 后一种 (即标度变换)

在数学推广上有天然的优势, 我们将在下文中主要采用这种方式. 例如, 尺度的选择依赖的变量可能

不止一个 r, 而是 r1、r2 等多个, 自相似性的表述可由 (1.2) 推广为

N(λ−νr1, λ
−1r2) = λdN(r1, r2), ∀λ > 0. (1.3)

此时, 尺度变量 r1 与 r2 之间可能不是完全独立的 (由参数 ν 联系), 而要确定相应的分形性质, 我们

需要确定两个参数 ν 和 d. 另一方面,如果考察的模型是随机模型, (1.2)和 (1.3)中的等号还可以解释

为分布意义下的等价关系.

值得强调的是, 一般标度变换 (1.2) 中的尺度 r 不必是具体的外延量 (长度和面积等), 也可以是

其他的物理量. 它的取值未必是离散的, 也可以是连续的. 例如, 在描述顺磁体向铁磁体相变的 Ising

模型中, 尺度可取作温度高于 Curie 点的部分 r = T − Tc (T 是体系的温度, Tc 是 Curie 点, 即临界温

度), 这是一个连续变量. 标度变换中相应的函数 N 可取为两个关联自旋的距离, 称为关联长度 (在统

计物理中一般记作 ξ, 参见文献 [3]), 也可取作磁化强度和磁化率等. 另一方面, 一般标度变换中的参

数 ν 和 d 等可能具有其他物理意义, 而未必像 Koch 雪花那样, 反映的是曲线的维数. 在临界现象中,

这些参数一般称作临界指数.

1.3 涨落与白噪声

在统计物理中, 原则上, 涨落 (fluctuation) 现象可分为两种 (参见文献 [3]): 围绕平均值的涨落和

Brown粒子运动 (这里为了与通常理解的概率中的 Brown运动加以区分,故用此称谓). 前者比较好解

释. 平衡态的统计系综 (ensemble) 理论认为, 平衡态对应于系综的密度分布 (通常称作 Gibbs 分布),

而宏观量是对应的微观量的统计平均值. 很显然, 在每一个瞬间, 体系的宏观量不见得都等于对应微

观量的平均值, 每次测量都可能存在一定的偏差, 这种现象就称作围绕平均值的涨落. 具体来讲, 用

⟨·⟩ 表示统计平均, 对于微观量 u 来说, 它的宏观量即统计平均值 ⟨u⟩, 涨落的绝对大小就是它的方差
⟨(u− ⟨u⟩)2⟩ = ⟨u2⟩ − ⟨u⟩2, 而相对涨落是指:

Fu :=
⟨u2⟩ − ⟨u⟩2

⟨u⟩2
.
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在物理上,我们可以证明 (参见文献 [3,第 6.4小节]): 当相对涨落 “较小”时,观测量的偏差 (如 u−⟨u⟩)
满足 Gauss 分布.

下面简要说明第二种涨落: Brown 粒子运动. 这是理解很多随机偏微分方程 (包括 KPZ 方程) 物

理背景的一把钥匙. 由于众所周知的原因, 在水中运动直径大小约为 10−4 cm 的花粉粒子一般也称作

Brown粒子, 它在不停地做无规则运动. Brown粒子运动是由于 Brown粒子受到周围水分子的不规则

碰撞造成的 (一般情形下, 碰撞频率可高达 1021 次/s, 参见文献 [3, 第 6.8 小节]). 于是, Brown 粒子在

位置 X(t) (t表示时刻)除了受到容易确定的重力、浮力和黏性阻力等作用,还受到不容易确定的由水

分子的不规则碰撞造成的 “涨落力”. 对于后者, 我们来考察 t → t+∆t 时间内涨落力的时间平均. 注

意到, 在这一段宏观短的时间内, 水分子已经碰撞了 Brown 粒子相当多的次数. 按照统计系综的观点,

这段微观 “长” (相对于碰撞次数) 的时间内涨落力的时间平均, 可以认为等效于 t 时刻涨落力的系综

平均. 不同于上一种涨落 (系综分布来源于平衡态的统计描述), 此时的系综分布源于 t → t+∆t 之间

水分子碰撞的分布规律.显然,相对于 Brown粒子 “巨大”的体积,水分子由碰撞造成的涨落力是很小

的, 故而合理的假设是: 涨落力在系综分布下的均值为 0 (碰撞差不多是各向同性的), 并且服从 Gauss

分布 (主要集中在小碰撞). 另一方面, 不难理解, 在 t 时刻和 t′ 时刻 (t ̸= t′), 水分子对 Brown 粒子的

碰撞应该是不相关的. 因此, 如果用 η(t) 表示 t 时刻由水分子的碰撞造成的涨落力, 那么它是系综分

布下的 Gauss 型随机变量 (不严格地说, 定义 “随机” 的样本空间是 t 时刻大量的水分子碰撞), 并且

E[η(t)] = 0, E[η(t)η(t′)] = Dδ(t− t′), (1.4)

其中, E[·] 表示关于系综分布的积分, D > 0 是涨落力大小的度量, δ(·) 是著名的 δ 函数, 它表示 t ̸= t′

时刻的涨落力不存在关联.

注 1.1 满足 (1.4) 的 {η(t) : t > 0} 称作 (时间) 白噪声 (white noise). 从数学意义上来讲, 我们

希望通过 (1.4)建立一族 “独立同分布”的 Gauss型随机变量 {η(t) : t > 0}. 然而, 由于时间集不可数,

因而它在严格意义下是不存在的. 我们将在后文中说明 (见第 3.1 小节), (1.4) 需要在广义函数的意义

下进行解释, 在数学上才是严格的, 好在这种解释与物理学家的初衷并不违背.

在涨落力用 η(t) 表示之后, Brown 粒子在水平某方向 (如此, 可忽略重力和浮力的作用; 同时, 为

简便起见,仍用 η(t)表示此方向的涨落力, X(t)表示 Brown粒子在此方向的位置分量)的受力满足如

下的 Langevin 方程:

m
d2X

dt2
= −α

dX

dt
+ η(t), (1.5)

其中, 方程左边表示由 Newton 第二定律决定的 Brown 粒子受到的合力 (m 是 Brown 粒子的质量);

方程右边的第一项是黏性力, 与速度大小成正比, 方向相反, 比例系数为 α. 假设初始速度 dX
dt |t=0 = 0

及初始位置 X(0) = 0. 不难验证, 任意时刻的平均位移都等于 0, 即 E[X(t)] = 0. 进一步, 可以证明:

对 Brown 粒子运动起关键作用的是 X(t) 的涨落, 它大约等于 E[X(t)2] ≈ Dm2

α2 · t.
涨落理论中一类重要的问题是观测量的空间/时间关联. 换句话说, 观测量在空间 (或时间) 中某

一处发生的涨落是否会影响另一处的涨落, 如何衡量这种影响? 这种涨落之间的相关性一般用关联函

数来描述. 对于平衡态系综分布下的涨落, 假如观测量 u(x) 与空间位置 x 有关, 那么 x 与 x′ 处的空

间关联函数即为 Cu(x, x
′) := ⟨u(x)u(x′)⟩ − ⟨u(x)⟩⟨u(x′)⟩. 一般地, 如果体系是均匀的, 那么 Cu(x, x

′)

只与 r := |x− x′| 相关, 我们可以不严格地写作 Cu(x, x
′) = Cu(|x− x′|) = Cu(r). 除去极端情形 (如临

界现象), 足够远处的关联性应该较弱. 故而关联函数 Cu 在 r → ∞ 时可能满足类似于 (1.1) 或 (1.2)

的幂律 (当然也可能是其他渐近性). 时间关联函数可以类似定义. 如 (1.4) 所示, Brown 粒子受到的涨
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落力 η(t) 在不同时间是没有关联的, 但这并不意味着它的其他相关量的涨落没有时间关联. 例如, 令

v(t) := dX/dt 表示满足 (1.5) 的 (一维) Brown 粒子的速度. 仍然假设 v(0) = 0, 不难验证 E[v(t)] = 0.

进一步还可以证明, v 的时间关联函数是

Cv(t, t
′) := E[v(t)v(t′)] =

Dm

2α
e−

α
m ·|t−t′|.

它随着 |t− t′| → ∞ 以指数速度衰减, 而不是以多项式速度 (幂律) 衰减.

当然, 时间和空间变量在涨落理论和涨落关联的探讨中未必彼此独立, 也许是纠缠在一起的. 这

时,时空变量可能会以合适的方式配合 (如同 (1.2)中的 r1 和 r2)来参与对涨落和关联函数的影响.作

为涨落力 (1.4) 的直接推广, 时空白噪声 (space-time white noise) 是一个简单但重要的反映时空变量

纠缠配合的例子, 它是以 (t, x) 为参量的满足下式的 Gauss 型随机变量族 {η(t, x)}:

E[η(t, x)] = 0, E[η(t, x)η(t′, x′)] = Dδ(t− t′)δ(x− x′). (1.6)

直观上, 我们可以把它理解为 (t, x) “时刻” 的涨落力 (不同 “时刻” 无关联, 与 (1.4) 对应), 或者如

文献 [9] 在随机波动方程中诠释的 “风沙中的琴弦” 受到沙砾的无规则碰撞. 类似于涨落力 (白噪声)

在 (1.5) 中为 Brown 粒子的位置和速度等引入了涨落, 时空白噪声在一些与时空变量均相关的演化系

统中也能够为相关物理量引入涨落, 使得相关的涨落大小和关联函数的计算成为可能, 进而能够与实

验事实加以比较, 验证模型的科学性和可靠性.

2 物理中的 KPZ: 界面生长模型

界面生长 (growing surface/interface) 问题源于如下的物理认识: 在同一种物质形态内部, 物理量

是均匀变化的, 奇异性只发生在不同物质形态的交界处. 因而, 如何描述界面的生长变化, 如何衡量界

面层厚度, 对相变等涉及物质不同形态的问题有着重要的意义. 本节将首先介绍两类重要的界面生长

模型 (Eden 模型和落体模型), 再介绍它们的连续近似, 即由 Kardar 等提出的 KPZ 方程.

2.1 Eden 模型

Eden [2] 提出了平面格点上的一个离散生长模型. 最简单的形式如下: 取定一个格点作为最初的

“种子” 集合, 每一次从与 “种子” 集合距离为 1 的格点中等可能地选取一个, 加入 “种子” 集合. 如此

不断地进行下去, “种子” 集合的不断扩大即描述了一种生长过程. 文献 [10, 图 4.1.3] 是 Herrmann 模

拟的经过 1,500 次扩张的 Eden 簇 (即上述的 “种子” 集合), 它表明, 在经过较长的时间后, Eden 簇是

近乎充满的, 并且是差不多各向均匀的向四周扩张, 但它的边缘非常粗糙, 这也正是我们关注的地方.

要研究 Eden 簇的界面曲线, 上述 Eden 簇的不便之处在于, 它不能在平面坐标系中将曲线写成

单值函数的形式 (如同 y = f(x), 其中, (x, y) 是界面曲线上的某点). 因而, 通常采取如下的改良方式:

只考虑横坐标为 1 ∼ x 之间的部分格点 (即采用周期边界条件), 并选定底边 (高度 h = 0) 的一排格点

为初始的种子集合, 按照 Eden 的方式不断地往种子集合加入格点, 但此时多一条限制: 与底边相邻的

点, 只有处在上方的才能加入种子集合. 同一般的 Eden 模型类似, 在大时间尺度下, 固定底边的 Eden

簇也是近乎充满地、均匀地往上生长, 但顶部的界面区域非常粗糙.

一般来说, Eden 簇在横坐标 i (∈ {1, . . . , x}) 处的高度 hi 表示种子集合中横坐标为 i 的格点的最

大高度. 调整往 Eden 簇中加入格点的速率, 可将时间定义为 t := N/x, N 是已经加入 Eden 簇的格点
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数. 由于 Eden 簇几乎充满地往上生长, 不难看出, 当 t → ∞ 时, t ≈ h̄ = h̄(t) := (
∑

i hi)/x. 将 t 时刻

Eden 簇在 i 处的高度记作 h(t, i), 它可以看成是围绕在平均高度 h̄(t) 附近的波动. 进而, 围绕平均高

度的涨落

w(t, x) :=

(
1

x

x∑
i=1

[h(t, i)− h̄(t)]2
)1/2

(2.1)

用来表示 Eden 簇界面层的 “宽度”. 一些实验模拟结果 (如文献 [11, 12] 等) 显示, 在 t 和 x 很大时,

w(t, x) 满足如下的渐近性: 存在两个常数 χ 和 z,

(1) 当 t ≪ xz (“≪” 表示 “远小于”) 时, w(t, x) ∝ tχ/z;

(2) 当 t ≫ xz (“≫” 表示 “远大于”) 时, w(t, x) ∝ xχ.

换一种写法, 当 t 和 x 足够大时,

w(t, x) ≈ xχf

(
t

xz

)
, (2.2)

其中, f(a) ∝ aχ/z (a → 0), 以及当 a → ∞ 时, f(a) 收敛到某常数. 形如 (2.2) 的标度律 (除了空间参

数 x, 时间参数也卷入其中) 称作动态标度律 (dynamical scaling law). 它由两个参数 χ 和 z 决定. 另

一方面, 我们还可以模仿 (1.3) 将 (2.2) 改写成如下形式: 对于比较小的 ϵ > 0, 有

w(ϵ−zt, ϵ−1x) ≈ ϵ−χw(t, x). (2.3)

换句话说,当时间变量和空间变量分别扩大 ϵ−z 和 ϵ−1 倍时,相应的涨落扩大 ϵ−χ 倍. 因此,为简便起

见, 我们也用时间、空间变量和涨落的扩大幂律指数比, 即 z : 1 : χ, 来表示 (2.2) 对应的动态标度律

(参见文献 [13]). 不严格地说,这一比例反映了当前当地发生的涨落会以怎样的速度 (时间变量)、怎样

的扩散效率 (空间变量) 影响未来以及其他地方涨落的发生.

模拟实验 [11] 显示 χ = 0.50 ± 0.02, z = 1.7 ± 0.30. 而文献 [12] 通过一些假设确定 χ = 1/2 之后,

模拟出 z 的值为 1.55± 0.15. 特别地, 如果承认 χ = 1/2, 那么第二条渐近性告诉我们 w(∞, x) ∝ x1/2

(某种意义上, t = ∞ 处的 w 可看作遍历分布下高度函数的涨落), 这与 Brown 粒子运动的位移涨落

一致 (空间变量 x 对应 Brown 粒子运动中的时间变量). 另外, χ/z ≈ 1/3, 当空间尺度 x = ∞ 时,

w(t,∞) ∝ tχ/z, 这说明在大空间尺度下, Eden 簇界面曲线的涨落比 Brown 粒子的位移涨落 (大约是

t1/2) 增长得慢一些.

2.2 随机落体模型与黏性落体模型

Eden 模型是从一个或多个种子出发, 往邻近的区域不断生长的过程. 本小节将介绍另两类生长

模型, 类似于俄罗斯方块游戏, 它们是由方块的沉淀积累而不断生长的过程.

第一类生长模型称作随机落体模型 (random deposition model). 文献 [13, 图 1] 给出了它的直观

图像: 在每一列 (用 x ∈ Z 代表列数) 都有方块不断地落下, 沉到该列未被占有的最底部位置. 方块下

落的间隔时间是相互独立的、以 1 为参数的指数分布 (下落过程不耗时). 并且, 不同列之间的行为是

完全独立的. 用 hr(t, x) 表示 t 时刻 x 列的高度. 显然, {hr(t, x) : x ∈ Z} 是一列独立的 Poisson 过程.

于是,

Ehr(t, x) = t, E[(hr(t, x)− t)2] = t. (2.4)

也就是说, hr 的涨落与空间变量 x 无关, 并且与 Brown 粒子的位移涨落相当. 记

wr(t, x)2 := E[(hr(t, x)− t)2] = t1/2.
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模仿 (1.3) 和 (2.3), wr 满足

wr(ϵ−2t, ϵ−0x) = ϵ−1wr(t, x), ∀ ϵ > 0. (2.5)

我们可以认为 hr 的涨落满足 2 : 0 : 1 的动态标度律. 其中, 空间比例项是 0, 意味着 x 处发生的涨落

不会影响空间中其他地方的涨落.

另一类生长模型是 Vold [14] 1959年提出的,称作黏性落体模型 (sticky block model,也称作 ballistic

deposition model). 它与随机落体模型的操作几乎相同, 唯一不同之处在于落下的方块停留的位置: 它

不再沉入最底部的空位, 而是 “黏” 在下落过程中接触到的第一个方块旁. 数值模拟结果表明, 相应高

度函数 hb(t, x) 的平均值 Ehb(t, x) ∝ t, hb 的涨落 wb(t, x) (实际上是涨落的开方) 差不多满足 3 : 2 : 1

的动态标度律, 均与 Eden 模型相仿.

2.3 KPZ 方程

虽然 Eden 模型和落体模型都是很有效的生长模型, 在实际问题中应用广泛, 但在很大程度上我

们需要依赖实验才能确定相应的标度参数. 因此, 它们并没有从理论上很好地揭示生长过程的本质.

在 Kardar等之前, 不少物理学家都尝试建立上述生长模型背后的理论基础. 例如,文献 [15]提出了一

个连续化的线性方程,它与后来的 KPZ方程只相差非线性项,实际上描述了一类近平衡的界面生长过

程. 而 Kardar 等则指出了非线性作用对高度增长的本质影响, 并提出了所谓的 KPZ 方程. 在文献 [1]

发表后不久, Kardar 等的理论迅速成为相关领域的基本理论, 并被不断证实, 可以用来解释各种各样

的自然现象 (如文献 [16, 第 1.1.2 小节] 所归纳的).

KPZ 方程考察以时间 t、空间 x ∈ Rd 为变量的高度函数 h(t, x). 特别地, x 不再取离散值, 而是

连续的. 在某种意义上, KPZ 方程可以视作 Eden 模型和黏性落体模型的连续近似 (由于微积分以连

续性为基础, 因而连续近似的便利是不证自明的). 显然, 要刻画生长过程 t 7→ h(t, x), 最直接的方式就

是在合理的假设下求出它的生长速度 ḣ(t, x) = ∂h(t, x)/∂t (准确来说, 这里的高度函数 h(t, x) 对应着

Eden 簇的高度与平均值的偏差 h(t, x)− h̄. 然而, 在 Eden 模型中, h̄ 与 t 成正比. 这意味着, h̄ 对生长

速度的贡献是一个常数, 没有本质的影响). 通过观察 Eden 模型和黏性落体模型, 并参考前人的相关

工作, Kardar 等认为下述因素对生长速度的影响至关重要 (参见文献 [13]):

(1) 局部性 (locality): 高度函数在 x 处的生长只受到它在 x 附近的值的影响, 而与其余地方的函

数值无关.

(2) 平滑性 (smoothing): 如果存在高度较低的 “峡谷”, 它应该被迅速填平. 这反映了 Eden 模型

的一个特性: 它总是近乎充满的, “均匀” 地向上生长, 而不可能出现大的 “峡谷”. 对于黏性落体模型,

这一点体现在方块的 “黏性”. 注意到曲线的凹度可以用二阶导 ∆xh 来描述. 而且, 平滑性所贡献的

生长速度应该与凹度 ∆xh 线性相关 (成正比), 因为总体来看, 凹度大的峡谷总是在渐渐消失.

(3) 局部的高度势差 (local slope): 正如温度势差对热流的速度存在影响, x 与其附近点的高度势

差 ∇xh(t, x)对 x处的生长速度也有影响.并且,这个影响应该是非线性的. 否则,若影响是线性的,那

么高低势差会不断消退, 曲线趋于平滑. 但从 (2.2) 我们已经知道, h(∞, x) 的涨落与 Brown 粒子运动

的位移涨落一致, Eden 簇的界面在 t = ∞ 时仍然非常粗糙, 也就是说, 高低势差并没有消退的趋势.

(4) 用时空白噪声来引入涨落: Eden 模型是通过 1, . . . , x 处的高度函数偏离平均值的涨落来定义

界面层的宽度, 这多少可以类比于 Brown 粒子在 t → t+∆t 之间受到的涨落力 (严格来说, 需要除去

上述 (1)–(3) 的局部关联之后, 这两种涨落才是可类比的. 此时, 1, . . . , x 对应水分子的碰撞次序, h− h̄
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对应每次涨落力的大小). 模仿 Langevin 方程, 我们可以将 “涨落力” 等效为 (t, x) 处某个抽象概率空

间中的分布, 并且不同时空处的 “涨落力” 无关联. 另一方面, 对于黏性落体模型而言, 上述局部关联

(1)–(3) 完全体现在方块的 “黏性” 上, 去掉 “黏性” 的影响, 它就退化为随机落体模型. 此时, 高度函

数没有空间关联. 并且, 高度函数的增速在 t → ∞ 时是常数 (即大数定律 limt→∞ hr(t, x)/t = 1), 也没

有时间关联性. 因此, 用时空白噪声来引入涨落是合理的.

根据上述分析, KPZ 方程可写作如下形式 (为简便起见, 以下将省略关于空间变量 x 求导的下

角标):
∂h

∂t
= ν∆h+ F (∇h) + η(t, x), (2.6)

其中, ν 是平滑性中的正比系数,在黏性落体模型中也反映方块的黏性, F (∇h)是与高度势差相关的非

线性项, 而 η(t, x) 是时空白噪声 (1.6). 图 2 重现了文献 [1] 确定非线性项 F (∇h) 的过程: Kardar 等

认为, 在考察势差的非线性作用时, 曲线在其法向方向的生长速度分量应该是一个常数, 记作 λ, 再注

意 tan θ 是曲线的斜率, 即 tan θ = ∇h, 于是 (δt 和 δh 表示变分法中的虚时间、虚 (高度) 位移),

(δh)2 = (λδt)2(1 + (tan θ)2) = (λδt)2(1 + (∇h)2).

进而, 利用 Taylor 展开 (注意, 这一步必须在 ∇h 很小, 即曲线非常平滑时才成立, 但 Eden 模型告诉

我们, 经过足够长的时间, 界面曲线跟 Brown 运动的轨道一样粗糙, 所以, Taylor 展开一般不成立, 这

也是 KPZ 方程 “病态” 的来源之一):

δh

δt
= λ(1 + (∇h)2)1/2 ≈ λ+

λ

2
(∇h)2 + · · · .

显然, 常数项 λ 是非必需的. 事实上, 若 F (∇h) 中包含常数 λ, 用 h(t, x) + λt 代替 (2.6) 中的 h(t, x),

即可消去 λ (从 Eden 模型来看, 常数 λ 只体现在高度函数的平均值 h̄ 中, 对高度与平均值的偏差没

有影响). Kardar 等进一步认为, 高阶项对涨落也没有本质影响, 可以略去. 因此, 最终的 KPZ 方程可

以写成如下形式:
∂h

∂t
= ν∆h+

λ

2
(∇h)2 + η(t, x). (2.7)

Kardar等对方程 (2.7)有两点重要的说明. 第一, (形式上)利用变换 Y (t, x) = exp{(λ/(2ν))h(t, x)},
可以得到

∂Y

∂t
= ν∆Y +

λ

2ν
Y · η(t, x). (2.8)

h

x

θ
θ

λδt

δt

图 2 KPZ 方程中的非线性项
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这是一个线性方程. 他们所指的 KPZ 方程的解就是 h(t, x) = 2ν/λ · log Y (t, x), 其中, Y (t, x) 通

过 (2.8)解出.第二,在 (2.7)两边对 x求导,记 v := −∇h, Kardar等还得到高度势差 v 满足如下方程:

∂v

∂t
+ λv · ∇v = ν∆v −∇η(t, x). (2.9)

这是 Navier-Stokes 方程带随机扰动的形式, 在文献 [17] 中被用来研究流体系统的涨落. 特别地, 利用

重整化群方法 (renormalization-group method, 原始思想来源于 Ising 模型, 它可以用来求出 Ising 模

型的临界指数, 参见文献 [3, 第七章]), 文献 [17] 提出了确定流体系统 (2.9) 中物理量涨落关联函数的

标度参数的方法. 应用文献 [17] 的思想, Kardar 等 [1] 确定了高度函数的涨落满足如下的 (形如 (2.2))

动态标度律:

(i) λ = ν = 0: h(t, x) 的涨落与 x 无关, 且 h(t, x) ∼ t1/2 (即动态标度律为 2 : 0 : 1, 与随机落体模

型一致);

(ii) λ = 0, ν ̸= 0 : χ = (2− d)/2, z = 2 (与文献 [15] 一致);

(iii) λ, ν ̸= 0, d = 1 : χ = 1/2, z = 3/2;

(iv) λ, ν ̸= 0, d > 2: 尚不明确. 但文献 [1] 表明, 如果 λ 足够大, χ+ z = 2 仍然成立.

特别地,对于一维 (即 d = 1)非平凡 (λ, ν ̸= 0)情形, KPZ方程驱动的高度函数的涨落满足 3 : 2 : 1的

动态标度律. 与已有的实验事实 (如文献 [11, 12]) 相比较, 这一结果非常吻合.

3 数学中的 KPZ: KPZ 方程的解

从本节开始, 我们回到数学中来考察 KPZ 方程. 如无特别说明, 空间维数默认为 d = 1. 为了简

便起见 (参见附录 A), 我们暂时假设 ν = 1/2, λ = D = 1, 将 (2.7) 写作

∂h

∂t
=

1

2
∆h+

1

2
(∇h)2 + η(t, x), (3.1)

其中, η(t, x) 是时空白噪声, 即 Eη(t, x) = 0, E[η(t, x)η(t′, x′)] = δ(t− t′)δ(x− x′).

3.1 时空白噪声

用于定义时空白噪声的空间维数不必局限于 d = 1. 记 S ′ := S ′(R+ × Rd) 是以速降函数 S :=

S(R+ ×Rd)为测试函数空间的缓增分布空间 (tempered distribution). 在数学上, 时空白噪声 {η(t, x) :
t ∈ R+, x ∈ Rd}一般被理解为取值为缓增分布的随机函数,即认为 η(ω) ∈ S ′ (ω 是样本轨道的代表元,

为了简便起见,在不引起混淆时将省略).于是, η 的定义必须作用到具体的测试函数才是明确的: 对任

意 φ ∈ S, 令 η(φ) 表示广义函数 η 与测试函数 φ 之间的作用, 有时为了方便, 也将它们的作用写成∫∫
η(t, x)φ(t, x)dtdx. 显然, η 是 Gauss 型的, 即对任意 φ ∈ S, η(φ) 满足 Gauss 分布. 广义函数的期望

自然应该理解为作用测试函数之后的期望. 于是, Eη(t, x) = 0 理解为

E[η(φ)] = 0, ∀φ ∈ S. (3.2)

而 E[η(t, x)η(t′, x′)] = δ(t− t′)δ(x− x′) 是指对任意 φ, ϕ ∈ S, 有

E[η(φ)η(ϕ)] =

∫∫
φ(t, x)ϕ(t′, x′)δ(t− t′)δ(x− x′)dtdxdt′dx′ =

∫∫
φ(t, x)ϕ(t, x)dtdx. (3.3)
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换句话讲, 取值为缓增分布 S ′, 并满足 (3.2) 和 (3.3) 的 Gauss 型随机函数 η 称为时空白噪声. 特别

地, 取 {en : n > 1} ⊂ S 是 L2(Rd) 的一组标准正交基, {βn(t) : n > 1} 是一列独立的 Brown 运动. 那

么, 不难证明, 由

ξ(φ) :=
∑
n>1

∫ ∞

0

∫
Rd

φ(t, x)en(x)dxdβn(t), ∀φ ∈ S (3.4)

定义的 ξ 就是一个时空白噪声. 形式上, 我们可以写作 ξ(t, x) =
∑

n>1 en(x)β̇n(t), 其中, β̇n(t) 表示 βn

关于时间的形式导数. 注意

Wt :=
∑
n>1

en(·)βn(t) (3.5)

实际上是 L2(Rd) 上的柱 Wiener 过程 (cylindrical Wiener process).

注 3.1 从 (3.4)很容易看出,利用 Itô等距的技巧,我们可以将 η 的测试函数空间推广到 L2(R+

×Rd). 具体来说, 取 L2(R+ × Rd) 的一组标准正交基 {fn : n > 1} ⊂ S, 那么可以定义

η(φ) :=
∑
n>1

(fn, φ)L2(R+×Rd) · η(fn), ∀φ ∈ L2(R+ × Rd),

上式的右边在 L2(Ω,P) 中收敛.

3.2 非线性项与重整化

我们已经在第 2.3 小节中指出, KPZ 方程 “病态” 的来源是关于非线性项 (∇h)2 的不严格的数学

推导. 然而, 事情远远比 Taylor 展开的错误使用更严重. 从数学角度来看, 时空白噪声被理解为广义

函数. 于是, 一般来讲, KPZ 方程的解 h 在数学意义上差不多也只能是广义函数, 广义函数的导数 ∆h

和 ∇h 自然是可以严格定义的, 然而, 广义函数的乘积 ∇h · ∇h 的定义却不明朗. 而从物理角度而言,

第 2.1 小节总结了 Eden 模型的一些实验结果, 特别地, 当 t = ∞ 时, 高度函数的涨落与 Brown 粒子

的位移涨落相当. 因而, 从某种意义上来讲, 我们可以认为 KPZ 方程的遍历 “测度” (即 t → ∞ 的极
限) 是以空间变量 x 为 “时间参数” 的双边 Brown 运动 (严格来说, 是带漂移的双边 Brown 运动, 参

见文献 [18]). 如此, 形式上, (∇h)2 = ∞ (h 关于 x 不可导), KPZ 方程的非线性项爆炸, 这给方程的理

解带来了进一步的困难.

要解决广义函数的乘积 ∇h ·∇h的定义歧义,数学上一般采取 “磨光”的办法,即用合适的方式将

时空白噪声 η 光滑化, 如此得到磨光方程就不存在定义 ∇h · ∇h 的困难, 最后只要证明磨光方程的解

可以按照合适的方式收敛到我们需要的解. 然而, 仅采用合适的 “磨光” 方式, 并不能解决物理上非线

性项 “爆炸”的观察. 也就是说,在证明磨光解的收敛性时,还是会碰到一些 “无穷大”因素的干扰. 为

了解决这个问题, 我们通常采用物理中的 “重整化” (renormalization) 方法. 这个方法建议, 前述 KPZ

方程实际上是
∂h

∂t
=

1

2
∆h+

(
1

2
(∇h)2 −∞

)
+ η(t, x), (3.6)

其中, “−∞”表示以合适的方式减去某个无穷大项.首先在严格数学意义下完成上述解释,并给出 KPZ

方程解的是 Bertini 和 Giacomin [19]. 接下来将介绍他们的结果.

注 3.2 “重整化” 这个概念是由日本物理学家 Shin’ichirō Tomonaga 命名的 (他与 Feynman 和

Schiwinger 分享了 1965 年的诺贝尔物理学奖). 这是物理学家在处理 “无穷大” 问题 (例如, Abraham

和 Lorentz 针对点粒子的自作用 (self-interaction), Dirac 和 Feynman 建立量子力学的路径积分, 以及
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后来量子场论对重整化的广泛使用) 时采用的一种权宜之计. 简单来说, 在遇到无穷大时, 他们采取合

适的方式去掉另一个无穷大量 (后者被认为蕴含在某个无法测量的物理量中),从而得到一个可以测量

的有限物理量. 这听起来随意而荒谬, 但它拯救了很多艰辛建立却险被抛弃的理论.

以在固体中运动的某个电子为例. 如果电子和固体晶格的相互作用比较弱, 可以用一个有效质量

m∗ 来描述这个电子对外在作用的反应.显然,这个有效质量和在固体之外测量的电子质量 m不同.也

就是说, 固体晶格将电子 “裸” 质量 m “重整化” 为有效质量 m∗. 而在很多其他模型中, 处在相互作

用中的物理量经常会计算出无穷大的结果, 而且很可能没有办法去掉粒子间的相互作用 (即不可能像

上面的例子, 将电子从固体晶格中取出). 重整化理论解决这个问题的思路是: 将各种发散量打包到无

法测量的 “裸量”中,即重新定义无法测量的物理量来吸收这些无穷大,从而得到有限的可测量的物理

量 (参见文献 [20]).

3.3 Cole-Hopf 解

Bertini-Giacomin 的工作 (仅针对 d = 1) 基于 Kardar 等对于方程 (2.7) 的第一点说明, 即实际上

通过变换

Y (t, x) = exp{h(t, x)}

将问题转化为求解方程 (2.8), 再由 h(t, x) := log Y (t, x) 来定义 KPZ 方程的解 (见附录 B). 这个变换

称作 Cole-Hopf 变换, 是 Cole [21] 和 Hopf [22] 在处理相应的确定性方程时引入的, 因而基于 Cole-Hopf

变换的解通常称为 Cole-Hopf 解 (Cole-Hopf solution).

根据第 3.1 小节对时空白噪声的理解以及附录 B, (2.8) 可以解释为 (Yt := Y (t, ·))

dYt =
1

2
∆Ytdt+ YtdWt, (3.7)

其中, Wt 是 L2(R) 上的柱 Wiener 过程. 这是一个由可乘噪声 (multiplicative noise) 驱动的线性方程,

一般称作随机热方程. 它的解通常采用温和 (mild) 解的形式, 即

Yt = Gt ∗ Y0 +

∫ t

0

Gt−s ∗ (YsdWs), (3.8)

其中, Gt(x) :=
1√
2πt

exp{−x2

2t } 是算子
1
2∆ 的热核, Y0 = exp{h0} 是 Y 的初值.

随机热方程 (3.7) 有两个层面的问题需要解决. 首先是方程的适定性问题, 即解的存在性和唯一

性. 适定性问题可以在不同的函数空间中来考察. 例如, Bertini 和 Giacomin [19] 证明了, 如果 Y0 属于

如下的函数空间: 对任意 p > 0, 存在常数 ap 使得

sup
x∈R

e−ap|x|E(|Y0(x)|p) < ∞, (3.9)

那么, 方程 (3.7) 在 (3.9) 描述的函数空间中存在唯一的温和解 Yt. 而文献 [23] 和 [24, 第 2.3 小节] 则

允许 Y0 取值为符号测度 (例如, Y0 = δ0),它们同样可以得到 (3.7)的适定性. 注意,若 Y0 取值为测度,

则没有 h0 与之相对应. 其次, 为了保证 Cole-Hopf 解是良定的, 需要说明当 t > 0 时, Yt(x) > 0, 如此

h(t, x) = log Y (t, x) 才是有意义的. 这项工作最早是 Mueller [25] 完成的, 他的结果表明, 只要初值 Y0

是正的 (包括正测度), 那么对于所有的 t > 0, x ∈ R, Y (t, x) > 0 a.s. (注意 Y0 = exp{h0}, 故而这个初
值条件通常是成立的). 特别地, 在 Bertini 和 Giacomin [19] 的框架下 (即在由 (3.9) 描述的函数空间中

得到 Yt), 温和解 (在如下意义下) 实际上是强解: 如果 Y0 ∈ C+(R) := {f ∈ C(R) : f(x) > 0,∀x ∈ R}
a.s., 那么 Y ∈ C([0, T ]; C+(R)) a.s. (T 是任意给定的正数).
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定义 3.1 (Cole-Hopf 解) 如果 (Yt)t>0 是以 Y0 = exp{h0} 为初值的随机热方程 (3.7) 的温和解,

并且对于所有的 t > 0, x ∈ R, Y (t, x) > 0 a.s., 那么,

h(t, x) := log Y (t, x), t > 0, x ∈ R (3.10)

称作初值为 h0 的 KPZ 方程 (3.1) 的 Cole-Hopf 解. 特别地, 若 Y0 = δ0, 则相应的 h 称作满足窄楔形

初值条件 (narrow wedge initial condition) 的 KPZ 方程的 Cole-Hopf 解.

以下几类 KPZ 方程的初值问题是比较重要的, 我们将在第 4.2.2 小节中通过离散增长模型来解

释它们受人关注的原因.

定义 3.2 以下是几类 KPZ 方程或随机热方程的初值条件:

(1) 窄楔形初值: Y0 = δ0. 此时, 没有严格意义下的 h0 与之对应, 但形式上, 可以认为 h0(x) =

limϵ↓0 |x|/
√
ϵ (见定理 4.2 后面关于初值收敛条件的讨论). 根据文献 [23, 定理 2.2], 可得

Y ∈ C((0,∞), C+(R)),

并且, Y 关于时间变量的 Hölder 指数是 (1/4)−, 关于空间变量的 Hölder 指数是 (1/2)−. 于是, (3.10)

是良定的, Cole-Hopf 解存在.

(2) 平坦初值 (flat initial condition): h0 ≡ 0, 即 Y0 ≡ 1. 显然, (3.9) 成立, Cole-Hopf 解存在.

(3) Brown 初值 (Brownian initial condition): h0(x) = B(x) 是双边 Brown 运动, 即 Y0(x) =

exp{B(x)}. 不难验证, (3.9) 仍然成立, 故而 Cole-Hopf 解存在.

(4) 以下几类初值问题是由上述三类基本初值问题衍生而来的, 它们的 Cole-Hopf 解均存在.

• 半窄楔形/半平坦初值 (楔形 → 平坦): Y0(x) = 1{x>0};

• 半窄楔形/半 Brown 初值 (楔形 → Brown): Y0(x) = eB(x)1{x>0};

• 半平坦/半 Brown 初值 (平坦 → Brown): Y0(x) = 1{x<0} + eB(x)1{x>0}.

KPZ方程实际上是为了模拟一些离散增长模型的连续近似而引入的,这些模型被认为满足 3 : 2 : 1

的动态标度律. 根据第 2.3 小节的介绍, KPZ 方程的推导虽有其合理性, 但在数学意义上是病态的.

Cole-Hopf解只是形式上依托 KPZ方程 (3.1),而在严格数学意义下通过 Cole-Hopf变换定义了高度函

数 (3.10). 因此, 首要的问题即是, 如此定义的 (3.10) 是否符合提出 KPZ 方程的初衷. 如下几件事实

(尤其是 (3)) 显示, Cole-Hopf 解确实是比较适合 KPZ 方程的 “物理” 解 (physical solution):

(1) 如果 η 是一个 “好” 函数 (即具有足够好的时空正则性), 而不是时空白噪声, 那么 (3.7) 中

的 dWt 由 η(t, x)dt 代替, 而 Cole-Hopf 解确实是方程 (3.1) 严格意义下的解, 相应的变换正是经典

Cole-Hopf 变换.

(2) Cole-Hopf 解可以按照下述方式来描述 KPZ 方程的重整化 (附录 B 用一种不严格, 但更直观

的方式描述了它的重整化). 首先, 对 η 进行磨光: 取满足
∫
J(x)dx = 1 的偶函数 J ∈ C∞

0 (R), 对任意
κ > 0, y ∈ R, 令 Jκ

y (x) := κJ(κ(y − x)) (∈ C∞
0 (R)), 并定义 Wκ

t (y) := Wt(J
κ
y ) (注意柱 Wiener 过程也

可以认为取值为缓增分布), 记

Cκ(0) :=

∫
Jκ
0 (x)

2dx (∼ κ).

其次, 将 (3.6) 写成关于时间的积分形式, 注意
∫ t

0
η(s, ·)ds = W (t, ·), 并采用上述磨光方式得到逼近方

程 (以下, ht(·) := h(t, ·)): 对任意 φ ∈ C∞
0 (R), 有

hκ
t (φ)− h0(φ) =

∫ t

0

1

2
(hκ

s (φ
′′) + ((∇hκ

s )
2 − Cκ(0))(φ))ds+Wκ

t (φ), (3.11)
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其中, Cκ(0) ∼ κ ↑ ∞ (κ ↑ ∞)对应着 (3.6)中被减去的 “无穷大”. Bertini-Giacomin在文献 [19,定理 2.1

和 3.2] 中论断: 方程 (3.11) 存在唯一的解 hκ ∈ C([0, T ];C(R)); 并且, 当 κ → ∞ 时, {hκ
t , t ∈ [0, T ]} 存

在弱收敛意义下的极限, 极限过程与 KPZ 方程的 Cole-Hopf 解具有相同的分布.

(3) Cole-Hopf解被猜测满足 3 : 2 : 1的动态标度律.第一件支撑这个猜测的事实是文献 [26]发现,

如果初值 h0 是双边 Brown 运动, 那么存在 C1, C2 > 0 使得 Cole-Hopf 解的涨落 Var(h) 满足

C1t
1/3 6

√
Var(h(t, 0)) 6 C2t

1/3.

进一步, Amir 等 [27] (以及文献 [28, 29]) 证明, 窄楔形初值下的 Cole-Hopf 解在 3 : 2 : 1 的尺度变

换 (见第 4.4 小节) 下存在点态 (即固定 t 和 x) 的极限分布, 即 GUE (Gaussian unitary ensemble)

Tracy-Widom 分布.

尽管如此, Cole-Hopf 解也在某些方面让人并不满意:

(1) 随机热方程 (3.7) 仅在 d = 1 时, 温和解可以成为强解. 在 d > 2 时, 它的解必须在广义函数

的意义下才是可理解的. 于是, 毋宁说 Y (t, x) > 0, 连 h(t, x) = log Y (t, x) 的定义都是不明的. 这也是

KPZ 方程在 d > 2 时不存在 Cole-Hopf 解的原因.

(2) Cole-Hopf 解依赖 (磨光) 序列的逼近, 但 Cole-Hopf 解实际上并不是用序列去直接逼近 KPZ

方程, 而是去逼近随机热方程 (3.7) ((3.11) 实际上是通过逼近随机热方程转化而来的). 这给很多相关

问题的理解带来了困难. 我们将在第 4.2 小节中继续深入讨论这个问题.

(3) 磨光方式有局限. Cole-Hopf 解仅对空间变量进行磨光, 在时间变量上采用 Itô 随机分析的方

式来理解. 但在一些其他学者看来 (如文献 [30]), 时空变量同时进行磨光是更自然的方式.

3.4 Wick 积方法

一个比较有名的绕开 Cole-Hopf 变换来研究 KPZ 方程的例子是文献 [31]. 它将 KPZ 方程中的

非线性项 (∇h)2 解释为 Wick 积 ∇h ⋄ ∇h. 在物理上, Wick 积 (Wick product) 表示两物体之间的某

种弱相互作用. 而从数学角度, 我们可以用 Hermite 多项式简单解释它的含义. Hermite 多项式全体

构成 L2(R, γ) (γ 是 R 上的标准 Gauss 测度) 的一组正交基, 它的前几项为 H0(x) = 1, H1(x) = x,

H2(x) = x2 − 1. 对于 k1, k2 ∈ N, Hk1 和 Hk2 的 Wick 积定义为

Hk1 ⋄Hk2 := Hk1+k2 .

特别地, H1 ⋄ H1 = H2, 它比通常的乘法要 “弱” 一些 (多一项 “−1”). 一般的函数 (未必在 L2(R, γ)
中) 可以先写成 Hermite 多项式的线性组合, 再利用分配律和 Hermite 多项式的 Wick 积定义它们的

Wick 积.

具体来说, Chan [31] 的工作是在白噪声分析 (white noise analysis) 的框架下展开的, 它能处理任

意空间维数,而不仅局限于一维.为了介绍他的结果,我们需要说明文献 [31]使用的 Wick积的严格定

义 (有关 Wick积的一般设定,见附录 C).一言以蔽之,非线性项 (∇h)⋄2 = ∇h ⋄∇h中的 Wick积运算

并不是基于时间变量 t 或空间变量 x, 而是基于随机样本 ω (∈ (Ω,P)) 进行的. Chan [31] 将概率空间

(Ω,P) 选取为某个抽象 Wiener 空间 (B,H, µ), {φn : n ∈ N} ⊂ B′ (B′ 是 B 的共轭空间) 构成 H 的一

组标准正交基. 对于任意自然数序列 α = (αi)i>1 (即 αi ∈ N), 定义迭代 Wiener 积分 (iterated Wiener

integral):

Hα(ω) :=
∏
i

Hαi(φi(ω)), ω ∈ B,

351



董昭等: KPZ 方程与 KPZ 普适性简介

其中, Hαi 是第 αi 个 Hermite 多项式. 于是, {(
√
α!)−1Hα} (α! :=

∏
i αi!) 构成 L2(B,µ) 的一组标准

正交基. 进而, 定义 Wick 积

Hα ⋄Hβ := Hα+β . (3.12)

对于一般的随机函数 F(ω) :=
∑

α aαHα(ω), F ∈ L2(B,µ) 等价于
∑

α a2α · α! < ∞. 但固定时空变量的

时空白噪声 η(t, x)(·) /∈ L2(B,µ), 这意味着 L2(B,µ) 空间不太够用 (见注 C.3). 于是, Chan 将随机函

数 F的范围扩展到一个更大的空间 (S−1),它的半范由 F的系数 aα 决定,具体细节依赖于Wiener空

间 B 和 φn 的选取 (在文献 [31] 中, B := S ′(R+ ×Rd), H := L2(R+ ×Rd), B′ := S(R+ ×Rd)), 这里不

再赘述. 特别地, L2(B,µ) ⊂ (S−1), η(t, x) ∈ (S−1). 另外, 可依据 (3.12) 对 (S−1) 中的函数定义 Wick

积 (见附录 C.3). 在白噪声分析中, 随机函数 F 由它的系数 {aα : α} 决定, 在不同正交基下具有相同

系数的随机函数被认为是等同的.

定义 3.3 取定 H 的一组标准正交基 {φn : n > 1} ⊂ B′ 和 F(ω) :=
∑

α aαHα(ω) ∈ (S−1). 如果

存在另一组标准正交基 {φ′
n} 以及相应的 H′

α, 那么,

F′ :=
∑
α

aαH
′
α(ω) ∈ (S−1)

与 F 称作在分布上等同 (identical in law), 记作 F
W
= F′.

而对于 Fn,F ∈ (S−1), Fn
W→ F 是指存在 Fn 某个分布上等同的版本 F′

n 使得 F′
n 在 (S−1) 的拓

扑意义下收敛至 F.

为了在 (S−1) 空间中求解 (Wick 积在一定意义上即表示某种重整化)

∂h

∂t
=

1

2
∆h+

1

2
(∇h)⋄2 + η(t, x), (3.13)

Chan [31] 对 h 作 Wiener-Chaos 分解: h(t, x) =
∑

α cα(t, x)Hα, 从而将 (3.13) 转化为 {cα} 的方程组.

经过一番探讨, Chan [31] 最终论断:

定理 3.1 [31] 方程 (3.13) 具有初值条件 h(0, x) = 0 的解 h 满足

(1) 对于任意维数 d > 1, 如果 z 6 min(6+d
4 , 2), χ = z − 1− d

2 , 那么, 对于任意固定的 t 和 x, 有

ϵχh(ϵ−zt, ϵ−1x)

在 ϵ → 0 时存在 W (分布等同) 意义下的极限.

(2) 特别地, 当 d = 2 时, 对于任意 t 和 x, 任意 ϵ > 0, 有 h(ϵ−2t, ϵ−1x)
W
= h(t, x).

不严格地说, 在 Wick 积框架下得到的方程 (3.13) 的解满足 z : 1 : χ 的动态标度律. 在 d = 1 时,

z 6 7/4, χ = z − 3/2. 这说明, 它不符合物理上得到的 3 : 2 : 1 的动态标度律. 因此, 尽管文献 [31] 在

数学上简洁, 优雅地给出了 KPZ 方程的解, 但这个解却不是 “正确” 的解.

需要指出的是 (参见文献 [32, 第 4 节]), (3.13) 与下述 Wick 积意义下的随机热方程:

∂Yt

∂t
=

1

2
∆Y (t, x) + Y (t, x) ⋄ η(t, x) (3.14)

通过 Wick 积版本的 Cole-Hopf 变换联系, 即

Y (t, x) = exp⋄{h(t, x)}, h(t, x) = log⋄ Y (t, x),

其中, exp⋄ 和 log⋄ 通过它们的 Taylor展式和Wick积 (乘法)来定义,例如, exp⋄ X :=
∑∞

n=0(X
⋄n/n!).

实际上, 在某种意义下, 随机热方程 (3.7) 和 (3.14) 可以认为是相同的 (参见文献 [33]), 但 Bertini 和
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Giacomin [19] 用通常的 log 函数, 即 log Y (t, x), 来定义 Cole-Hopf 解, 它是满足动态标度律 3 : 2 : 1 的

“正确”的解,但无法写出 Cole-Hopf解满足的具体方程 (只能对 (3.6)做合适的解释). 相反地, Chan [31]

采用 log⋄ Y (t, x)的方式定义 “KPZ方程”的解, 这个解满足可以清晰表述的 “KPZ方程” (3.13), 但不

满足 3 : 2 : 1 的动态标度律. 从这点来看, Wick 积方法尽管不能得到 KPZ 方程在物理意义上正确的

解, 但仍然十分具有启发性.

3.5 正则结构理论

近年来, 在 KPZ 方程方面比较重大的突破是 Hairer [30] 用粗糙路径 (rough path) 理论绕开 Cole-

Hopf 变换, 重现了 Cole-Hopf 解. 这一研究进一步催生出针对一大类 “病态” 随机偏微分方程的正则

结构理论 [34] (regularity structure), Hairer 也因此获得了 2014 年的 Fields 奖.

Hairer [30] 只考察了满足次临界 (subcritical) 条件的 KPZ 方程, 这相当于 d = 1. 另外, 出于磨光

技术的要求, 高度函数被假设满足周期性边界条件. 为了与 Hairer [30] 一致, 我们将 KPZ 方程写作

∂h

∂t
= ∂2

xh+ (λ(∂xh)
2 −∞) + η(t, x), (3.15)

其中, x ∈ S1 ≃ [0, 2π), λ > 0 是给定的常数, 时空白噪声依赖的参数 D = 4π (这时, 定义时空白噪声

的缓增分布都作用在 R+ ×S1 上关于空间变量周期变化的速降函数上). 这相当于在 (2.7)中取 ν = 1,

λ 用 2λ 来代替. 保持 λ 为形式变量的作用将在下述 Wild 分解中得到体现.

不同于 Chan [31] 将时空白噪声 η 和高度函数 h放入满足某种可积性条件的函数空间 (S−1)中来

考察, Hairer 将依托空间换成满足某种正则性条件 (可与 Hölder 连续性类比) 的函数空间. 如下基于

典则映射的观察是基本的: 固定时间变量 t, ht(·) := h(t, ·) 是以空间变量为参数的随机过程, 特别地,

每一个随机样本 ω (∈ Ω) 对应一个轨道函数

x 7→ ht(x). (3.16)

众所周知, 一维 Brown 运动的样本轨道函数是 α-Hölder 连续的 (任意 α < 1/2). 一般地, 如果 (3.16)

也具有一定的正则性, 用 C 表示具有该正则性的函数空间, 那么,

Ω → C , ω 7→ ht(·)(ω) (3.17)

即是所谓的典则映射. 换句话讲, 固定时间 t, 我们总可以将随机样本 ω 看作 C 中的函数, 这个函数

以 x 为变量. 需要指出的是, 诸如时空白噪声等广义函数不可能具有正指数的 Hölder 连续性, 因而需

要对它们的正则性进行重新定义. 类比于负指数的 Sobolev 空间, 不难理解, 这一定义是可以实现的.

限于篇幅, 这里就不仔细展开了. 类似地, 如果不固定 t, 而将之视作变量, 一般地, t 7→ ∥ht∥C 是连续

的. 于是,

Ω → C(R+,C ), ω 7→ h(·, ·)(ω)

是相应的典则映射, 其中, C(R+,C ) 表示以时间 t 为变量, 取值为 C 的连续泛函.

为了后续探讨的方便, 我们将 KPZ 方程的 Cole-Hopf 解写成

ht(·)(ω) = SCH(h0, ω)(t) ∈ C ,

其中, h0 是 h的初值.在 Hairer [30] 的框架下, h0 ∈ Cβ (0 < β < 1/2), 差不多可以认为, Cβ 是指数为 β

的 Hölder 连续函数空间. 于是, Cole-Hopf 解映射可以完整地写成

SCH : Cβ × Ω → C(R+,C ), (h0, ω) 7→ SCH(h0, ω).
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不严格地来说, C 中的函数具有 1/2− β 的正则性阶数.

Hairer [30] 的主要结果定理 1.1得到了一个具有某种较复杂正则性并经粗糙路径技术处理的 Polish

空间 X , 提升映射

Ψ : Ω → X ,

新的 “解” 映射 (下角标 R 表示 “Rough”)

SR : Cβ ×X → C(R+,C ), (h0, x) 7→ SR(h0, x)

以及新 “解” SR 的爆炸 (explode) 时间:

T∗ : Cβ ×X → (0,∞].

它们可根据下述性质得以理解:

(1) SR 在 X 上是逐点定义的, 不依赖 X 上的任何测度, 而 SCH 在 Ω 上是 P-a.s. 定义的.

(2)对 P-a.s. ω ∈ Ω, SCH(h0, ω) = SR(h0,Ψ(ω)). 换句话讲,如果我们在 X 上赋予像测度 P ◦Ψ−1,

那么, 在几乎处处的意义下, SR 和 Cole-Hopf 解就是等同的.

(3)如果将 KPZ方程中的时空白噪声换成具有较好时空正则性的随机函数 g(t, x),并记此时的解

为 SD(h0, ω),那么,我们同样可以找到映射 Φ : Ω → X 使得对 P-a.s. ω ∈ Ω, SD(h0, ω) = SR(h0,Φ(ω)).

根据这一事实,我们可以简要诠释 SR 的重整化: 对 ϵ > 0,令 ηϵ(t, x)是时空白噪声以合适的方式磨光

之后得到的随机函数, 那么, 可以找到常数 Cϵ (随着 ϵ ↓ 0 增长到无穷大), 使得将 ηϵ − Cϵ 看作上述随

机函数 g 后可以得到提升映射 Ψϵ,并且 Ψϵ 随着 ϵ ↓ 0依概率收敛到 Ψ. 显然,这一重整化过程绕开了

Cole-Hopf 变换, 是直接针对 KPZ 方程的诠释 (具体的表达式见 (3.24)).

(4) 作为 X 上点点定义的映射 SR, 它可能会在有限时间内爆炸, 即可能存在初值 h0 ∈ Cβ , x ∈ X
以及有限时间 T < ∞ 使得 sup06t6T ∥SR(h0, x)(t)∥C = ∞. 爆炸时间 T∗(h0, x) 即是指使得爆炸发生

的最小的 T . 然而, SR 中与 Cole-Hopf 解对应的部分却不会在有限时间内爆炸. 也就是说, 对于任意

h0 ∈ Cβ , P-a.s. ω ∈ Ω, 有

T∗(h0,Ψ(ω)) = ∞.

粗略地来说, SR 是通过 “扩充” Cole-Hopf解的样本空间 Ω得到的 (严格来讲, Ψ未必是单射,所以, X
不一定比 Ω “大”), 扩充后的空间 X 比 Ω 具有更丰富的拓扑和代数结构 (见 (3.25)). 需要指出的是,

这一扩充步骤并不是无的放矢, 在 X 上点点定义的 SR 还满足如下性质 (不依赖 X 上的任何测度):

(1) 在爆炸之前 (即 t ∈ (0, T∗(h0, x))),

(t, h0, x) 7→ SR(h0, x)(t) ∈ C

是连续映射. 即使在 Ω 上赋予合适的拓扑结构, Cole-Hopf 解映射 SCH 也未必满足相应的连续性.

(2) SR 可以被描述为某个不动点问题的解. 进而, 在一定意义下, 它 (同样地, KPZ 方程的 Cole-

Hopf 解) 可以实现为 X 上的连续随机动力系统 (参见文献 [30, 命题 1.2]).

(3)将 h0 和 x取作相应函数空间中的光滑函数 (注意 X 是具有某种正则性的函数空间,它也包含

某种意义下的光滑函数), Hairer在文献 [30,定理 2.5]中给出了 ht := SR(h0, x)(t)满足的具体方程: 它

的主要部分与 KPZ 方程一致, 另外还包含一些合适的余项. 这件事实在一定程度上回答了 Cole-Hopf

解满足何种具体形式的方程. 从第 3.4 小节不难知道, 这个问题并不容易解决.
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在本节的最后, 我们来简要介绍 X、Ψ 和 SR 的构造过程. 在 (3.15) 中, 参数 λ 是待定的形式变

量, 这是为了对高度函数进行所谓的 Wild 分解 (参见文献 [35, 36]). 简单来说, 它是将 h 以 λ 为变

量进行 “Taylor”展开, 但展开的幂项指数序列却不是自然数序列 (即不是形如
∑

n∈N anλ
n 的展开式),

而是用二叉树 (binary tree) 作为幂项指数序列 (即将前述求和序列中的 N 换成二叉树集合).

注 3.3 二叉树是从一个根 (root) 出发, 每个节点 (node) 都生出两片叶子 (leaf) 的图. 平凡二

叉树只有一个根, 记作 “•”. 一般地, 对于任意一个非平凡二叉树 τ , 将它的根和与根相连的两条边去

掉, 可以得到两个二叉树 τ1 和 τ2. 这个过程显然是可逆的. 于是, 我们可以用 τ = [τ1, τ2] 来唯一地

表示二叉树 τ , 这种方式实际上给出了二叉树全体的递归方案. 用 T 表示二叉树全体, 用 |τ | 表示非
叶子的节点数, 例如, |[•, •]| = 1, |[•, [•, •]]| = 2. 特别地, 令 | • | = 0. 不难验证, 对于 τ = [τ1, τ2],

|τ | = |τ1|+ |τ2|+ 1.

Wild 分解的基本想法是用如下关于 λ 的 “Taylor” 展式表示高度函数 (注意 h(t, x) 与 λ 有关)

h(t, x) =
∑
τ∈T

Y τ (t, x) · λ|τ |. (3.18)

类比于 Picard迭代, 上述分解通过递归的方式将 h 满足的非线性 KPZ方程转化为 Y τ 满足的线性方

程. 为此,我们利用 (3.18)先对 KPZ方程的非线性项做如下的形式计算 (注意 (τ1, τ2)通过 τ = [τ1, τ2]

与 τ 一一对应):

λ(∂xh)
2 = λ · ∂x

( ∑
τ1∈T

Y τ1λ|τ1|
)
· ∂x

( ∑
τ2∈T

Y τ2λ|τ2|
)

=
∑

τ1,τ2∈T

∂xY
τ1∂xY

τ2λ|τ1|+|τ2|+1

=
∑

τ=[τ1,τ2]∈T

(∂xY
τ1∂xY

τ2)λ|τ |.

需要指出, 上式中最后一个求和序数不包含 •. 另外, 我们还能看出, 采用二叉树作为展开序列, 恰好

将非线性项中的系数 λ 并入展开式的 λ|τ | 中 (|τ | = |τ1| + |τ2| + 1 是关键), 进而系数中不含 λ. 同时,

选用二叉树, 而非 “一” 叉树 (即 N) 或三叉树, 是与 KPZ 非线性项的幂指数 “2” 相关的.

有了这些准备,将 (3.18)和非线性项的计算式代入 (3.15),比较 λ|τ | 的系数,我们可以得到系数列

{Y τ} 满足的递归方程. 具体来说, 第一项 Y • 通过 KPZ 方程的线性部分给出:

∂Y •

∂t
= ∂2

xY
• + η(t, x). (3.19)

对于 τ = [τ1, τ2], 有
∂Y τ

∂t
= ∂2

xY
τ + ∂xY

τ1∂xY
τ2 . (3.20)

形式上来说, (3.20) 中的 Y τ1 和 Y τ2 已经在先前的方程中解出了, 所以在 (3.14) 中是已知函数. 于

是, 似乎只需依次将线性方程 (3.19) 和 (3.20) 解出来, 代入 (3.18) 即可求出高度函数. 然而, KPZ 方

程遇到的无穷大困境 (见第 3.2 小节) 不可能经过形式变换 Wild 分解就消失了. 它现在表现如下.

在 (3.19) 中, 抛物算子差不多将 Y • 的正则性 (比 η) 提高两阶. 于是, 根据注 3.4, Y • 关于 x 的正则

性阶数是 (1/2)−, 它还是一个实函数. 但在 (3.20) 表示的第一个方程 (即 τ = [•, •], τ1 = τ2 = •) 中,

∂xY
τ1 = ∂xY

τ2 = ∂xY
• 的阶数是 (−1/2)−, 都是广义函数. 所以, ∂xY

τ1 · ∂xY τ2 面临着与 KPZ 方程的

非线性项一样的困难. 类似地, (3.20) 表示的其他方程都会遇到广义函数相乘的问题.
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注 3.4 不严格地来说,时空白噪声关于空间变量 x的正则性阶数是 (−d/2− 1)− (“α−”表示对

于任意 β < α, 相应函数都满足 β- 阶的正则性; α 是负数表示相应的函数是广义函数, 参见文献 [34]).

特别地, 当 d = 1 时, 时空白噪声关于 x 的正则性阶数是 (−3/2)−.

参考之前的讨论,磨光技术和重整化思想很自然地应用于 (3.19)和 (3.20). 具体来讲,时空白噪声

经过合适的磨光 (时空变量同时进行磨光) 成为 ηϵ(t, x), (3.19) 重新写作

∂Y •
ϵ

∂t
= ∂2

xY
•
ϵ + ηϵ(t, x). (3.21)

注意 (3.21) 在 ϵ → 0 时的形式极限即 (3.19), 它存在强解, 因而 (3.21) 不需要进行重整化. 方程 (3.20)

则不然, 由于 ∂xY
τ1 · ∂xY τ2 的歧义, 磨光后的方程若期望存在 ϵ → 0 时的极限, 重整化是无法避开的.

也就是说, (3.20) 经过磨光和重整化之后变成 (Cτ
ϵ 是某个合适的常数)

∂Y τ
ϵ

∂t
= ∂2

xY
τ
ϵ + ∂xY

τ1
ϵ ∂xY

τ2
ϵ − Cτ

ϵ . (3.22)

相应地, 与 (3.18) 对应的

hϵ(t, x) :=
∑
τ∈T

Y τ
ϵ (t, x) · λ|τ | (3.23)

满足方程
∂hϵ

∂t
= ∂2

xhϵ + λ(∂xhϵ)
2 −

∑
τ∈T

Cτ
ϵ λ

|τ | + ηϵ(t, x). (3.24)

(3.24) 即可理解为 KPZ 方程的重整化. 当然, 前提是需要证明 hϵ 随着 ϵ → 0 的收敛性. 同时, (3.23)

中求和级数的收敛性是一个伴随问题. Hairer [30] 在处理二者的收敛性时, 将 (3.23)中的级数分为两部

分, 第一部分只包含前几个 τ 对应的项 (Hairer [30] 将这些 τ 记作 T̄0), 第二部分由余下的项组成. 对

于第一部分, Hairer 逐项证明其收敛性 (此时将 Y τ
ϵ 视作从 Ω 到某个函数空间 (形如 C(R+,C )) 的典

则映射). 具体来讲, 文献 [30, 定理 2.1] 断言, 对于 τ ∈ T̄0, 存在某个具有一定时空正则性的空间 Xτ

使得 Y τ
ϵ : Ω → Xτ 是典则映射, 并且存在 Y τ : Ω → Xτ 使得 Y τ

ϵ 随着 ϵ → 0 依概率收敛至 Y τ . 第二

部分, 即 (3.23) 中 T \ T̄0 对应的余下部分, 作为一个整体 Rϵ(t, x) (实际上, 文献 [30] 还要对余下部分

再做一次划分), 采用文献 [37] 中基于粗糙路径的处理方式, 同样可以找到一个函数空间 XT \T̄0
使得

Rϵ : Ω → XT \T̄0
是典则映射, 并且存在 R : Ω → XT \T̄0

使得 Rϵ 收敛至 R. 最终, X 定义为如下直和
空间 W 的某个闭子集 (只取一部分是为了保证 SR 的连续性):

X ⊂ W :=

( ⊕
τ∈T̄0

Xτ

)⊕
XT \T̄0

, (3.25)

Ψ : Ω → X 定义为
Ψ :=

( ⊕
τ∈T̄0

Y τ

)⊕
R.

而 SR 由 (3.23) 在 ϵ → 0 的极限给出.

总而言之, Hairer 采取了一种与 Cole-Hopf 变换完全不同的策略来对 KPZ 方程进行线性化, 这一

策略的核心是Wild分解. 相较于 Cole-Hopf变换的局限性 (几乎无法应用于其他类型的方程),这种策

略更加灵活 (例如, 可以改用三叉树、四叉树等), 在形式上也只涉及简单的方程叠加 (如 (3.23)), 回避

了可能会造成麻烦的非线性的 exp 变换或 log 变换, 故而它有希望用于处理其他 “病态” 随机偏微分

方程 (参见文献 [34]). 另一方面, 在 Hairer 的策略中, 时间变量和空间变量的奇异性并不像 Cole-Hopf
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变换那样被区别对待 (在 Cole-Hopf变换下,空间变量的奇异性由磨光技术和重整化来处理,时间变量

的奇异性按照 Itô 随机分析的技术来处理), 而是作为一个整体同时进行磨光和重整化, 这在某种程度

上简化了对问题的理解 (尽管形式并不简洁), 显得更加自然.

4 数学中的 KPZ: 离散生长模型与 KPZ 方程

如前所述, KPZ方程的引入是为了模拟 Eden模型、黏性落体模型等随机生长模型. 在物理中,人

们发现它们的涨落都满足 3 : 2 : 1 的动态标度律, 因而被认为同属于所谓的 KPZ 普适类. 在数学上,

如何严格描述和证明上述模型 (包括 KPZ 方程) 属于 KPZ 普适类是一方面的问题, 这些问题还有诸

多不清晰和不完善之处. 另一方面, 作为 KPZ 方程提出的初衷, 它所刻画的高度函数 (即 Cole-Hopf

解)应该是一些相关生长模型在合适尺度变换下的极限.但即使对于 Eden模型和黏性落体模型,这一

猜测在数学上至今未被证实. 本节将来探讨有关这一方面的数学研究.

4.1 KPZ 普适性

我们关注的焦点仍然是一维 KPZ 方程 (3.1). 在第 3.3 小节中, 我们已经通过 Cole-Hopf 变换得

到了所谓的 Cole-Hopf 解. 以下, 若谈及一维 KPZ 方程驱动的高度函数, 我们都默认为由定义 3.1 给

出的 Cole-Hopf 解.

KPZ 方程提出的初衷, 是为了描述几类随机增长模型的连续近似. 于是, 无论从物理还是数学的

角度来说, 以下两个问题都是值得被探讨的: 第一, KPZ 方程驱动的高度函数是否与第 2 节中介绍的

几类离散随机增长模型具有类似的特征, 最根本的一点在于, 它的涨落是否满足 3 : 2 : 1 的动态标度

律?第二,这些离散增长模型是否在某些恰当的规则下 (例如,将离散增长模型实现到格点空间 aZ上,

在合适的规则下令 a ↓ 0,从而得到最终的极限)收敛至 KPZ方程? Kardar等 [1] 利用重整化群方法对

上述第一个问题作了肯定的回答, 但他们的回答离数学严格性相差甚远. 在这一部分, 我们将讨论为

了回答这两个问题, 一些学者在数学层面所做的努力.

为了引入一种刻画涨落的数学描述,我们先来观察经典的 Gauss普适性. 首先考察最简单的例子,

令 ξ1, . . . , ξn, . . . 是一列独立同分布的随机变量, 且 Eξ1 = a > 0, Eξ21 = σ2, 再记

h(t) :=
t∑

k=1

ξk, t = 1, 2, 3, . . .

直观上来说, 我们可以将 t 7→ h(t) 看作与空间变量无关的高度函数, 它随着离散时间的推进不断演变,

每次的高度变化都是独立的. 而 Eξ1 = a > 0 保证这个高度函数在总体趋势上是增长的. Bernoulli 大

数定律告诉我们,
h(t)

t
−→ a, a.s. (t → ∞).

这差不多表明, 如果演化的时间足够长, h(t) 约等于 at, 即 h(t) ∼ at. 但 h(t) 的准确值自然与 at 相比

存在偏差,这即是我们在第 1.3小节中提到的涨落. 著名的中心极限定理刻画了 h(t)涨落的统计信息:

h(t)− at

σt1/2
⇒ N(0, 1) (t → ∞), (4.1)

其中, “⇒” 表示 “依分布收敛”. 首先, 上式左边的分母项反映了涨落的 “规模”: h(t) 围绕平均高度的

偏差大概是 t1/2; 换句话讲, h(t) 的涨落满足 2 : 1 的标度律. 其次, 上述极限性质表明, 偏差的实际分

357



董昭等: KPZ 方程与 KPZ 普适性简介

布差不多是某种正态分布. 总而言之, 上述 Gauss 型增长模型在经过足够长时间的演变后, 由大数定

律可以确定它的整体高度, 而中心极限定理则刻画了它围绕这个整体高度的涨落, 包括涨落的大小以

及近似遵循的分布.

第 2.2小节中提到的随机落体模型是另一个类似的满足 Gauss普适性 (引入了空间变量)的例子.

具体来说, T → hr(T,X)表示方块堆随着时间 T 的演化在 X ∈ Z处的高度.对于不同的 X,相应位置

的高度是独立演化的, 并且都是参数为 1 的 Poisson 过程. 于是, 大数定律表明, 对于任意 X ∈ Z, 有

hr(T,X)

T
→ 1, a.s. (T → ∞).

也就是说, 如果演化的时间足够长, hr(T, ·) 每个位置的高度差不多都是 T . 相应地, 中心极限定理可

以写作
hr(T,X)− T

T 1/2
⇒ N(X) (T → ∞), (4.2)

其中, {N(X) : X ∈ Z} 是一列独立的标准 Gauss 随机变量. 它刻画了 hr 围绕整体高度 T 的涨落. 注

意, 与 (4.1) 不同的是, (4.2) 实际上同时卷入了时间变量和空间变量. 而 (2.4) 表明, hr 的涨落 wr 满

足 2 : 0 : 1的动态标度律.为了体现这一动态标度律,我们将 (4.2)作如下改写: 固定 (t, x), 在 (4.2)中

令 T := ϵ−2t, X := ϵ−0x, T → ∞ 即转化为 ϵ → 0. 根据 (2.5), 我们可以得到

hr(T,X)− T

T 1/2
=

hr(T,X)− T

wr(T,X)
=

hr(ϵ−2t, ϵ−0x)− ϵ−2t

wr(ϵ−2t, ϵ−0x)
=

ϵhr(ϵ−2t, ϵ−0x)− ϵ−1t

wr(t, x)
.

进而, (4.2) 等价于如下形式: 给定任意 t 和 x, 有

ϵhr(ϵ−2t, ϵ−0x)− ϵ−1t ⇒ wr(t, x)N(x) (ϵ → 0). (4.3)

因为右边的 wr(t, x)不含随机项,所以,重要的是上式左边的尺度变换 ϵhr(ϵ−2t, ϵ−0x). 特别地, ϵ−1t是

hr 在 2 : 0 : 1 的尺度变换后的整体高度.

涨落满足动态标度律 3 : 2 : 1 的随机增长模型一般称作具有 KPZ 普适性, 它不限于 KPZ 方程驱

动的连续模型, 也涵盖潜在的离散增长模型. 有了上述 Gauss 普适性的观察, 我们就可以用类比的方

式给出描述高度函数 h(t, x) 具有 KPZ 普适性的如下方案:

(1) 利用某种方式 (如某种类型的大数定律), 确定 t → ∞ 时 h(t, x) 的整体高度状况, 或者不严格

地来说, 某种意义下的 “平均高度” h̄(t, x);

(2) 将 (4.3) 中的动态标度律 2 : 0 : 1 换成 3 : 2 : 1, 平均高度换成第一步中得到的 h̄, 再证明其收

敛性. 具体来说, 就是要证明下述极限存在:

ϵ1/2h(ϵ−3/2t, ϵ−1x)− h̄ϵ ⇒ h(t, x), ϵ → 0. (4.4)

上述两条在某种意义上可以视作 KPZ 普适性的另一种描述, 我们将在第 4.4 小节中继续讨论这个

问题.

注 4.1 有时候我们也将 (4.4)写成 t → ∞的形式,从而反映高度函数随着时间的演化而最终可

能到达的状态. 具体来说, 令 t = 1, t := ϵ−3/2, 将 h(1, x) 简写作 h(x), h̄ϵ 写作 h̄t, 于是, (4.4) 可写作

h(t, t2/3x)

t1/3
− h̄t ⇒ h(x), t → ∞. (4.5)
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现在回到 KPZ 方程驱动的高度函数 h(t, x). 如果仅从 KPZ 方程本身出发, 想要按照上面两个步

骤来说明它的普适性, 这显然是无比艰难的. 例如, 第一步是要确定平均高度. 不严格地来说, 平均高

度 h̄ 可以认为是 h(t, x) 的期望, 这差不多需要知道 h(t, x) 满足的具体分布. 即便是针对线性方程, 这

也近乎是无法完成的任务. 事实上, 现有的实现了上述方案的工作 (如文献 [27, 38]) 的确是在确定了

h(t, x) (固定 (t, x)) 的单点分布来完成的, 但它的分布并不是直接通过 KPZ 方程或随机热方程得到,

而是由在某种方案下收敛到 KPZ 方程的离散增长模型的分布间接求出的. 我们将在后面几节介绍这

些离散增长模型.

注 4.2 在描述 KPZ 普适性的动态标度律 3 : 2 : 1 中, 涨落关于时间的标度参数 1/3 是不同于

Gauss普适性的一个重要特征. Balázs等 [26] 证明了具有 Brown初值的 KPZ方程的涨落
√
Var(h(t, 0)

≈ t1/3 (见第 3.3小节). 这从某个侧面说明相关的标度参数确实是 1/3. 这种估计涨落幅度的方式同样

可以在一定程度上刻画 KPZ 普适性.

4.2 角落生长模型

简单排斥过程 (simple exclusion process, SEP) 和角落生长模型 (corner growth model, CGM) 是

一对互偶的离散模型. 前者来源于交互粒子系统,后者为 KPZ方程的研究提供了一种新思路. 它们都

是一维格点空间 Z 上 (用 x ∈ Z 表示格点坐标), 随时间 t ∈ R+ 演化的系统. 二者的随机环境都可利

用如下的独立的 Poisson 过程序列来实现: 对于任意 x ∈ Z, 令 t 7→ Lx(t) 是以 q (∈ [0, 1]) 为参数的

Poisson 过程, t 7→ Rx(t) 是以 p := 1− q 为参数的 Poisson 过程. 特别地, 这些 Poisson 过程都是相互

独立的. 以下先来介绍 SEP, 再将 SEP 转化为 CGM.

(1)简单排斥过程 (SEP). SEP描述的是 Z上粒子的排列状态. 在初始时刻,有一些粒子放置在 Z
的某些位置上, 每个位置最多放一个粒子. 例如, 在 x > 1 的每个位置都放一个粒子, 而 x 6 0 的位置

都空着. 这个初始条件后面还会提到, 一般称作阶梯初值条件 (step initial data). 接下来, Z 上的粒子
按如下方式开始运动. 如果 x 处的 Poisson 过程 Lx 在 t 时刻发生了跳跃, 并且 x 处此时有一个粒子,

那么这个粒子在 t 时刻尝试向左边 (“L” 表示 “left”) 相邻的格点跳跃: 若该格点上没有其他粒子, 跳

跃发生;若该格点上已经被其他粒子占据,则跳跃不发生 (此即排斥 (exclusion)的本意). 类似地,如果

x 处的 Poisson 过程 Rx 在 t 时刻发生了跳跃, 那么粒子的相应操作换成朝右, 其余逻辑不变. 需要指

出, Z 上粒子系统随时间的这种演化方式能够实现, 是因为独立的 Poisson 过程列 {Lx, Rx : x ∈ Z} 不
会同时发生跳跃. 另一方面, 不严格地来说, Poisson 过程是一列独立指数分布型随机变量的和, 因而

它发生跳跃的时间可以理解为某个指数分布型 “时钟” 敲响的时间. 特别地, Lx 是 “敲响速率” 为 q

的左时钟, 而 Rx 是 “敲响速率” 为 p 的右时钟. 因而, 直观上来说, 上述操作可以简单的描述为: 在钟

响的时刻 (如 x 处的左时钟响), 如果条件成熟 (x 处有粒子, 左边与它相邻的格点无粒子), 那么跳跃

发生 (x 处的粒子跳到与它相邻的左边格点); 否则, 保持原状.

一般地, 我们关心 q > p 的情形. 当 p = q 时, 我们称之为对称 SEP (symmetric SEP, SSEP); 当

p < q < 1 时, 我们称之为部分非对称 SEP (partially asymmetric SEP, ASEP; 此时向左的跳跃占优);

当 q = 1 和 p = 0 时, 我们称之为完全非对称 SEP (totally asymmetric SEP, TASEP; 此时, 模型中将

只有粒子向左的运动,而没有向右的). 上述 SEP模型在 RNA转运机制、交通系统等实际领域有着广

泛的应用, 关于它的更多细节和性质, 可以参见文献 [39].

(2) 角落生长模型 (CGM). 我们再来介绍与 SEP 对应的角落生长模型. 令 γ := q − p 表示 SEP

中向左的偏向程度. 角落生长模型由与 γ 相关的高度函数 hγ(t, x) (t ∈ R+, x ∈ Z) 来驱动. 它由下述
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公式给出:

hγ(t, x) :=



2N(t) +
∑

0<y6x

ϱ(t, y), x > 0,

2N(t), x = 0,

2N(t)−
∑

x<y60

ϱ(t, y), x < 0,

其中, N(t)表示 t时刻之前 “> 1” (即正半轴)上的粒子净流入 “6 0” (即负半轴和原点)的粒子数 (粒

子可能从左跳到右, 或从右到左, “净” 流入是指相互抵消之后的结果); 在 t 时刻, 如 y 处有粒子, 则

ϱ(t, y) := 1, 否则 ϱ(t, y) := −1. 直观上来说, 从右到左的净流入粒子数 N(t) 的二倍表示高度函数 hγ

在 t时刻的基准线,也是 x = 0处的高度; hγ(t, ·)随 x ↑的变化方式将由 x处是否有粒子决定: 若有粒

子, 则高度函数 +1, 否则高度函数 −1. 对于具有阶梯初值条件的 SEP, 不难验证相应的 hγ 的初值为

hγ(0, x) = |x|, 它称作楔形初值条件 (wedge initial data). 如果说 hγ 在 x 处的高度势差是由 SEP 在 x

处是否有粒子决定, 那么 t 7→ hγ 随时间的演化就完全由 SEP 中粒子往相邻格点的跳跃决定. 在 x 处

向左跳的先决条件是 x处有粒子,并且左边相邻的格点无粒子. 于是,在粒子发生跳跃之前,高度函数

在 x− 1 处 −1, 然后 +1, 形成局部极小值; 而在跳跃之后, 相应位置的高度函数则是先 +1, 后 −1, 局

部极小值变成局部极大值. 类似地, SEP 中粒子向右跳跃则是将高度函数 hγ 的局部极大值变成局部

极小值. 特别地, TASEP 总是将局部极小变成局部极大, 高度函数始终在随机增长.

如下三类初值条件将会被经常提到:

(i) 阶梯初值条件/楔形初值条件 (step initial data/wedge initial data): SEP 具有阶梯初值, 即在

x > 1 的每个位置都放一个粒子, 而 x 6 0 的位置都空着; 相应地, CGM 满足楔形初值条件 hγ(0, x)

= |x|.
(ii)平坦初值条件 (flat initial data): SEP的偶数位置没有粒子,奇数位置有粒子;相应地,当 x ∈ Z

是偶数时, hγ(0, x) = 0, 当 x 是奇数时, hγ(0, x) = 1.

(iii) Bernoulli 初值条件: SEP 的每个位置独立的以 1/2 的概率放或者不放粒子; 相应地, x 7→
hγ(0, x) 是双边简单随机游动 (hγ(0, 0) ≡ 0).

4.2.1 CGM 的普适性

当 γ = 0 时, hγ 增长或下降的速率是相等的. 因此, 总体而言, 它所代表的生长模型处于增长/下

降的均衡模式, 随着时间的推移, 系统最终趋于平衡态. 实际上可以证明 (参见文献 [13]), 此时 hγ 满

足 4 : 2 : 1 的动态标度律, 相应的尺度极限 limϵ→0 ϵ
1/2hγ(ϵ

−2t, ϵ−1x) 对应着 Edwards 和 Wilkinson [15]

提出的方程 (即 KPZ 方程在 ν = 1/2 和 λ = 0 时的特殊情形, 见第 2.3 小节) 的解. 此时, 一般称 hγ

满足 Edwards-Wilkinson 普适性.

对于 γ = 1, 满足楔形初值条件的情形 (即 hγ(0, x) = |x|), 首先是 Rost [40] 证明了如下的大数律:

lim
ϵ→0

hγ(ϵ
−1t, ϵ−1x)

ϵ−1
= h̄γ(t, x) :=

t
1− (x/t)2

2
, |x| < t,

|x|, |x| > t.
(4.6)

进而, Johansson [41] 证明了, Rϵhγ(t, 0)− (ϵ−1t)/2 收敛至 GUE Tracy-Widom 分布 (参见文献 [42]). 一

般地, 下面的定理成立, 它表明 TASEP 对应的角落生长模型满足 KPZ 普适性.
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定理 4.1 [43,44] 记 hγ 是具有楔形初值的角落生长模型的高度函数, 并且令 γ = 1. 固定 (t, x).

那么, 对于任意 s ∈ R, 有

lim
ϵ→0

P

(
Rϵhγ(t, x)−

ϵ−1t

2
> x2

2t
− t1/3 · s

)
= FGUE(2

1/3s), (4.7)

其中, FGUE 是 GUE Tracy-Widom 分布函数.

注 4.3 根据 Rost 的大数律, 在 ϵ → 0 时,

Rϵhγ(t, x) = ϵ−1 · ϵ3/2hγ(ϵ
−3/2t, ϵ−3/2(ϵ1/2x))

≈ ϵ−1 · ϵ3/2hγ(ϵ
−3/2t, ϵ−3/2 · 0)

≈ ϵ−1h̄γ(t, 0)

=
ϵ−1t

2
.

这说明了 Rϵhγ(t, x) 的 “平均高度” 是 ϵ−1t/2, 与 x 无关.

注 4.4 我们还可以按照注 4.1 将 (4.7) 写成 t → ∞ 的形式, 即对于固定的 x, 有

lim
t→∞

P

(
hγ(t, t

2/3x)

t1/3
− t2/3

2
> x2

2
− s

)
= FGUE(2

1/3s). (4.8)

尽管 (4.8) 只给出了固定 x 时的收敛性, 但相应的有限维分布也是收敛的, 并且收敛的极限是所谓的

Airy2 过程 (A2(x))x∈R 的有限维分布 (有关 Airy2 过程, 参见文献 [24]; 当然, 它的单点分布都是 GUE

Tracy-Widom 分布): 对于任意 x1, . . . , xn ∈ R 和 s1, . . . , sn ∈ R, 有

lim
t→∞

P

(
hγ(t, t

2/3xi)

t1/3
− t2/3

2
− x2

i

2
> −si, 1 6 i 6 n

)
= P(A2(xi) 6 21/3si, 1 6 i 6 n).

换句话说, 如下定义的随机过程 (以 x 为 “时间” 参数):

Ht(x) :=
hγ(t, t

2/3x)

t1/3
− t2/3

2
− x2

2
, x ∈ R

随着 t → ∞ (差不多) 在有限维分布的意义下收敛到 Airy2 过程.

对于 0 < γ < 1 的情形, Tracy-Widom 在一系列工作中 (如文献 [45–48]) 进一步证明, 将 t 换成

t/γ 之后, 上述结论仍然成立. 也就是说, 令

h̃γ(t, x) := hγ

(
t

γ
, x

)
, (4.9)

仍然考虑楔形初值条件, 那么, 如下的大数律成立:

lim
ϵ→0

h̃γ(ϵ
−1t, ϵ−1x)

ϵ−1
= h̄γ(t, x),

并且,固定 (t, x), Rϵh̃γ(t, x)− (ϵ−1t)/2仍然收敛至 GUE Tracy-Widom分布 (具有与 (4.7)相似的收敛

形式).

总而言之, γ = 0 对应的 hγ 满足 4 : 2 : 1 的动态标度律, 它满足 Edwards-Wilkinson 普适性, 描述

的是一个近平衡过程. 而 0 < γ 6 1对应的 hγ 描述的是非平衡过程, h̃γ(t, x) = hγ(t/γ, x)满足 3 : 2 : 1

的动态标度律, 它具有 KPZ 普适性.
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表 1 几类初值问题的普适性

“平均高度” (大数律) 涨落的单点分布 涨落的多维分布

楔形初值 (4.6) GUE Airy2

平坦初值 t/2 GOE (Gaussian orthogonal ensemble) Airy1

Bernoulli 初值 t/2 F0 Airystat

注 4.5 以上考察 CGM (尤其是 0 < γ 6 1) 的普适性, 我们仅以满足楔形初值条件的 CGM 为

例. 实际上, 对于另外两类初值问题 (以及它们衍生的组合初值问题), 即平坦初值问题和 Bernoulli 初

值问题, 类似的结论仍然是成立的. 对于这两类初值问题, 它们由大数律给出的平均高度 h̄γ、涨落的

单点分布以及多维分布的极限过程均与楔形初值问题不同 (见表 1, 另外两种分布和随机过程的定义

和描述参见文献 [16, 24] 等), 但 3 : 2 : 1 的动态标度律是一致的. 特别地, 它们都满足 KPZ 普适性.

4.2.2 CGM 收敛至 KPZ 方程

如前所述, CGM 在 γ = 0 时满足 Edwards-Wilkinsion 普适性, 在 0 < γ 6 1 时满足 KPZ 普适性.

这种类似于相变的行为, 自然产生了下面这个有趣的问题: γ ↓ 0 时, h̃γ 是否会按照某种方式收敛到另

一个函数? 如果收敛行为存在, 那么极限是否具有某种普适性?

Bertini 和 Giacomin 在文献 [19, 定理 2.3 和 3.3] 中考察了这个问题. 他们发现, 对 (4.9) 定义的

h̃γ 作 3 : 2 : 1 的尺度变换, 并选取合适的 γ ↓ 0 的速度, 可以证明, 它的极限收敛于 KPZ 方程的

Cole-Hopf 解. 具体地, 对于任意固定的 t, 通过 Euler 折线的方式将 h̃γ(t, ·) 转换为 R 上的连续函数
(即连接 (x, h̃γ(t, x)) 和 (x+ 1, h̃γ(t, x+ 1)) 来定义 [x, x+ 1] 上的值), 仍然记作 h̃γ . 令 (vϵ 是某个重整

化常数)

h̃ϵ
γ(t, x) := Rϵh̃γ(t, x)−

vϵt

2
= ϵ1/2h̃γ(ϵ

−3/2t, ϵ−1x)− vϵt

2
, (4.10)

给定任意固定的时间 T > 0, h̃ϵ
γ 可以视作 D([0, T ], C(R)) 中的随机元素, 其中, D 表示右连左极函数

全体构成的 Skorokhod 空间.

定理 4.2 [19] 记 h(t, x)是 KPZ方程 (3.1)的 Cole-Hopf解, 其初值为 h(0, ·) = h0. ASEP对应的

高度函数经过尺度变换后记作 h̃ϵ
γ(t, x), 由 (4.10) 给出, 其中, vϵ = ϵ−1 − 1/12, 并取 γ = ϵ1/2. 在一些

合适的设定下 (参见文献 [19, 定义 2.2]), 并且假设 h̃ϵ
γ(0, ·) 随着 ϵ ↓ 0 在 C(R) 拓扑中弱收敛至 −h0,

那么, h̃ϵ
γ 随着 ϵ ↓ 0 在 D([0, T ], C(R)) 中弱收敛至 −h.

注 4.6 这里, h0 和 h前有负号的原因是,文献 [19]中作为极限的 KPZ方程取 ν = 1/2, λ = −1,

它的解与 (3.1) 的解相差一个负号.

我们先来考察保证上述定理结论成立的初值收敛条件, 即

h̃ϵ
γ(0, x) = ϵ1/2hγ(0, ϵ

−1x) → −h0, ϵ → 0.

也就是说, ASEP 的初值条件 (视作变量为 x 的函数) 在 2 : 1 的尺度变换下存在收敛极限. 一般来说,

收敛极限应该满足 2 : 1 的尺度不变性, 也就是说, 在某种意义下,

ε1/2h0(ε
−1x) = h0(x), ∀ ε > 0. (4.11)

满足上式的 h0 显然有以下三个简单但典型的例子:
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– 对于 x ̸= 0, h0(x) = −∞ (h0(0) 可以取作 0, 而不必也等于 −∞): 不难验证, 当 hγ(0, ·) 是楔形初
值时,

lim
ϵ↓0

ϵ1/2hγ(0, ϵ
−1x) = lim

ϵ↓0

|x|
ϵ1/2

(4.12)

恰好对应这个极限 (正无穷的情形类似, 这里为了方便起见, 仅说明了负无穷的情形).

– h0 ≡ 0: 显然, ASEP 的平坦初值条件对应了这个极限.

– h0 是双边 Brown 运动: (4.11) 中的等号是指分布相同; 显然, ASEP 的 Bernoulli 初值条件对应了

这个极限.

这实际上也说明了 ASEP 的这几类初值问题 (楔形初值/平坦初值/Bernoulli 初值) 以及 KPZ 方程相

应的几类初值问题 (见定义 3.2) 为什么比较受关注.

严格来说, 上面三个例子中只有后两个满足定理 4.2 的收敛条件, 也就是说, 定理 4.2 只能保证,

具有平坦初值/Bernoulli 初值的 CGM 的确按照 Bertini 和 Giacomin 的方式 (注意 γ = ϵ1/2 ↓ 0) 收敛

到具有平坦初值/Brown 初值的 KPZ 方程. 具有楔形条件的 CGM 的收敛是文献 [27] 完成的, 它的极

限是满足窄楔形初值条件的 KPZ 方程.

注 4.7 对于楔形初值条件 hγ(0, |x|) = |x|, (4.12) 在通常意义下并不收敛. 另一方面, 在 Cole-

Hopf 变换下, 不难验证 (注意 ASEP 与第 3 节中的 KPZ 方程差一个负号)

lim
ϵ→0

exp{−h̃ϵ
γ(0, x)} = lim

ϵ→0
exp

{
− |x|

ϵ1/2

}
= δ0(x) =

 0, x ̸= 0,

1, x = 0.

但上述收敛性是在点点意义下成立的, 这个极限值 (对应随机热方程) 非零的部分权重太小 (为零测

集), 与满足 Dirac 初值条件的随机热方程有本质的不同.

在本节的最后, 我们来简要介绍文献 [19,27] 证明 CGM 收敛至 KPZ 方程的大致步骤. 由于 KPZ

方程依赖于 Cole-Hopf 变换来定义解的具体形式, 所以, 它们实际上是将 CGM 作了离散版本的 Cole-

Hopf 变换 (即下述的 Gärtner 变换, 参见文献 [49]), 证明变换后的系统收敛至相应的随机热方程, 从

而最终得到 CGM 收敛至 KPZ 方程的结论:

(1) 对 hγ 进行 3 : 2 : 1 的尺度变换和 Gärtner 变换, 即定义

Yϵ(t, x) := cϵ exp

{
− λϵh̃γ(ϵ

−3/2t, ϵ−1x) +
ϵ−3/2αϵt

2γ

}
,

其中, λϵ ≈ ϵ1/2, αϵ ≈ λϵγ. 对于平坦初值和 Bernoulli 初值 (即文献 [19]), cϵ = 1. 对于楔形初值, 注 4.7

说明, 仅进行 exp 变换并不能保证初值存在合适的收敛极限, 文献 [27] 实际上是添加修正参数 cϵ 使

得 Yϵ(0, ·) 存在合适的收敛极限. 特别地, 取 cϵ = ϵ−1/2/2, 那么,

Yϵ(0, x) ≈
ϵ−1/2

2
exp

{
− |x|

ϵ1/2

}
→ δ0, ϵ → 0, (4.13)

上述收敛是在广义函数的意义下成立的.

(2) 第一步中的参数 λϵ 和 αϵ 等只指明了它们的主要部分, 它们的准确值请参见具体文献. 在合

适地选取这些参数之后, 可以证明 Yϵ 满足如下离散形式的随机热方程:

∂tYϵ =
1

2
Dϵ∆ϵYϵdt+ YϵdMϵ(t, x), (4.14)
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其中, ∆ϵ 是离散 Laplace 算子, Dϵ 是与 ϵ 和 γ 有关的常数, Mϵ 是某个鞅. 这个方程的具体形式参见

文献 [16, 第 2.3 小节].

(3) 在 (4.14) 中取 γ = ϵ1/2, 并令 ϵ ↓ 0, 可以证明 Yϵ 收敛至相应随机热方程的解. 特别地, 楔形条

件下的 Yϵ 收敛至具有 δ0 初值的随机热方程.

(4) 最后, 注意如下映射:

Ψ : D([0, T ];C(R)) → D([0, T ];C(R)),

f 7→ Ψ(f) :=

− log f, f ∈ D([0, T ]; C+(R)),

0, 其他

在 D([0, T ]; C+(R))上是连续映射. 于是,很容易将第三步中 Yϵ 收敛至随机热方程的结论转化为 CGM

收敛至 KPZ 方程的结论.

4.2.3 CGM 的可解性与 KPZ 方程的 KPZ 普适性

对于 KPZ 方程来说, 需要回答的一个重要问题是, Cole-Hopf 解作为一些离散生长模型的连续近

似,是否称职?在第 4.2.2小节中,我们说明了 CGM在某种意义上收敛至 KPZ方程. 这在一定程度上

给了上述问题肯定的答复. 另一方面, 就 KPZ 方程自身而言, 它是否满足 KPZ 普适性, 同样是一个重

要而且深刻的问题. 而 CGM 的收敛性给这个问题带来了另一种契机, 即绕开 KPZ 方程, 而由 CGM

的相关性质及其收敛性间接得到有关 KPZ 方程的结论.

Tracy 和 Widom (及其后续的大量学者) 在研究 ASEP 和 CGM 时的突破无疑是其中最重要的一

环. 除了第 4.2.1 小节中定理 4.2 和注 4.4 提到的收敛性结果, 相关研究实际上还能够得到:

– 固定 (t, x), ASEP 或 CGM 满足的分布, 即 ASEP 或 CGM 的单点分布;

– 固定 t, ASEP 或 CGM 在有限个不同位置 (如 x1, . . . , xn) 的联合分布.

将这些结果应用于 KPZ 方程的研究, 其策略是显然的. 但鉴于第 4.2.2 小节中由 CGM 收敛至 KPZ

方程的细节并不容易, 所以想要据此得到 KPZ 方程的单点分布或者固定时间 t 的联合分布 (从而描

述它的 KPZ 普适性), 显然并非一项轻松的任务. 在文献 [16, 图 5] 中, Corwin 总结了已有的相关研究

结果以及尚未解决的问题. 总的来说, 对于某些初值条件下的 KPZ 方程, 它的单点分布可以求出 (参

见文献 [27,28,38] 等), 进而可以在第 4.1 小节建议的策略下描述它的 KPZ 普适性. 但对于固定时间 t

在不同位置的联合分布,据我们所知, 还没有任何实质的突破. 下面这个定理是文献 [27]给出的, 它说

明满足窄楔形初值条件的 KPZ 方程满足 KPZ 普适性.

定理 4.3 [27] 令 h(t, x) 是具有窄楔形初值条件的 KPZ 方程 (3.1) 的 Cole-Hopf 解. 固定 (t, x).

那么, 对于任意 s ∈ R,

Ft(s) := P

(
h(t, x) + log

√
2πt+

x2

2t
+

t

24
6 s

)
与 x 无关, 并且可由几种等价的方式给出 (参见文献 [27, 定理 1.1]). 同时, 如下极限性质成立:

lim
t→∞

Ft(t
1/3s) = FGUE(2

1/3s).

进而, 采用注 4.4 类似的方式, 我们可以得到

lim
t→∞

P

(
h(t, t2/3x) + log

√
2πt+ t1/3x2

2 + t
24

t1/3
6 s

)
= FGUE(2

1/3s). (4.15)
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注 4.8 上述 (4.15) 即按照注 4.1 的方式描述了 h 的 KPZ 普适性, 它的极限分布与楔形初值的

CGM 一致, 都是 GUE Tracy-Widom 分布. 参照注 4.4 中 CGM 有限维分布的收敛结果, 我们很容易

给出如下猜想: (4.15) 中的序列不仅对于固定的 x 随着 t → ∞ 收敛至 GUE Tracy-Widom 分布, 同时

它在有限个位置 x1, . . . , xn 的联合分布随着 t → ∞收敛至 Airy2 过程相应的有限维分布.关于其他几

类初值条件下类似猜想的具体形式, 参见文献 [24, 第 1.12 小节].

4.3 有向聚合模型

本节来讨论 Huse 和 Henley [50] 提出的有向聚合模型 (directed polymer model), 这是另一类与

KPZ 方程紧密相关的离散模型. Huse 和 Henley 的探讨起源于 Ising 模型. 众所周知, Ising 模型描述

了顺磁体向铁磁体相变的过程. 在这一离散模型中, 每个格点处放置一个上旋或下旋的粒子. 在临界

点附近, 相同状态 (如上旋) 的粒子会形成一块一块的粒子簇, 在这些粒子簇内部, 其表现的整体磁性

是一致的. 值得关注的是不同粒子簇之间的交界面如何演化. 类似的问题同样出现在其他相关研究中.

不同于 Eden 模型将交界面的演化理解为高度函数的生长和涨落, Huse 和 Henley 将交界面视作一个

整体, 并参考统计物理的思想对每个可能的交界面引入权重, 从而建立相应的 Gibbs 分布. 这一分布

通常对应着系统的某个宏观状态, 并不是模型随机性的来源. 事实上, 有向聚合模型的随机性表现在

系统所处的环境. 注意到, 权重的计算依赖于交界面上某种能量状态, 但能量状态会因为各种因素发

生变化, 表现出一定的随机性. 故而有向聚合模型是一种随机环境上的概率模型.

(1) 离散有向聚合模型. 有向聚合模型涉及两个不同的概率空间:

(i) (Ξ,P0): Ξ 由 Zd 上从 0 出发的 “连续” 样本轨道构成, P0 是 Ξ 上的某个概率测度. 它有不同

的选取方式. 例如, Ξ 中的轨道不限制长度和终点, 而 P0 可以选取为简单随机游动对应的概率测度,

换句话说, P0 下的典则过程是 Zd 上的简单随机游动. 类似地, 我们还可以将 Ξ 中的所有轨道限制为

固定时长, 或者固定终点, 并选取合适的 P0, 使得 (Ξ,P0) 对应于某个合适的随机游动.

(ii) (Ω,P): 随机环境全体,它体现在系统的 Hamilton函数 H · 上. 具体来说,对于每个环境 ω ∈ Ω,

Hω : Ξ → R 给出了每条轨道 ϖ ∈ Ξ 的 Hamilton 量. 对不同的环境, 样本轨道空间上的 Hamilton 函

数可能不同. 一个典型的例子如下:

Hω(ϖ) :=

n∑
k=0

ξk,ϖ(k)(ω), ϖ ∈ Ξ, ω ∈ Ω, (4.16)

其中, n (6 ∞) 是 Ξ 中连续轨道的长度, {ξk,x : 0 6 k 6 n, x ∈ Zd} 是 (Ω,P) 上的一列独立同分布的随

机变量.

以下, 先固定环境 ω ∈ Ω. 在物理中, Hamilton 函数表示系统的能量. 而在 Gibbs 系综中, e−βHω(ϖ) 是

ϖ 的统计权重 (P0 是基准测度, β 是与温度相关的正常数). 于是, 给定 Hamilton 函数 Hω, 我们就能

得到环境 ω 下的 Gibbs 分布 (Ξ 上的另一个概率测度)

Pω
β (dϖ) :=

1

Zω
β

exp{−βHω(ϖ)}P0(dϖ), ϖ ∈ Ξ, (4.17)

其中, Zω
β :=

∫
Ξ
exp{−βHω(ϖ)}P0(dϖ). 在统计物理中, Zω

β 称作配分函数 (partition function). 原则

上, 只要确定了配分函数, 就能计算出系统的各种物理量. 特别地,

Fω := −
(
1

β

)
· logZω

β
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是系统的自由能 (free energy).

在有向聚合模型中, 以下几个物理量的涨落是比较让人关心的. 例如, 对于固定轨道步长的情形,

用 ϖ(n) 表示 ϖ 最终停留的位置, 它的涨落用 Var(ϖ(n)) 来定义, Var 是关于 Gibbs 分布求方差, 而

Var 上的横线表示再关于随机环境 (Ω,P) 求平均. 我们通常期望, 当 n → ∞ 时, Var(ϖ(n)) ∼ n2ς , 渐

近性由某个幂律指数 ς 决定. 同样地, 自由能 F 的涨落也被期望满足类似的渐近性. 关于更多相关讨

论, 可以参见文献 [16, 24].

(2) 连续有向随机聚合模型. 我们再来介绍连续有向随机聚合模型 (continuous directed random

polymer, CDRP), 它是上述离散模型的连续近似.

固定 t ∈ R+, x ∈ R. 我们选取 Brown桥的概率空间 {Ωbb,Pbb, bs (0 6 s 6 t)}作为 CDRP的基准

测度空间, 其中, 下角标 bb 表示 “Brownian bridge”, bs 是 Brown 桥的轨道函数, b0 = 0, bt = x. 进一

步,选取时空白噪声 η(s, y)来表示系统在时空 (s, y)处的能量 (对应 (4.16)中的 ξk,x). 注意 ωbb ∈ Ωbb

的 Hamilton量是 ωbb 对应的轨道从 0出发经过时间 t到达 x这段时间经过所有位置的 “能量”总和,

也就是说,

H(ωbb) :=

∫ t

0

η(s, bs(ωbb))ds.

为了简便起见, 令 β = 1 (下述考察不涉及相变). 于是, 上述 CDRP 的 Gibbs 分布可以写成

Pω
t,x(dωbb) :=

1

Zω(t, x)
⟨exp⟩

{
−

∫ t

0

η(s, bs(ωbb))ds

}
Pbb(dωbb),

其中, (t, x) 是固定的时空点, 表示 Brown 桥停止的时间和到达的终点, Pω
t,x 的随机环境 ω 来源于时

空白噪声 η 所在的概率空间 (Ω,P). 注意时空白噪声是广义函数, 故而上式中的指数函数不能按照通

常的方式来理解, 而是理解为 Wick 型指数函数, 用 ⟨exp⟩ 表示. 附录 B 对此作了详细的说明. 另外,

配分函数是 (Ebb 是 Pbb 对应的期望)

Zω(t, x) = Ebb

(
⟨exp⟩

{
−
∫ t

0

η(s, bs(ωbb))ds

})
, (4.18)

系统的自由能是

Fω(t, x) = − log Ebb

(
⟨exp⟩

{
−

∫ t

0

η(s, bs(ωbb))ds

})
. (4.19)

特别地, 附录 C.2 的最后将给出配分函数的 Wiener-Chaos 展开计算.

注 4.9 在上述离散模型中, 若将基准测度空间 (Ξ,P0) 取为从 0 出发、步长限制为固定常数

(如 n, 它代表离散模型的时间跨度) 并固定终点的样本轨道构成的概率空间, 那么在合适的尺度变换

下, 它将收敛至 Brown桥. 也就是说, 上述 CDRP实际上对应着固定轨道长度以及终点的一维离散模

型的连续近似. 类似地, 我们还可以考虑其他离散模型的连续近似. 例如, 对于既不限制轨道长度, 又

不限制终点的离散模型, 它的连续近似版本 CDRP 应该取标准 Brown 运动作为基准概率空间. 这里

仅指出一维 Brown桥的特殊情形,原因在于,我们将会在定理 4.4中看到, (4.19)恰好是满足窄楔形条

件的一维 KPZ 方程的 Cole-Hopf 解.

4.3.1 CDRP 与 KPZ 方程

CDRP 中的基准测度空间实际上可以取作其他的 Markov 过程, 如 Brown 运动, 甚至不连续的对

称稳定过程. 采用上面的方案, 即用 Brown 桥作为基准测度, 是因为由此计算出的配分函数 (4.18) 实
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际上是满足 Y0 = δ0 的随机热方程 (3.7) 的解. 这意味着, CDRP 自由能的相反数 −F(t, x) 是满足窄

楔形条件的 KPZ 方程 (3.1) 的 Cole-Hopf 解. 严格来说, 我们可以得到如下命题.

定理 4.4 [16, 24,27] 令 h 是满足窄楔形条件的 KPZ 方程 (3.1) 的 Cole-Hopf 解, Y 是相应的具

有 δ0 初值的随机热方程的解. 记 G(t, x) := 1√
2πt

exp{−x2/2t} 是 Gauss 热核, 那么, 对于任意 t > 0,

x ∈ R, 有
Y (t, x) = G(t, x)Z(t, x),

h(t, x) = logG(t, x)−F(t, x),

其中, Z 是 CDRP 的配分函数 (4.18), 而 F 是 CDRP 的自由能 (4.19).

实际上, 我们也可以考虑其他几类初值条件下 KPZ 方程/随机热方程和 CDRP 的关系. 更多细

节, 参见文献 [16, 24].

4.3.2 收敛策略

上述用时空白噪声作为能量函数的 CDRP 可以通过离散的有向聚合模型来逼近: 在 (4.17) 中取

合适的 Hamilton 函数 Hω, 可以证明, 对离散模型的时空变量进行合适的尺度变换之后, 离散模型的

配分函数收敛于 CDRP 的配分函数 (4.18). 具体细节, 参见文献 [16, 第 4.1.4 小节].

这启发我们, CDRP 或许可以提供另一种解决 KPZ 方程相关问题的思路. 与 ASEP 类似 (实际

上, 随机聚合模型与 ASEP 也有千丝万缕的联系), 如下的路线图同样是值得尝试的:

– 证明离散 DRP 模型收敛至 CDRP: 尤其是配分函数之间的收敛性;

– 解离散 DRP 模型: 配分函数的单点分布、联合分布和普适性;

– 利用离散 DRP 模型的结果以及相应的收敛性, 得到 CDRP 的相关性质, 并利用与定理 4.4 类似

的表示, 将之应用于 KPZ 方程, 从而解决一些有关 KPZ 方程的尚未解决的问题和猜想.

关于这份路线图的更多设想和细节, 请参阅已有的几份相关工作, 如文献 [51–53] 等.

4.4 KPZ 普适类和 KPZ 不动点

20 世纪 60 年代后期, 在总结实验的基础上, 物理学家提出了临界现象的普适性 (universality) 假

设: 系统的临界行为由空间维数和序参量维数决定. 其中,序参量是根据不同系统选取的相关量,例如,

Ising 模型的序参量是磁化强度 (其维度与不同材质对应的系统有关), 气液相变的序参量是气液两相

的密度差 (维数为 1). 具有相同空间维数和序参量维数的系统属于同一个普适类 (universality class),

它们有相同的临界参数 (可与前述的标度参数类比). 特别地, 相应的渐近行为与参数类型和空间结构

(如 Ising 模型的格点结构) 无关.

类似地,我们也可以引入 KPZ普适性的概念. 第 2节介绍了 Eden模型、黏性落体模型和 KPZ方

程 (仅指一维非平凡情形) 等不同的系统, 它们分别描述了不同的生长过程, 变量类型不尽相同 (KPZ

方程的空间变量是连续的, 其余两个模型的空间变量是离散的), 空间结构也有差异, 但它们都满足

3 : 2 : 1 的动态标度律, 具有相同的标度参数. 因而, 它们可以认为属于同一个普适类, 一般称作 KPZ

普适类. 然而, 要描述并证明同一个普适类中的系统在严格数学意义下具有某种内在的相似性 (或者

毋宁说, 给出普适类的严格数学定义, 并证明相关模型满足该定义), 却并不是件容易的事情. 首先, 动

态标度律 (2.2)刻画的是涨落在大尺度下的渐近行为,而尺度变量在无穷大处的数学描述未必清晰.其

次, 标度参数在物理模型中一般是通过实验模拟 (如 Eden 模型) 或者特定的近似技巧 (如重整化群方

法) 来确定, 这些方式与数学严格性相差甚远. 在第 4.1 小节中, 我们建议了一种描述 KPZ 普适性的
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策略.但显然,这是一种比较 “弱”的描述: 只要求形如 (4.4)的在 3 : 2 : 1的尺度变换下单点分布的收

敛性. 对于 ASEP, 普适性的描述可以稍强, 例如, 注 4.4 中表述的固定时间 t, 不同位置联合分布在尺

度变换下的收敛性.

毋庸置疑的是, 3 : 2 : 1 的尺度变换是 KPZ 普适性的核心之一. 但参考 Brown 运动在不变原理中

的作用, KPZ普适类的描述中应该包含一个 “理想”的核心成员,即所谓的 KPZ不动点: 它在 3 : 2 : 1

的尺度变换下保持不变 (显然, KPZ 方程的解不是 KPZ 不动点). 记这个理想的 KPZ 不动点为 h, 那

么下面的等式应该在某种意义下成立:

h(t, x) = Rεh(t, x) := ε1/2h(ε−3/2t, ε−1x), ∀ ε > 0.

而且, KPZ普适类中的元素 (如 Eden模型、黏性落体模型、KPZ方程、CGM和 CDRP等)在 3 : 2 : 1

的尺度变换下都应该收敛到这个 KPZ 不动点. 这种理想的数学描述可以写作

Rϵh− h̄ϵ → h, ϵ → 0, (4.20)

其中, h̄ϵ 是某个合适的重整项, 上述收敛是在随机过程 (以 t 和 x 为变量) 的弱收敛这个意义下而言

的. KPZ 不动点的存在性和唯一性 ((4.20) 实际上蕴含着唯一性) 至今仍然是一个十分深刻且重要的

公开问题.

另一方面, 我们可以从前面几节的讨论观察 (可能存在的) KPZ 不动点的一些特性. 例如, 对于

固定的 (t, x), h(t, x) 的分布对应不同的初始状态可能要服从 GUE/GOE/F0 等分布; 对于固定的 t,

x 7→ h(t, ·)对应不同的初始状态应该与 Airy2/Airy2/Airystat 等过程具有相同的有限维分布.关于更多

相关探讨, 参见文献 [54, 55].
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附录 A KPZ 方程的尺度变换

我们仅考虑 d = 1 的情形. 由 (2.7), KPZ 方程一般可写作

∂h

∂t
= ν∆h+

λ

2
(∇h)2 + η(t, x), (A.1)

其中, ν, λ ̸= 0, D > 0, η 是时空白噪声, 即 Eη(t, x) = 0, E[η(t, x)η(t′, x′)] = Dδ(t− t′)δ(x− x′). 也就是

说, 参数组 (ν, λ,D) 决定了 KPZ 方程的具体形式. 本节将说明如下事实: 给定另一组参数 (ν′, λ′, D′)

(ν′, λ′ ̸= 0, D′ > 0), 由这组参数确定的 KPZ 方程可以由 (A.1) 通过合适的尺度变换得到.

事实上, 令

hζ(t, x) := ζah(ζ−bt, ζ−1x), (A.2)

其中, ζ, a, b > 0 是待定的参数. 不难验证, hζ 满足如下方程:

∂hζ

∂t
= (ζ2−bν)∆hζ +

(
ζ2−a−bλ

2

)
(∇hζ)

2 + ηζ(t, x),

其中, ηζ(t, x) = ζa−bη(ζ−bt, ζ−1x). 特别地, ηζ 仍然是时空白噪声, 并且 Eηζ = 0, 以及

Eηζ(t, x)ηζ(t
′, x′) = ζ2a−2bEη(ζ−bt, ζ−1x)η(ζ−bt′, ζ−1x′)

= ζ2a−2bDδ(ζ−b(t− t′))δ(ζ−1(x− x′))

= ζ2a−b+1Dδ(t− t′)δ(x− x′).

上式中的第三个等式用到了 Dirac 函数的如下性质: δ(ct− ct′) = c−1δ(t− t′) (c ̸= 0). 于是, 只需要取

合适的 ζ、a 和 b 使得

ζ2−b =
ν′

ν
, ζ2−a−b =

λ′

λ
, ζ2a−b+1 =

D′

D
, (A.3)

如上定义的 hζ 即满足由参数 (ν′, λ′, D′) 确定的 KPZ 方程.

我们再来观察由上述事实得到的一个简单推论.在 (A.2)中考虑 3 : 2 : 1的尺度变换,即取 b = 3/2,

a = 1/2. 此时, (A.3) 给出 ν′ = ζ1/2ν, λ′ = λ, D′ = ζ1/2D. 也就是说, KPZ 方程并不满足 3 : 2 : 1 的尺

度不变性.
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附录 B Cole-Hopf 变换

本节解释针对一维 KPZ 方程的 Cole-Hopf 变换, 它将 KPZ 方程转化为随机热方程, 从而实现了

方程的 “线性化”. 为了简便起见, 并与第 3 节一致, 我们仍然假设 ν = 1/2, λ = D = 1.

如第 3.1 小节所解释, 时空白噪声可理解为柱 Wiener 过程关于时间的 Itô 型形式导数. 于是, 若

忽略空间变量造成的奇异性 (空间变量的奇异性可利用磨光技巧来处理), (3.6) 描述的函数 h(t, x) 关

于时间变量 t 差不多是一个半鞅. 进而, 在 Cole-Hopf 变换下, 我们应该利用 Itô 公式给出

Y (t, x) = exp{h(t, x)}

满足的方程. 具体地, 我们将 (3.6) 写作

∂th =

(
1

2
∆h+

1

2
(∇h)2 −∞

)
dt+ dWt, (B.1)

其中, Wt 是 L2(R) 上的柱 Wiener 过程, 再利用 Itô 公式, 可以得到 (Yt := Y (t, ·))

dYt = Yt∂th+
1

2
Yttr(I)dt,

其中, I 是柱 Wiener 过程的协方差算子, 即 L2(R) 上的恒等算子, tr(I) 表示 I 的迹, 它是发散的.

将 (B.1) 代入上式, 即有

dYt =
1

2
∆Ytdt+ Yt

(
1

2
tr(I)−∞

)
dt+ YtdWt.

由此不难看出, Cole-Hopf变换为了将 KPZ方程转化为线性方程,并且 (在形式上)保证线性化后的方

程有意义, 还需对 (3.6) 中的重整项作出如下诠释:

∞ =
1

2
tr(I).

特别地, Yt 满足可乘噪声驱动的随机热方程 (3.7).

附录 C Wick 积

附录 C.1 Wick 积的一般定义

Wick 积是物理学家 Wick 在文献 [56] 中提出的一种 (任意阶矩均有限的) 随机变量之间的运

算. 给定某个概率空间 (Ω,F ,P), 对于 n > 0 和 Ω 上 n 个任意阶可积的随机变量 X1, X2, . . . , Xn

(EXp
i < ∞, 1 6 i 6 n, ∀ p > 1), 它们的 Wick 积记作 ⟨X1, X2, . . . , Xn⟩ (有些文献中也将 Wick 积记作

: X1X2 · · ·Xn :, 如文献 [57]), 它按照如下的递归方式给出.

定义 C.1 令 V 是 (Ω,F ,P) 上任意阶矩均有限的随机变量全体. 对于 n > 0,

⟨·⟩n : Vn → V, (X1, . . . , Xn) 7→ ⟨X1, . . . , Xn⟩n

是按照如下的递归方式定义的泛函:

(1) ⟨·⟩0 = 1;

(2) 假设 ⟨·⟩n−1 已经定义, 对于 X1, . . . , Xn ∈ V, ⟨X1, X2, . . . , Xn⟩n 由 E⟨X1, . . . , Xn⟩n = 0 和

∂⟨X1, . . . , Xn⟩n
∂Xi

= ⟨X1, . . . Xi−1, Xi+1, . . . Xn⟩n−1, 1 6 i 6 n
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确定.

称这族泛函 {⟨·⟩n : n > 0} 为 Wick 积. 一般地, 在不引起混淆时, 我们将省略 Wick 积中用来标记随机

变量数量的下角标 n.

注 C.1 为了方便起见, 记

X ′n := X, . . . ,X︸ ︷︷ ︸
n个

,

于是,

⟨X ′n⟩ = ⟨X, . . . ,X︸ ︷︷ ︸
n个

⟩.

特别地, 利用定义 C.1 中的第二条, 我们可以得到

d⟨X ′n⟩
dX

= n⟨X ′n−1⟩. (C.1)

不难证明 (参见文献 [58]), 按上述递归方式给出的 Wick 积是良定的. 作为例子, 容易计算前两项

Wick 积是

⟨X⟩ = X − EX, ⟨X,Y ⟩ = XY −XEY − Y EX + 2EXEY − E(XY ). (C.2)

并且,

Vn → V, (X1, . . . , Xn) 7→ ⟨X1, . . . , Xn⟩

是 n 元对称多线性泛函.

引理 C.1 [58] 关于 Wick 积的以下性质成立:

(1) 对于任意 α, β ∈ R, 有 ⟨αX1 + βX̃1, X2, . . . , Xn⟩ = α⟨X1, X2, . . . , Xn⟩+ β⟨X̃1, X2, . . . , Xn⟩;
(2) 对于 i < j, 有 ⟨X1, . . . Xi, . . . , Xj , . . . Xn⟩ = ⟨X1, . . . Xj , . . . , Xi, . . . Xn⟩.
需要注意的是, 对于 Wick 积, 结合律通常是不成立的. 也就是说, 一般地, 若 X,Y, Z ∈ V, 则

⟨X,Y, Z⟩ ̸= ⟨⟨X,Y ⟩, Z⟩.

但在附录 C.3 中我们将发现, 如果限定在零均值的 Gauss 型随机变量上, 那么利用 Wick 积可以诱导

出一种真正的乘法运算, 它的基础在于对独立随机变量的如下观察. 由 (C.2) 不难知道, 若 X 和 Y 独

立, 那么 ⟨X,Y ⟩ = ⟨X⟩⟨Y ⟩. 更一般地, 如下命题成立.

引理 C.2 [58] 如果 X1, . . . , Xk ∈ V 两两独立, 那么, 对任意 n1, . . . , nk ∈ N, 有

⟨X ′n1
1 , X ′n2

2 , . . . , X ′nk

k ⟩ = ⟨X ′n1
1 ⟩⟨X ′n2

2 ⟩ · · · ⟨X ′nk

k ⟩.

附录 C.2 Gauss 型随机变量的 Wick 积

常用的是 Gauss型随机变量之间的Wick积.同时,为了简便起见,以下仅考虑均值为 0的随机变

量. 记 V0
G 是均值为 0 的 Gauss 随机变量全体. 显然, V0

G ⊂ V.
对于满足标准正态分布的随机变量 X 和 Y , 由 (C.1) 和 (C.2), 我们不难证明

⟨X⟩ = X, ⟨X,Y ⟩ = XY − E(XY ),

⟨X ′n⟩ = Hn(X),
(C.3)
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其中, Hn(ξ) = (−1)neξ
2/2 dn

dξn e
−ξ2/2 是 Hermite 多项式. 特别地, 沿用前述符号, 记 {η(t, x) : t > 0, x

∈ Rd} 是时空白噪声 (D = 1). 对于满足 ∥f∥L2([0,∞)×Rd) = 1 的 f ∈ S,

Xf := η(f) =

∫
f(t, x)η(t, x)dtdx

符合标准正态分布, 即 Xf ∼ N(0, 1). 利用 (C.3) 和 Wiener-Itô 公式 (参见文献 [59]), 我们可以得到

Xf 的 n 次 Wick 幂的如下表示:

⟨X ′n
f ⟩ = Hn(Xf )

= n!

∫
Λn

∫
(Rd)n

f(t1, y1) · · · f(tn, yn)η(t1, y1) · · · η(tn, yn)dy1 · · · dyndt1 · · · dtn,

其中, Λn := {(t1, . . . , tn) : 0 < t1 < t2 < · · · < tn}. 注意, 根据第 3.1 小节, 上式中的 η(ti, yi)dti 可以理

解为 dWti(yi) (W 是柱 Wiener 过程). 由于 Wick 积满足多线性, 不难验证, 对于任意 f ∈ S (未必满

足 ∥f∥L2([0,∞)×Rd) = 1) 仍然具有上述表示 (注意, ⟨X ′n
f ⟩ = Hn(Xf ) 不再成立了). 也就是说, 我们可以

得到如下命题.

命题 C.1 [59] 对于任意 f ∈ S, Xf := η(f) 的 n 次 Wick 积满足如下表示:

⟨X ′n
f ⟩ = n!

∫
Λn

∫
(Rd)n

f(t1, y1) · · · f(tn, yn)η(t1, y1) · · · η(tn, yn)dy1 · · · dyndt1 · · · dtn,

其中, Λn := {(t1, . . . , tn) : 0 < t1 < t2 < · · · < tn}.
注 C.2 需要指出的是,

η⊗n(t,y) := η(t1, y1) · · · η(tn, yn)

是作用在

S × · · · × S︸ ︷︷ ︸
n

上的广义函数, 但利用 Itô 等距的思想, 很容易将 η⊗n 的作用函数空间推广到 L2(Λn × (Rd)n).

下面来考虑 η(t, x)与 η(t′, x′)的Wick积.由于时空白噪声 η 在第 3.1小节被解释为广义函数,因

而有关 η 的运算需要作用到合适的测试函数之后才是可理解的 (例如, Eη(t, x) = 0需要理解为对任意

f ∈ S, 有 E(η(f)) = 0). 于是, Wick 积 ⟨η(t, x), η(t′, x′)⟩ 需要将两个 η 分别作用到某个测试函数后才

能定义. 也就是说, ⟨η⊗2⟩ := ⟨η(t, x), η(t′, x′)⟩ ∈ (S ⊗ S)′, 并且对 f ⊗ g ∈ S ⊗ S, 有

⟨η⊗2⟩(f ⊗ g) := ⟨Xf , Xg⟩, (C.4)

其中, Xf = η(f), Xg = η(g). 当然可以直接计算 ⟨Xf , Xg⟩,但将 f ⊗g 对称化之后,我们可以给出 (C.4)

更简洁的表达式. 具体来说, 令 S(f ⊗ g) := (f ⊗ g + g ⊗ f)/2, 那么由命题 C.1 可以得到

⟨η⊗2⟩(S(f ⊗ g)) = 2

∫
Λ2

∫
(Rd)2

S(f ⊗ g)(t,y)η⊗2(t,y)dydt.

类似地,利用 Itô等距的思想,可以将 (C.4)中的测试函数类 S ⊗S 推广到 L2(Λ2 × (Rd)2). 一般地,利

用 Wiener-Itô 公式和 Itô 等距, 我们可以得到时空白噪声的 n 次 Wick 积的如下描述.

命题 C.2 对 n > 1,记 ⟨η⊗n⟩是 η 的 n次Wick幂,则对于 L2(Λn × (Rd)n)中的对称函数 φ,有

⟨η⊗n⟩(φ) = n!

∫
Λn

∫
(Rd)n

φ(t,y)η⊗n(t,y)dydt.
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最后, 我们来计算 CDRP 的配分函数 (4.18). 注意 Wick 指数函数按照通常意义定义, 即

⟨exp⟩{X} :=
∑
n>0

⟨X ′n⟩
n!

.

记 pn(s,y) := ps1,...,sn(y1, . . . , yn) 表示 Brown 桥的 n 步转移概率密度函数, 即

Pbb(ωbb(s1) ∈ dy1, . . . , ωbb(sn) ∈ dyn) = ps1,...,sn(y1, . . . , yn)dy1 · · · dyn.

不难验证, pn ∈ L2(Λn(t)× Rn) 是对称函数, 并且
∑∞

n=0 ∥pn∥2L2(Λn×Rn) < ∞. 于是,

Z(t, x) = Ebb

(
⟨exp⟩

{
−
∫ t

0

η(s, bs(ωbb))ds

})
=

∞∑
n=0

(−1)n

n!
Ebb

(⟨{∫ t

0

η(s, bs(ωbb))ds

}′n⟩)

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!

∫
Rn

⟨∫ t

0

η(s1, y1)ds1, . . . ,

∫ t

0

η(sn, yn)dsn

⟩
pn(s,y)dy

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!
⟨η⊗n⟩(pn)

=
∞∑

n=0

∫
Λn(t)

∫
Rn

(−1)npn(s,y)η
⊗n(s,y)dyds.

这实际上就是 Z(t, x) 在 L2(Ω,P) 中的 Wiener-Chaos 展开 (Ω 是定义时空白噪声 η 的概率空间).

附录 C.3 白噪声分析

在白噪声分析中, 我们将概率空间 (Ω,F ,P) 取作某个抽象 Wiener 空间 (B,H, µ). 特别地, 文

献 [32] 在白噪声框架下选取 B = S ′(Rd), H = L2(Rd), B′ = S(Rd), 而文献 [31] 在时空白噪声的框架

下选取 B = S ′([0,∞)×Rd), H = L2([0,∞)×Rd), B′ = S([0,∞)×Rd). 这里为了简便起见, 我们不详

细说明抽象 Wiener 空间的具体形式, 但取定

{φn : n > 1} ⊂ B′ ι
↪→ H

使得 {ι(φn) : n > 1} 是 H 中的一族标准正交基. 特别地, {φn : n > 1} 是 (B,µ) 上相互独立的标准

Gauss 型随机变量族. 定义指标集

J := {α = (αn)n>1 : αn ∈ N, 最多有限个 αn ̸= 0}.

根据引理 C.2, 对于 α ∈ J , 有

⟨φ′α⟩ := ⟨φ′α1
1 , φ′α2

2 , . . .⟩ = ⟨φ′α1
1 ⟩⟨φ′α2

2 ⟩ · · · =
∏
n>1

Hαn(φn). (C.5)

令 Hα(ω) := ⟨φ′α⟩(ω) =
∏

n>1 Hαn
(φn(ω)), ω ∈ B. 进而, {

√
α!

−1
Hα : α ∈ J} 构成了 L2(B,µ) 的一组

标准正交基.
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我们的讨论将在 Kondratiev 分布空间 (S−1) 上进行展开, 它包含 L2(B,µ), 其中的分布函数可以

写作 {
√
α!

−1
Hα : α ∈ J} 的线性组合:

L2(B,µ) ⊂ (S−1) ⊂
{∑

α∈J

aαHα : aα ∈ R
}
.

(S−1) 的具体形式参见文献 [31, 32], 引入它的意义在于 Kondratiev 分布空间关于下面要定义的 (由

Wick 积诱导的) 乘法是封闭的, 而且时空白噪声 η(t, x) ∈ (S−1).

注 C.3 在考察时空白噪声 η(t, x) 时, 概率空间是定义时空白噪声的概率空间, 故而 (B,H, µ)

的选取与文献 [31] 一致. 此时, 记 fn := ι(φn), n > 1. 它们构成了 L2([0,∞)×Rd) 的一组标准正交基.

反过来,

φn = η(fn) = Xfn .

于是, η 可以写作 (参见文献 [31])

η(t, x) =
∑
n>1

fn(t, x)φn =
∑
n>1

fn(t, x)Hen ∈ (S−1), (C.6)

其中, en = (0, . . . , 1, 0, . . .). 显然, 由于∥∥∥∥∑
n>1

fn(t, x)Hen

∥∥∥∥2
L2(B,µ)

=
∑
n>1

fn(t, x)
2,

而后者并不收敛, 故 η(t, x) /∈ L2(B,µ).

在 (S−1) 上, 我们可以按照如下方式定义一种乘法 “⋄”, 它实际上是由 Wick 积 ⟨·⟩ 诱导的, 在有

些文献中 (如文献 [31, 32] 等) 也直接称 “⋄” 为 Wick 积或 Wick 乘法.

定义 C.2 映射

⋄ : (S−1)× (S−1) → (S−1),(∑
α∈J

aαHα,
∑
β∈J

bβHβ

)
7→

(∑
α∈J

aαHα

)
⋄
(∑

β∈J

bβHβ

)
=:

∑
α,β∈J

aαbβHα+β

定义了 (S−1) 上的一种乘法. 在不引起混淆时, 我们也称运算 ⋄ 为 Wick 积或 Wick 乘法.

根据文献 [32, 引理 1.4], (S−1) 关于上述运算 ⋄ 封闭, 换句话讲, 上述定义是良定的. 另外, 下面

的性质显然成立.

引理 C.3 [32] 对于 F1,F2,F3 ∈ (S−1), c ∈ R, 下述性质成立:

F1 ⋄ F2 = F2 ⋄ F1, (cF1) ⋄ F2 = c(F1 ⋄ F2),

(F1 + F2) ⋄ F3 = F1 ⋄ F3 + F2 ⋄ F3,

(F1 ⋄ F2) ⋄ F3 = F1 ⋄ (F2 ⋄ F3).

不难看出, 定义 C.2 最本质的设定在于

Hα ⋄Hβ := Hα+β .

根据 (C.5), 它可以写作

⟨φ′α⟩ ⋄ ⟨φ′β⟩ = ⟨φ′α+β⟩.
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特别地 (注意 φ1 = ⟨φ1⟩),

⟨φ′k
1 ⟩ ⋄ ⟨φ′m

1 ⟩ = ⟨φ′(k+m)
1 ⟩ = φ1 ⋄ · · · ⋄ φ1︸ ︷︷ ︸

k+m个

=: φ
⋄(k+m)
1 .

另一方面, 对于任意 f ∈ S, 有

Xf = η(f) = η

(∑
n>1

(fn, f)L2 · fn
)

=
∑
n>1

(fn, f)L2 ·Xfn =
∑
n>1

(fn, f)L2 · φn.

进而, 对 g1, . . . , gm ∈ S, 有

⟨Xg1 , . . . , Xgm⟩ =
⟨∑

n>1

(fn, g1)L2 · φn, . . . ,
∑
n>1

(fn, gm)L2 · φn

⟩

=

(∑
n>1

(fn, g1)L2 · φn

)
⋄ · · · ⋄

(∑
n>1

(fn, gm)L2 · φn

)
= Xg1 ⋄ · · · ⋄Xgm .

这说明, (S−1)上的Wick乘法运算 ⋄与附录 C.2中的Wick积在某种意义上是一致的. 这同时意味着

对于任意 g1, . . . , gm ∈ S, 有

⟨η⊗m⟩(g1 ⊗ · · · ⊗ gm) = (η(t1, x1) ⋄ · · · ⋄ η(tm, xm))(g1 ⊗ · · · ⊗ gm). (C.7)

也就是说, 附录 C.2 中定义的时空白噪声间的 Wick 积与用 ⋄ 运算定义的时空白噪声之间的乘积在广
义函数意义下是一致的.

注 C.4 取上述的 f1 及 φ1 = Xf1 . 注意,

⟨Xf1 , Xf1⟩ = Xf1 ⋄Xf1 = H2(Xf1),

但

⟨H2(Xf1), Xf1⟩ ̸= ⟨Xf1 , Xf1 , Xf1⟩ = Xf1 ⋄Xf1 ⋄Xf1 = H2(Xf1) ⋄Xf1 .

这说明, 并非所有随机变量之间的 Wick 积都与 ⋄ 运算一致.
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