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摘要 本文旨在总结分解法在声波反散射问题中的最新进展,其中包括经典的分解法如何应用于可穿

透散射体和具有广义阻尼边界条件的复杂散射体情形, 以及分解法在处理混合型散射体、近场数据反

演和避免内部特征值等情形的修正方法.
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1 引言

声波反散射问题指的是利用测量数据反演散射体的位置和形状等信息.这个问题在雷达和声呐探

测、无损探伤、地球物理堪探以及医学成像等众多科学工程领域起着至关重要的作用. 然而, 声波反

散射问题是一个典型的非线性不适定问题, 因此为其数值求解带来很多困难. 为了解决这个非线性问

题, 一个经典的方法便是 (Newton 型) 迭代法. 由于其快速的收敛性, 该方法目前仍然是一种行之有

效的数值算法. 但是, 迭代法的使用有很多制约因素, 如只有局部收敛性和对散射体物理性质 (联通

分支数和边界条件等) 的先验依赖性. 更重要的是, 由于在每一次迭代过程中, 一般需要求解正问题,

因此, 迭代法一般都比较耗时. 为了避免不停地求解正问题, 数学家们提出了很多非迭代方法, 其中具

有代表性的有两类: 分裂法 (decomposition methods) 和采样法 (sampling methods). 分裂法的代表有

Kirsch和 Kress的分裂法 [1]、Colton和 Monk的对偶空间法 (dual space methods) [1] 和 Potthast的点

源法 (point source method) [2], 其主要思想是将原问题拆分为两步, 即首先利用测量数据构造散射场,

然后根据边界条件, 利用入射场和已构造的散射场寻找边界. 其中第一步是线性不适定的, 第二步是

非线性适定的, 因此将原问题的两大难点 (非线性性和不适定性) 分裂开来. 值得注意的是, 分裂法在

第二步中需要散射体的物理性质, 而这些信息往往在实际问题中是不可获知或很难给定的. 这一缺陷

在采样法中得到了解决. 采样法的代表有 Ikehata 的探针法 (probe method) [3–5]、Potthast 的奇异源

方法 (singular sources method) [2]、Colton 和 Kirsch 的线性采样方法 (linear sampling method) [6] 以

及 Kirsch 的分解法 (factorization method) [7, 8], 其基本想法是, 构造一个与测量数据相关的评价准则
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来决定任一给定的点或线是否在未知散射体内, 因此不需要先验知道散射体的物理性质. 关于这些方

法的具体内容和详细的比较可参见 Colton 和 Kress 的专著 [1], 或者一些综述性文献 [9–14].

分解法不仅在数值实现上具备了线性采样法的简单、快速、有效等特点, 而且在理论上同探针法

一样给出了可作为充要条件的评价准则,因此吸引了很多数学家的研究.目前,分解法已经推广应用到

电磁波反散射、弹性波反散射和电阻抗断层成像 (electrical impedance tomography) 等很多重要的反

问题中. 关于分解法的原始想法与直到 2008 年的研究状况, 我们推荐 Kirsch 和 Grinberg 在 2008 年

的专著 [8]. 读者也可在综述性文献 [14, 15] 中分别了解直到 2011 年的关于分解法的研究状况和分解

法在阻抗断层成像 (electric impedance tomography) 问题中的最新进展. 本文旨在总结分解法在声波

反散射问题中的最新进展.

我们感兴趣的两类入射场 ui 为平面波

ui(x) = ui(x, d) := eikx·d, x ∈ Rn, d ∈ Sn−1 := {x ∈ Rn | |x| = 1}

和点源

ui(x) = Φ(x, y) :=


i

4
H1

0 (k|x− y|), x, y ∈ R2, x ̸= y,

eik|x−y|

4π|x− y|
, x, y ∈ R3, x ̸= y,

其中 k = ω/c 为波数, ω 表示入射频率, c 表示声波在背景介质中的速度, d ∈ Sn−1 表示平面波的入射

方向, y 表示点源的源点, H1
0 是零阶的第一类 Hankel函数. 记 D 为某个散射体, us 为入射场 ui 被 D

散射而得到的散射场, 不妨假设背景介质是均匀的, 即波速 c 为常数, 那么, 散射场 us 在散射体外满

足 Helmholtz 方程

∆us + k2us = 0, 在 Rn\D 内. (1.1)

为了获取满足物理意义的散射场, 我们一般假定散射场 us 在无穷远处满足 Sommerfeld 辐射条件

lim
r→∞

r
n−1
2

(
∂us

∂r
− ikus

)
= 0, r = |x|, (1.2)

这里, 极限对于所有方向 x̂ = x/|x| ∈ Sn−1 一致成立,

γn =


1

4π
, n = 3,

exp(iπ4 )√
8kπ

, n = 2.
(1.3)

根据上述散射条件, 我们可以推出散射场 us 有如下形式的渐近表示:

us(x) = γn
eikr

r
n−1
2

{
u∞(x̂) +O

(
1

r

)}
, r = |x| → ∞, (1.4)

其中定义在单位球面 Sn−1 上的函数 u∞(x̂) 称为散射场 us 的远场模式 (far-field pattern), x̂ ∈ Sn−1

表示观察方向.

一般来讲, 对于平面波入射的情形, 我们把远场模式作为测量数据, 而对于点源入射的情形, 我们

更多考虑近场作为测量数据. 记 M 为由测量数据定义的积分算子, 那么, 分解法这一名称便来源于如

下形式的算子分解:

M = GTG∗, (1.5)
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其中两个算子 G 和 T 在不同的问题中有不同的定义, 这里 G∗ 表示 G 的伴随算子. 对任意算子

O : U → U (U 是一个 Hilbert 空间), 定义

Re(O) :=
O +O∗

2
, Im(O) :=

O −O∗

2i
.

记 ϕz 为由采样点 z 和背景介质定义的试验函数. 分解法的第一个重要结果在于

ϕz ∈ R(G) ⇔ z ∈ D.

也就是说,散射体的位置和形状可由算子 G的值域来刻画. 然而,算子 G的定义往往与散射体的位置

和形状有关, 因此, 算子 G 实际上也是未知的. 分解法的第二个重要结果在于借助于给定算子 M 来

刻画算子 G 的值域. 下面的值域恒等 (rang identity) 定理 (参见文献 [8, 定理 2.15]) 在这个结果中起

着极其重要的作用.

定理 1.1 (值域恒等定理) 记 U 是一个 Hilbert空间, X 是一个自反的 Banach空间,假设 X ⊂ U

⊂ X∗ 并且这些嵌入是稠密的. 记 Y 是另外一个 Hilbert 空间. 如果 M : Y → Y, G : X → Y 和

T : X∗ → X 是使得分解式 (1.5) 成立的线性有界算子且下列假设成立,

(1) G 是紧算子并且其值域在 Y 中稠密;

(2) 存在 t ∈ [0, 2π] 使得 Re[eitT ] := [eitT + (eitT )∗]/2 满足 Re[eitT ] = C +K, 这里 K 是某个紧算

子, C : X∗ → X 是自伴随的强制算子, 即存在常数 c > 0 使得对一切 ϕ ∈ X∗,

⟨ϕ,Cϕ⟩ > c∥ϕ∥2;

(3) Im(T ) := (T − T ∗)/(2i) 在 R(G∗) ⊂ X∗ 上非负, 即对一切 ϕ ∈ R(G∗), 我们有 Im⟨ϕ, Tϕ⟩ > 0;

(4) Re[eitT ] 是单射或者 Im(T ) 在值域 R(G∗) 的闭包 R(G∗) 上是正的,

那么,

R(G) = R(M
1/2
♯ ),

其中算子 M♯ := |Re[eitM ]|+ Im(M).

本文的安排如下: 第 2 至 4 节, 根据散射体 D 的不同, 分别给出分解法在可穿透散射体、广义阻

尼边界条件和混合型散射体中的应用. 第 5节考虑利用近场测量数据的分解法. 第 6节探讨一种避免

特征值的分解法. 对于所有的模型, 我们只给出 (经过修正的) 测量算子的分解, 对于各个算子的性质

不再证明, 读者可参考相关的文献. 最后, 第 7 节总结本文内容并讨论未来可能的工作.

2 可穿透散射体

经典的声波反散射问题有两类, 一类是不可穿透散射体的反散射, 另一类是可穿透散射体的反散

射. 对于第一类模型, 根据散射体的物理性质, 有三种基本边界条件: Dirichlet 条件、Neumann 条件和

阻尼 (impedance) 条件. 早在 1998 年, Kirsch [7] 就 Dirichlet 边界条件和 Neumann 边界条件对应的反

散射模型进行了研究并首次提出了分解法. 2002 年, Grinberg 和 Kirsch [16] 给出了分解法对阻尼边界

条件的理论证明和数值模拟. 读者也可在文献 [17] 中找到分解法对于阻尼边界条件的部分新证明. 本

节考虑可穿透散射体的反散射.
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2.1 数学模型

记 ui = eikx·d为入射平面波.假设散射体 D内部是可穿透的非均匀介质,具有 C2光滑的边界 ∂D,

那么, 在散射体 D 的外部 Rn\D, 散射场 us := u − ui 满足 (1.1) 和 (1.2), 其中 u 是总场; 同时, 在散

射体 D 内部, 透射场 u 满足

∆u+ k2nu = 0, 在 D 内, (2.1)

其中 n 表示 D 中介质对声波的折射指数 (refractive index). 此外, 在散射体的边界 ∂D 上, 如下传输

边界条件 (transmission condition) 成立,

u+ − u− = 0,
∂u+
∂ν

− λ
∂u−
∂ν

= 0, 在 ∂D 上, (2.2)

其中 ν 是边界 ∂D 的单位外法向量, λ 是与背景介质和 D 中介质相关的系数, u± 和 ∂u±/∂ν 分别表

示 u 和 ∂u/∂ν 从散射体外部 (+) 和内部 (−) 的极限. 这里, 正问题指的是给定 D, 求解散射场 us,

而反问题指的是利用远场模式 u∞ 重构散射体 D. 利用测量数据 u∞, 我们可以定义远场算子 M :

L2(Sn−1) → L2(Sn−1),

(Mg)(x̂) :=

∫
Sn−1

u∞(x̂, d)g(d) ds(d), x̂ ∈ Sn−1. (2.3)

2.2 分解法的应用

对于 λ = 1 的情形, Kirsch [18,19] 讨论了分解法的应用. 然而, Kirsch 的证明对于反射指数有如下

两个先验要求:

(1) |n− 1| 局部有下界;

(2) 存在 t ∈ [0, π] 和常数 c0 > 0 使得 Re[eitn− 1] > c0|n− 1|.
如何去掉这两个前提假设, 目前还是个开问题. 对于 λ ̸= 1 的情形, 直到最近, 才由文献 [20–22] 等解

决. 事实上, 三篇文献均讨论了比上小节给出模型更为复杂的情形. 其中, 文献 [20] 考虑了 D 中介

质为各向异性的情形; 文献 [21] 研究了更为一般的传导 (conductive) 边界条件的情形; 而文献 [22] 分

析了 D 中包含未知散射体的情形. 三篇文献的主要思想是相同的, 为方便我们的叙述, 这里只考虑上

小节给出的模型. 定义 w := (u |D, us |Rn\D), 则函数 w 是下列传输边值问题 (TBP) 在 f1 = ui 和

f2 = ∂ui/∂ν 的一个解.

传输边值问题 (TBP) 给定 f1 ∈ H1/2(∂D) 和 f2 ∈ H−1/2(∂D), 求解 w |D ∈ H1(D), w |Rn\D

∈ H1
loc (Rn\D) 使得 w |Rn\D 满足 (1.1) 和 (1.2), 而且 w |D 满足

∆w + k2nw = 0, 在 D 内, (2.4)

w+ − w− = −f1,
∂w+

∂ν
− λ

∂w−

∂ν
= −f2, 在 ∂D 上. (2.5)

假设 2.1 波数 k 满足如下条件:

(1) k2 不是下列 Dirichlet 边值问题的特征值,

∆u+ k2nu = 0, 在 D 内, (2.6)

u = f, 在 ∂D 上. (2.7)
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因此, 我们可以通过 Λf = λ∂u
∂ν |∂D 定义内部 DtN 算子 Λ : H1/2(∂D) → H−1/2(∂D).

(2) k2 不是下列 Neumann 边值问题的特征值,

∆u+ k2nu = 0 在 D 内, (2.8)

λ
∂u

∂ν
= g 在 ∂D 上. (2.9)

因此, 我们可以通过 Λ−1g = λ∂u
∂ν |∂D 定义内部 NtD 算子 Λ−1 : H−1/2(∂D) → H1/2(∂D).

(3) k2 不是下列内部传输问题 (interior transmission problem) 的特征值,

∆u+ k2nu = 0, ∆v + k2v = 0, 在 D 内, (2.10)

u = v, λ
∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
, 在 ∂D 上. (2.11)

在上述条件下,我们可以得到远场算子M 如 (1.5)形式的分解,即M = GTG∗,其中 G : H1/2(∂D)

×H−1/2(∂D) → L2(Sn−1) 定义为

G

 f1

f2

 = w∞,

这里 w∞ 是传输边值问题 (TBP) 对应的散射问题的解 w 的远场模式. 中间算子 T : H−1/2(∂D)

×H1/2(∂D) → H1/2(∂D)×H−1/2(∂D) 定义为

T :=

 −S −K − 1
2I

−K ′ + 1
2I −N

∗

,

其中对一切 φ ∈ H−1/2(∂D), ψ ∈ H1/2(∂D), 四个边界积分算子 S : H−1/2(∂D) → H1/2(∂D), K :

H1/2(∂D) → H1/2(∂D), K ′ : H−1/2(∂D) → H−1/2(∂D) 和 N : H1/2(∂D) → H−1/2(∂D) 分别定义为

(Sφ)(x) :=

∫
∂D

φ(y)Φ(x, y) ds(y), x ∈ ∂D, (2.12)

(Kψ)(x) :=

∫
∂D

ψ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ ∂D, (2.13)

(K ′φ)(x) :=

∫
∂D

ψ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ ∂D, (2.14)

(Nψ)(x) :=
∂

∂ν(x)

∫
∂D

ψ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ ∂D. (2.15)

众所周知 (参见文献 [8]), 算子 S 是正强制的, 而算子 N 是负强制的. 结合算子 T 的结构, 我们发现

这将为后续分析带来极大的困难.与不可穿透散射体的反散射问题不同的是, 这里对应的算子 G不是

单射. 事实上, 可以证明算子 G 的核空间 (kernel space) N (G) 可通过内部 DtN 算子 Λ 来刻画, 即

N (G) =


 f

Λf

 : f ∈ H1/2(∂D)

 .

基于这个结果, 我们可以得到远场算子 M 的一个新分解

M = G1T1G
∗
1, (2.16)
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其中算子 G1 : H−1/2(∂D) → L2(Sn−1) 定义为

G1 =
1

2
G

 Λ−1

−I

 ,

中间算子 T1 : H1/2(∂D) → H−1/2(∂D) 定义为

T1 = −ΛS∗Λ∗ +K∗Λ∗ +
Λ∗

2
+ Λ(K ′)∗ −N∗ − Λ

2
.

基于对新分解 (2.16) 中各个算子性质的研究, 借助值域恒等定理, 我们可以证明如下主要结果 (参见

文献 [22]).

定理 2.1 对任意 z ∈ Rn, 定义 ϕz ∈ L2(Sn−1) 为

ϕz(x̂) := e−ikx̂·z, x̂ ∈ Sn−1. (2.17)

如果 λ ̸= 1 且 k2 满足假设 2.1, 则

z ∈ D ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
♯ ) ⇔

∞∑
j=1

|⟨ϕz, ψj⟩L2(Sn−1)|2

λj
<∞ ⇔W (z) :=

[ ∞∑
j=1

|⟨ϕz, ψj⟩L2(Sn−1)|2

λj

]−1

> 0,

其中 M♯ = |Re(M)|+ |Im(M)|, (λj , ψj) 是其特征系统.

值得注意的是, 当 λ ̸= 1 时, 这里采用的方法并不需要对 n 的先验要求, 但是对于波数 k 提出了

更高的要求. 尽管内部特征值是离散的, 但是, 内部特征值的存在对于分解法的反演效果是有影响的.

我们将在第 6 节中探讨避免特征值的一种技术.

3 广义阻尼边界条件

为了避免被敌方雷达探测到, 作战飞机的表面常常覆盖某种薄薄一层特殊材料. 在数学上, 我们

一般采取阻尼边界来刻画这种模型. 为了更精确地刻画这种模型, 近年来, 数学家们开始研究一种广

义的阻尼边界条件 (参见文献 [23–25]).

3.1 数学模型

假设有界区域 D 是一个 C2 光滑的不可穿透散射体, 在其边界 ∂D 上满足广义阻尼边界条件. 假

设入射场为平面波 ui(x) = eikx·d, 那么, 散射场 us 满足 (1.1) 和 (1.2) 以及广义阻尼边界条件

∂us

∂ν
+Div (µGradus) + λus = f, 在 ∂D 上, (3.1)

其中 h = −∂ui/∂ν − Div (µGradui) − λui, Div 和 Grad 分别表示曲面散度和曲面梯度 (具体定义参

见文献 [1, 第 6 章]), µ ∈ C1(∂D) 和 λ ∈ C(∂D) 是分别满足 Im(µ) 6 0 和 Im(λ) > 0 的复值函数, 称

为阻尼函数. 特别地, 当 µ = 0 时, 广义阻尼边界条件 (3.1) 退化为经典的阻尼边界条件.

当 f ∈ H−1(∂D) 时, 文献 [26] 利用变分法建立了散射问题 (1.1) 和 (1.2) 以及 (3.1) 的适定性, 而

文献 [27] 证明了散射体 D、阻尼函数 µ 和 λ 可以被对应所有平面波入射方向和观测方向的远场模式

唯一确定; 同时, 文献 [27] 还提出了利用远场数据来数值重构散射体 D、阻尼函数 µ 和 λ 的 Newton

迭代方法.
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为了建立重构散射体 D 的分解法, 我们需要在 f ∈ H−3/2(∂D) 时建立散射问题 (1.1) 和 (1.2) 以

及 (3.1) 的适定性. 然而, 对于这种情形, 文献 [27] 中的变分法不再适用, 文献 [28] 提出了建立散射问

题 (1.1) 和 (1.2) 以及 (3.1) 的适定性的边界积分方程法, 其中, 为了建立边界积分方程在所有波数情

形的唯一可解性, 文献 [28] 借助了修改 Green 函数技术 [29, 30].

3.2 分解法的应用

建立了散射问题 (1.1) 和 (1.2) 以及 (3.1) 在 f ∈ H−3/2(∂D) 时的适定性后, 我们可以定义算子

G : H−3/2(∂D) → L2(Sn−1) 为 Gf = u∞, 其中 u∞ 表示散射问题 (1.1) 和 (1.2) 以及 (3.1) 的解对应

的远场模式. 定义算子 T : H3/2(∂D) → H−3/2(∂D) 为 Tf := S1f +K1f +K ′
1f +N1f , 其中辅助算子

S1,K1,K
′
1, N1 : H3/2(∂D) → H−3/2(∂D) 分别定义为

S1f := Div (µGrad )SDiv (µGrad ) + λSDiv (µGrad ) + Div (µGrad )Sλ+ λSλ,

K1f := λK +Div (µGrad )K,

K ′
1f := K ′λ+K ′Div (µGrad ),

N1f := N + iIm(λ) + iDiv [Im(µ)Grad ],

这里算子 S,K,K ′ 和 N 由 (2.12)–(2.15) 给出. 我们可以证明远场算子 M : L2(Sn−1) → L2(Sn−1) 有

如下分解 (参见文献 [28]):

M = − 1

γn
GT ∗G∗,

其中 γn 是依赖于维数的常系数, 见 (1.3).

定理 3.1 [28] 假设 k2 不是 −∆ 在 D 中关于广义阻尼边界条件的特征值, minx∈∂D |µ(x)| > 0.

对一切 z ∈ Rn, 定义 ϕz ∈ L2(Sn−1) 如下:

ϕz(x̂) := γne
−ikx̂·z, x̂ ∈ Sn−1,

那么,

z ∈ D ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
♯ ) ⇔W (z) :=

[ ∞∑
j=1

|⟨ϕz, ψj⟩L2(Sn−1)|2

λj

]−1

> 0,

其中 M♯ = |Re(M)|+ |Im(M)|, (λj , ψj) 是其特征系统.

在二维情形 (n = 2), 定理 3.1 的证明及其数值算例可参见文献 [28]; 三维 (n = 3) 情形的证明

类似.

4 混合型散射体

正如第 2 节指出, 经典的反散射问题考虑两种基本的散射体: 一类是不可穿透散射体 Dimp; 另一

类是可穿透散射体 Dp. 然而, 在实际应用中, 这两类散射体可能同时存在. 本节考虑两种混合型散射

体:一种是不可穿透散射体紧嵌入到某种可穿透散射体中,即 Dimp ⊂ Dp;另一种是不可穿透散射体与

可穿透散射体彼此孤立而同时存在, 即 Dimp ∩Dp = ∅.
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4.1 Dimp ⊂ Dp

本小节考虑 Dimp ⊂ Dp, 即不可穿透散射体 Dimp 紧嵌入到某种可穿透散射体 Dp 中的情形.

4.1.1 数学模型

为简便起见, 我们假定不可穿透散射体 Dimp 是声软 (sound-soft) 的, 即总场 u 在边界 ∂Dimp 上

满足 Dirichlet 边界条件. 记 ui = eikx·d 为入射平面波, 那么, 除了散射场 us 在 Rn\Dp 上满足 (1.1)

和 (1.2), 总场 u = ui + us 还需要满足

∆u+ k2Dp
u = 0, 在 Dp\Dimp 内, (4.1)

u+ − u− = 0,
∂u+
∂ν

− λ
∂u−
∂ν

= 0, 在 ∂Dp 上, (4.2)

u = 0, 在 ∂Dimp 上, (4.3)

其中 kDp ̸= k 是声波在 Dp 中不同于背景介质中的波数. 关于混合型边值问题 (1.1) 和 (1.2) 以及

(4.1)–(4.3) 的适定性可参见文献 [31,32]. 我们所关心的反问题是利用远场模式 u∞ 重构混合型散射体

的边界 ∂Dp 和 ∂Dimp.

4.1.2 分解法的应用

对于分解法重构 ∂Dp 的理论分析和数值结果, 读者可参见文献 [22]. 其基本思想已在第 2 节中

指出, 这里不再赘述. 我们假定 ∂Dp 已得到重构, 下面着重介绍如何利用分解法反演里层不可穿透

散射体 ∂Dimp. 记 u0 和 u∞0 分别表示 Dimp = ∅ 时散射问题的全场和远场模式. 相应地, 令 M0 :

L2(Sn−1) → L2(Sn−1) 表示由 u∞0 定义的远场算子, 即

(M0g)(x̂) :=

∫
Sn−1

u∞0 (x̂, d)g(d) ds(d), x̂ ∈ Sn−1. (4.4)

定义散射算子 S0 : L2(Sn−1) → L2(Sn−1) 为

S0 = I + 2ik|γn|2M0, (4.5)

其中 I 表示恒等算子. 假定 kDp 和 λ 均为实数, 则散射算子 S0 将外出波 (outgoing wave) 和进入波

(incoming wave) 联系起来, 即对一切 z ∈ Rn\Dimp, x̂ ∈ Sn−1, 我们有 (参见文献 [33])

u0(z,−x̂) = (S0u0(z, ·))(x̂). (4.6)

记 G0(x, z), x ∈ Rn 为 Dimp = ∅时的散射问题对应的 Green函数, G∞
0 (x̂, z)表示 G0(x, z)的远场

模式. 为重构嵌入在可穿透散射体 Dp 中的散射体 Dimp, 根据分解法的基本想法, 我们需要采取试验

函数 ϕz := G∞
0 (x̂, z). 虽然 Green 函数 G0(x, z) 的求解往往是非常困难的, 但是其远场模式 G∞

0 (x̂, z)

与平面波入射对应的全场 u0(z,−x̂) 有混合交互关系. 而 u0 和 u∞0 可同时求解, 所以, 我们只需采取

ϕz(x̂) := u0(z,−x̂).
混合交互关系 对一切 x̂ ∈ Sn−1, 我们有 (参见文献 [33])

G∞
0 (x̂, z) =

u0(z,−x̂), z ∈ Rn\Dp,

λu0(z,−x̂), z ∈ Dp.
(4.7)
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考虑如下边值问题: 给定 f ∈ H1/2(∂Dimp), 求解散射解 v ∈ H1(Dp\Dimp) ∩H1
loc(Rn\Dp) 使得

∆v + k2v = 0, 在 Rn\Dp 内, (4.8)

∆v + k2Dp
v = 0, 在 Dp\Dimp 内, (4.9)

v+ = v−,
∂v+
∂ν

− λ
∂v−
∂ν

= 0, 在 ∂Dp 上, (4.10)

v = f, 在 ∂Dimp 上, (4.11)

v 满足辐射条件 (1.2). (4.12)

显然, u− u0 是上述边值问题 (4.8)–(4.12) 在 f = −u0 时的一个解. 定义 G : H1/2(S1) → L2(Sn−1) 为

Gf = v∞, (4.13)

其中 v∞ 是散射解 v 的远场模式. 定义 T : H−1/2(∂Dimp) → H1/2(∂Dimp) 为

(Tφ)(x) =

∫
∂Dimp

G0(x, z)φ(z)ds(z), x ∈ ∂Dimp, (4.14)

则可以证明 (参见文献 [33])

λ(M0 −M)S∗
0 = GS∗

DG
∗. (4.15)

定理 4.1 [33] 假设 k2Dp
不是 −∆ 在 Dimp 中的 Dirichlet 特征值, kDp 和 λ 均为实数. 对一切

z ∈ Dp, 定义 ϕz ∈ L2(Sn−1) 为

ϕz(x̂) := u0(z,−x̂), x̂ ∈ Sn−1,

则

z ∈ Dimp ⇐⇒ ϕz ∈ R(M
1/2
♯ ),

其中 M♯ : L
2(Sn−1) → L2(Sn−1) 为 M♯ := |Re((M0 −M)S∗

0 )|+ |Im((M0 −M)S∗
0 )|.

4.2 Dimp ∩Dp = ∅

本小节探讨具有不同物理性质的多个散射体的联合散射体 D. 为简便起见, 假设 D = Dimp ∪Dp,

Dimp ∩Dp = ∅, 其中 Dimp 是不可穿透的散射体, Dp 表示可穿透的散射体. 在 ∂Dimp 上, 我们要求声

波满足 Dirichlet 边界条件, 而 Dp 内是某种非均匀介质.

4.2.1 数学模型

考虑如下边值问题: 给定 f1 ∈ H1/2(∂Dimp) 和 f2 ∈ L2(Dp), 求解散射场 v ∈ H1
loc(Rn\Dimp) 使得

∆v + k2(1 + q)v = −k2 q√
|q|
f2, 在 Rn\Dimp 内, (4.16)

v = −f1, 在 ∂Dimp 上, (4.17)

v 满足辐射条件 (1.2), (4.18)
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其中 q ∈ L∞(Rn\Dimp) 满足如下条件:

(1) Im(q) > 0 且在 Rn\D 中, q = 0;

(2) 存在 c0 ∈ (0, 1) 使得在 Dp 中, 1 + Re(q) > c0;

(3) |q| 局部有下界, 即对任意紧集 D0 ⊂ Dp, 存在依赖于 D0 的常数 c1 ∈ (0, 1− c0) 使得在 D0 中

|q| > c1.

我们研究的散射问题是上述模型的一个特殊情形, 即 f1 = ui, f2 =
√
|q|ui, 其中 ui 是平面入射

波. 边值问题 (4.16)–(4.18) 的适定性可参见文献 [34].

4.2.2 分解法的应用

定义 G : H
1
2 (∂Dimp)× L2(Dp) → L2(Sn−1) 为

G

 f1

f2

 = v∞,

其中 v∞ 为边值问题 (4.16)–(4.18) 的解 v 对应的远场模式. 对任意 (ϕ, ψ) ∈ H− 1
2 (∂Dimp) × L2(Dp),

定义

w(x) =

∫
∂Dimp

ϕ(y)Φ(x, y)ds(y) +

∫
Dp

ψ(y)Φ(x, y)
√
|q(y)|dy, x ∈ Rn.

设

f1 := −w |∂D1= −
∫
D2

ψ(y)Φ(x, y)
√
|q(y)|dy

∣∣∣∣
∂D1

− S1ϕ,

f2 := −
√

|q|w +
|q|
k2q

ψ.

定义 T : H− 1
2 (∂Dimp)× L2(Dp) → H

1
2 (∂Dimp)× L2(Dp) 为

T

 ϕ

ψ

 :=

 f1

f2

 ,

那么, (2.3) 中定义的远场算子有如下分解 (参见文献 [34, 35]):

M = GT ∗G∗. (4.19)

定理 4.2 [34,35] 假设 k2 不是 −∆在 Dimp 中的 Dirichlet特征值,存在 t ∈ (−π/2, π/2)和 c2 > 0

使得 q 满足

ℜ
(
eitq

|q|

)
6 −c2, a.e. 在 Dp 内. (4.20)

对任意 z ∈ Rn, 同 (3.2) 定义 ϕz ∈ L2(Sn−1), 则

z ∈ D ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
♯ ),

其中算子 M♯ : L
2(Sn−1) → L2(Sn−1) 为 M♯ := |ℜ(e−itM)|+ |ℑ(M)|.
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上述定理表明, 分解法的有效性需要条件 (4.20) 成立, 特别是需要给定参数 t. 然而在数值上, 只

需取 t = 0 即可, 但是理论证明尚未建立. 需要指出地是, 条件 (4.20) 在验证中间算子 T 的性质时也

起到了非常关键的作用. 如果 (4.20) 不成立, 我们也可以假定存在 t ∈ (π, 2π) 和 c > 0 使得

ℜ
(
eitq

|q|

)
> c, a.e. 在 Dp 内. (4.21)

值得注意的是, (4.21)对于满足 ℜ(q)不换号的 q 总是成立的. 实际上,因为 |Re(q)|+ Im(q) > |q|成立,

我们只需取 c =
√
2/2,

t =


7π

4
, 如果 ℜ(q) > 0,

5π

4
, 如果 ℜ(q) < 0

即可. 同时, 我们还需要对未知散射体的位置信息作一定假设, 即存在两个不相交的区域 Ω1 和 Ω2

使得

Dimp ⊂ Ω1, Dp ⊂ Ω2. (4.22)

适当选择 Ω2 使得 k2 不是 −∆ 在 Ω2 中的 Dirichlet 特征值. 对任意 ρ > 0, 引入两个新的算子 Mo

和 Mm 如下:

Mo =M − ρM2, Mm =M + ρM1, (4.23)

其中 M1 表示以

q1 =

i, 在 Ω1 内,

0, 在 Rn\Ω1 内
(4.24)

对应的可穿透散射体 Ω1 所得到的散射解的远场模式, 而 M2 表示声软障碍 Ω2 对应的散射解的远场

模式.

定理 4.3 假定 k2 不是 −∆在 D1 中的 Dirichlet特征值, q 满足 (4.21), Dimp 和 Dp 满足 (4.22).

对任意 z ∈ Rn, 同样利用 (3.2) 定义 ϕz ∈ L2(Sn−1).

(1) 对任意点 z /∈ Ω2, 我们有

z ∈ Dimp ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
o♯ ),

其中

Mo♯ = |Re(Mo)|+ |Im(Mo)|;

(2) 对任意点 z /∈ Ω1, 我们有

z ∈ Dp ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
m♯ ),

其中

Mm♯ = |Re(eitMm)|+ |Im(Mm)|.

在数值模拟中, 参数 ρ 的变化对于反演效果几乎没有影响, 特别地, 当 ρ = 0 时分解法依然有效,

然而, 理论证明还是一个开问题.
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5 近场数据

对于点源入射的情形, 我们一般采集近场作为测量数据. 假设 Γ 是测量曲面, 那么, 近场数据 us

就定义了近场测量算子 M : L2(Γ) → L2(Γ):

Mg(x) =

∫
Γ

us(x, y)g(y)ds(y), x ∈ Γ. (5.1)

本节考虑两类不同的散射模型, 第一类是内部腔体反散射问题, 第二类是经典的外部反散射问题.

5.1 内部腔体反散射问题

内部腔体反散射问题是一类相对新型的反问题,入射源点和测量曲面均在区域 D 内.分解法是求

解这类问题的一个快速而有效的算法.

5.1.1 数学模型

入射场为点源 ui = Φ(·, y), y ∈ D. 为简便起见,这里只考虑 Dirichlet边界条件.假设 k2 不是 −∆

在 D 中的 Dirichlet 特征值. 给定 f ∈ H1/2(∂D), 求解 v ∈ H1(D) 使得 v 满足

∆v + k2v = 0, 在 D 内, (5.2)

以及 Dirichlet 边界条件

v = f, 在 ∂D 上. (5.3)

在我们的散射模型中, f = −ui, v = us. 记测量曲面为 Γ ⊂ D, 曲面 Γ 所包围的有界区域记为 D0. 选

取 Γ 使得 k2 不是 −∆ 在 D0 中的 Dirichlet 特征值. 我们关心的反问题是利用测量数据 us(x, y),

x, y ∈ Γ 反演 ∂D.

5.1.2 分解法的应用

定义算子 G : H1/2(∂D) → L2(C) 为 Gf = v |C , 这里 v 是边值问题 (5.2) 和 (5.3) 的解, 则 (5.1)

定义的近场测量算子 M : L2(Γ) → L2(Γ) 有如下分解 (参见文献 [36]):

M = −GSG∗,

其中 S 是单层边界积分算子 (2.12).

定理 5.1 [36] 假设 k2 既不是 −∆ 在 D 的 Dirichlet 特征值也不是 −∆ 在 D0 中的 Dirichlet 特

征值. 对任意 z ∈ Rn\D0, 定义 ϕz ∈ L2(Γ) 为

ϕz(x) = Φ(x, z), x ∈ Γ,

则

z ∈ Rn\D ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
♯ ),

其中 M♯ = |Re(M)|+ |Im(M)|.
因为 Γ 的选择有一定随意性, 所以, k2 不是 −∆ 在 D0 中的 Dirichlet 特征值总能满足. 然而, k2

不是 −∆ 在 D 的 Dirichlet 特征值这一要求不仅是分解法在求解反问题需要的前提条件, 也是原散射

问题的适定性所要求的. Qin 和 Liu [37] 通过引入一个具有阻尼边界条件的人工障碍来保证原散射问

题的适定性和分解法的有效性.
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5.2 外部反散射问题

我们再回到经典的外部反散射问题.同样, 为了简便起见,我们只考虑 Dirichlet边界条件.对于其

他边界条件, 结果同样成立 (参见文献 [38]). 不同于内部腔体反散射问题和利用远场数据反演的外部

反散射问题,对于基于近场测量数据的外部反散射问题,如何构造形如 (1.5)的分解从而建立数值上快

速、可行的分解法一直是个开问题. 原因是, 在建立远场算子的分解法中起决定作用的值域恒等定理

中,远场算子M 的分解式 (1.5)中 G的伴随算子 G∗ 是由拟线性形式 (sesquilinear form)定义的,而近

场算子M 的分解式中导出的伴随算子是由双线性形式 (bilinear form)定义的 (参见专著 [8,第 1.7节]).

为了解决这个困难,人们提出了许多方法,但数值上都很难实现或计算效率低 (参见专著 [8,38,39]). 最

近, 我们基于球调和函数展开构造了一个 “外出 - 进入算子” (outgoing-to-incoming operator) T1, 从而

成功地建立了基于 T1M 的分解法. 由于算子 T1 可以快速计算,因此,我们的分解法快速、可行;此外,

算子 T1 的构造不依赖于散射体的物理性质, 从而, 我们建立的分解法也不依赖于散射体的物理性质,

详见文献 [38], 其中包括大量数值实验结果.

5.2.1 数学模型

假设入射场为点源 ui = Φ(·, y), y ∈ Rn\D. 散射场 us 除了满足 (1.1)和 (1.2)外,还满足 Dirichlet

边界条件

us = f, 在 ∂D 上. (5.4)

在我们的散射模型中, f = −ui. 记测量曲面为 Γ ⊂ Rn\D, 曲面 Γ 所包围的有界区域记为 D0. 不同于

内部腔体散射问题, 这里 D ⊂ D0. 选取 Γ 使得 k2 不是 −∆ 在 D0 中的 Dirichlet 特征值. 我们关心的

反问题是利用测量数据 us(x, y), x, y ∈ Γ 反演 ∂D.

5.2.2 分解法的应用

选取 D0 为某个以原点为球心、半径为 R 的圆 BR, 则 Γ = ∂BR. 为叙述简便, 下面只考虑三

维情形, 对于二维情形可类似推导. 对一切 f ∈ H1/2(∂D), 记 us 为边值问题 (1.1) 和 (1.2) 及 (5.4)

的解. 我们知道球调和函数 {Y m
n | n ∈ Z,m = −n, . . . , n} 是 L2(S2) 上的一组正交基, 所以, 对一切

g ∈ L2(∂BR), 我们有

g(x) =
∞∑

n=0

n∑
m=−n

gmn Y
m
n (x̂), x ∈ ∂BR,

其中 gmn 是函数 g 关于球调和函数的 Fourier 系数. 不妨设当 |x| = R 时, us 有如下级数表示:

us(x) |∂BR
=

∞∑
n=0

n∑
m=−n

bmn h
(1)
n (kR)Y m

n (x̂).

由此定义算子 G0 : H1/2(∂D) → l2 为

G0f = {bmn h(1)n (kR) | n ∈ Z,m = −n, . . . , n}.

记 g := {gn,m | n ∈ Z,m = −n, . . . , n} ∈ l2, 则我们可以定义算子 FR : L2(∂BR) → l2 及其逆算子

F−1
R : l2 → L2(∂BR) :

FRg = g, F−1
R g = g.
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对一切 g := {gn,m | n ∈ Z,m = −n, . . . , n} ∈ l2, 定义算子 T0 : l2 → l2 为

T0g =

{
− h

(1)
n (kR)

h
(1)
n (kR)

gn,m

∣∣∣∣ n ∈ Z,m = −n, . . . , n
}
.

利用上面定义的辅助算子, 我们定义算子 G : H1/2(∂D) → L2(∂BR) 和 T1 : L2(∂BR) → L2(∂BR) 分

别为

G := F−1
R T0G0, T1 := F−1

R T0FR,

其中 T1 : L2(∂BR) → L2(∂BR) 可以由下面的积分形式给出,

(T1g)(x) =

∫
∂BR

K(x, y)g(y)ds(y), g ∈ L2(∂BR),

其中积分核函数

K(x, y) := − 1

4πR2

∞∑
n=0

(
h
(1)
n (kR)

h
(1)
n (kR)

)
(2n+ 1)Pn(cos θ),

这里 Pn 是 Legendre 多项式, θ 表示 x ∈ ∂BR 与 y ∈ ∂BR 之间的夹角.

现在, 对于近场测量算子 M : L2(Γ) → L2(Γ) (其定义如同 (5.1), 但是 Γ 取为 ∂BR) 有如下分解

(参见文献 [38]):

T1M = GS∗G∗,

其中 S 是定义在边界 ∂D 上的单层边界积分算子 (见 (2.12)).

定理 5.2 [38] 假设 k2 不是 −∆在 D 的 Dirichlet特征值.对一切 z∈BR, 定义 ϕz ∈ L2(∂BR)为

ϕz(x) = Φ(x, z), x ∈ ∂BR,

则

z ∈ D ⇔ ϕz ∈ R[(T1M)
1/2
♯ ] ⇔W (z) :=

[ ∞∑
j=1

|⟨ϕz, ψj⟩L2(∂BR)|2

λj

]−1

> 0,

其中 (T1M)♯ = |Re(T1M)|+ |Im(T1M)|, (λj , ψj) 是其特征系统.

6 避免内部特征值

分解法作为求解反散射问题的一个快速有效算法, 一个共同的前提条件是排除内部特征值. 一般

来讲, 排除内部特征值是为了保证中间算子满足值域恒等定理中的条件 (4). 这一点从前面几节的最

终定理中也可发现. 然而, 一般来讲, 反散射问题本身与内部特征值没有任何关系, 因此, 分解法对波

数的要求显得有些多余. 尽管内部特征值是离散的, 在特定的区间内至多有有限个这样的特征值. 然

而, 当波数靠近这些特征值时, 分解法的数值效果也会随之变差. 我们有必要探讨如何在分解法的数

值实现中有效避免内部特征值的影响. 对于一般情形, Kirsch 和 Liu [17] 于 2014 年首次提出了一种修

正方法来处理声波反散射模型.
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6.1 数学模型

同样, 为了叙述简便, 我们只考虑声软散射体的反散射模型. 假设入射场为平面波 ui(x) = eikx·d,

那么, 声软散射体的散射模型为, 求解 v ∈ H1
loc(Rn\D) 使其满足 (1.1) 和 (1.2) 以及 Dirichlet 边界

条件

v = f, 在 ∂D 上. (6.1)

在我们的散射模型中, f = −ui, v = us. 散射问题的适定性可参见文献 [1]. 这里的反问题指的是利用

散射场的远场模式 u∞ 来重构散射体 D.

6.2 分解法的应用

同 (2.3) 定义远场算子 MD : L2(Sn−1) → L2(Sn−1), 则我们有如下分解 (参见文献 [8]):

MD = −GDS
∗G∗

D, (6.2)

其中中间算子 S : H−1/2(∂D) → H1/2(∂D) 为定义在 ∂D 上的单层边界积分算子 (2.12), 算子 GD :

H1/2(∂D) → L2(Sn−1)定义为 GDf = v∞,这里 v∞ 为边值问题 (1.1)和 (1.2)及 (6.1)的解 v对应的远

场模式. 为了保证中间算子 S : H−1/2(∂D) → H1/2(∂D)的单射性质,我们需要假设 k2 不是 −∆在 D

内的 Dirichlet 特征值.

我们引入如下阻尼边值问题: 给定 g ∈ H−1/2(∂B), 求解 w ∈ H1
loc(Rn\B) 使其满足 (1.1) 和 (1.2)

及阻尼边界条件

∂w

∂ν
+ iλw = g, 在 ∂B 上, (6.3)

其中 λ 是一个正常数. 记 Mλ 为上述阻尼边值问题对应的远场算子, 那么, Mλ 有如下分解 (参见文

献 [17]):

Mλ = −GλT
∗
λG

∗
λ, (6.4)

其中 Gλ : H−1/2(∂B) → L2(Sn−1) 定义为 Gλg = w∞, w∞ 为边值问题 (1.1) 和 (1.2) 及 (6.3) 的解 w

对应的远场模式, Tλ : H1/2(∂B) → H−1/2(∂B) 定义为

(Tλϕ) = iλϕ+Nϕ+ λ2Sϕ(y) + iλ(K −K ′)ϕ, 在 ∂B 上, (6.5)

这里, S,K,K ′ 和 N 分别为 (2.12)–(2.15)中定义在 ∂B 上的边界积分算子. 值得注意的是,因为 λ > 0,

所以, 分解法在处理这种模型时没有内部特征值的影响.

假定 B是紧嵌入 D中的一个小区域,即 B⊂Ω. 定义 R1 : H−1/2(∂B)→H1/2(∂Ω)为 R1g = w |∂D.

结合 (6.2) 和 (6.4), 我们有

M :=MD +Mλ = −GD[S∗ +R1T
∗
λR

∗
1]G

∗
D. (6.6)

定理 6.1 [17] 对任意 z ∈ Rn, 同样利用 (3.2) 定义 ϕz ∈ L2(Sn−1), 则我们有

z ∈ D ⇔ ϕz ∈ R(M
1/2
♯ ).
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7 总结

本文考虑了分解法在声波反散射问题中的最新进展.经典的分解法被应用到可穿透散射体和带有

广义阻尼边界条件的散射体.对于混合型散射体、基于近场测量数据的情形和如何避免内部特征值等,

我们给出了可计算的修正方法.

分解法作为一种非迭代方法, 不依赖于散射体的物理性质, 因此是一种快速有效的数值算法. 近

些年来, 除了声波反散射问题, 分解法最近也被应用到弹性波反散射 [40,41]、电阻抗断层成像 [14, 15] 和

电磁反散射 [8, 14] 等问题中. 从数学理论上讲, 分解法是非常优美的, 但其证明往往也是非常困难的.

从数值模拟角度看, 分解法尽管是快速有效的, 但从实际应用的角度出发还是存在一些问题, 例如,

(1) 测量数据偏多. 在实际应用中, 有些数据是很难采集到或不可能采集到的.

(2) 对误差敏感. 因为分解法需要求解算子的特征值和特征向量, 而这些过程对于误差是非常敏

感的.

近些年来, 一类更为直接的成像方法被提出, 如直接采样法 (direct sampling method) [42, 43] 和单

波探测法 (single-shot method) [44,45]. 其主要思想是, 通过一个测量数据直接构造基于采样点 z 的指

示函数 (参考本文中的指示函数 W (z)), 从而抗误差干扰性强. 文献 [42–45] 所考虑的都是以远场作

为测量数据. 对于点源入射而且近场测量的情形, 读者可参见文献 [46] 提出的逆时偏移算法 (reverse

time migration algorithm). 对于平面波入射而且近场测量的情形,请参见文献 [47]. 关于这类方法在电

磁反散射问题中的应用, 读者可参见文献 [48–51].
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Recent progress on the factorization method for inverse acoustic

scattering problems
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Abstract In this paper, we review recent progress on the factorization method for inverse acoustic scattering

problems. Included are the classical factorization method for penetrable scatterers and generalized impedance

boundary conditions, some modifications for mixed-typed scatterers, near-field measurements and avoiding interior

eigenvalues.
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