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摘要    纤维增强树脂基复合材料具有优异的力学性能, 其应用领域十分广阔. 在其中的许多应用中, 复合

材料会发生大变形. 本文建立了大变形条件下纤维增强树脂基复合材料的细观力学模型和均匀化方法, 计算

了复合材料在不同应变情况下的有效切线模量, 研究了纤维性能、体分比和组成方式对复合材料有效性能的

影响. 研究表明, 在大变形条件下, 复合材料的有效切线性能随着纤维性能和体分比的提高而显著提高, 而

纤维束增强复合材料的有效切线性能要优于单丝纤维增强复合材料的有效切线性能. 
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纤维增强树脂基复合材料具有低密度, 高强度, 

高模量以及耐腐蚀等特点, 因而其力学性能优越, 在

各行各业都得到了广泛的应用. 纤维增强树脂基复

合材料在外力作用下, 通过作为连续相的树脂基体

将应力传递给作为增强相的纤维, 于是纤维是外力

的主要承担者, 起着增强材料的作用. 因此, 纤维的

性能, 体分比和分布形式决定了复合材料的宏观有

效性能[1]. 

计算复合材料宏观有效性能的均匀化方法有多

种[2], 例如直接均匀化方法, 间接均匀化方法和二尺

度展开法. 直接均匀化法基于场量的表面或体积平

均直接计算有效应力和应变, 并根据宏观应力和应

变二者之间的关系, 求得宏观有效性能, 可以用数值

方法进行细观场量的直接平均[3,4]. 间接均匀化法的

理论基础是关于无限大基体材料中嵌入单一夹杂问

题的弹性力学解[5]. Wang 等人[6]通过引入新的特征函

数, 用均匀的积分方程代替了传统的非均匀积分方

程. 因此, 特征函数的计算就不再受初始应变的影响, 
而简化为只承受简单的位移边界条件的问题, 文献[7]
用这种方法分析了非连续碳纳米管呈规则和交错两

种排列情况下, 纳米管沿管长方向的应力分布规律.  
二尺度展开法是一个新近发展起来的方法[8], 特

别是与有限元法结合以后, 其适用范围变得更广. 现

在二尺度展开法已经被成功地应用于复合材料的均

匀化, 例如, Yang和Becker[9]用应力-应变的直接均匀

化方法、应变能的均匀化方法以及二尺度展开法, 分

别计算了多相复合材料的有效性能, 并着重分析了

这三种方法在原理和计算结果上的区别. 研究发现, 

两种直接均匀化方法的原理和数值结果都相同; 二

尺度展开法的原理与两种直接均匀化方法相同, 只

是公式形式不同, 因此得到的结果与两种直接均匀

化方法得到的结果差别不大. 此外, Yang 和 Qin[10]讨

论了求复合材料宏观性能的直接均匀化方法和间接

均匀化方法, 并分别用两种方法分析了各向异性复
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合材料. 研究表明, 尽管两种方法的数学形式和过程

不同, 但得到的复合材料的刚度相同. 

对于含有周期性细观结构的复合材料, 细观尺

度和宏观尺度上所有的物理量都关于细观尺度呈现

周期性, 求解单胞的局部问题, 就可以得到结构的宏

观性能. 因此, 均匀化通常是在复合材料的代表体元

或单胞膜型上进行的, 并且需要引入联系代表体元

和整个复合材料的尺度参数[11]. 关于周期性复合材

料有效性能预测的研究很多, 而且, 大多数的有效性

能求解都是基于有限元方法和边界元方法 [12~17]. 其

中, Yang 和 Qin[16]讨论了边界元方法在计算复合材料

单胞模型的有效性能的应用, 建立了具有周期分布

的非均匀单胞模型, 分析了两相复合材料的整体常

数. Yang 和 Qin[17]在单丝纤维复合材料(SFC)的单胞

模型基础上, 建立了纤维束复合材料(FBC)的平面应

变单胞模型, 得到了含三束或四束纤维的硼/铝基复

合材料的弹塑性应力应变行为. 研究表明纤维束对

复合材料的塑性变形, 横向拉伸和剪切刚度系数都

有显著的影响.  

上述研究工作都是在小变形假设下完成的, 没

有涉及复合材料的大变形情况, 然而实验表明, 纤维

增强树脂基复合材料在大应变条件下表现出明显的

非线性性能[18,19], 因此, 为了更确切的表征复合材料

的宏观性能, 必须将大变形公式引入到二尺度展开

法的计算过程. 目前对于大变形复合材料的有效性

能研究仍然十分有限. DeBotton等人[20]将纤维和基体

都取为不可压缩非胡克材料, 并根据这种材料的特

点和纤维的空间分布情况, 发展了复合材料的有效

能量密度函数, 计算了发生大变形时, 含正交各向异

性纤维复合材料的响应. Moraleda 等人[21]建立了纤维

增强复合材料的平面模型, 并认为纤维是不可压缩

的刚体, 均匀地分布在超弹性的基体中. 但是该文中, 

认为纤维是随机均匀地分布在基体中, 没有考虑纤

维的分布方式对与大变形条件下复合材料有效性能

的影响. 此外, 将纤维取为刚体, 与实际情况存在差

异. Yang 和 Xu[22]建立了细观力学模型, 并根据有限

变形理论研究了纤维增强复合材料的宏观超弹性性

能. 文中假设纤维和基体都是超弹性介质并且都发

生有限变形, 根据超弹性有限变形法计算了代表体

元的局部应力, 应变场, 并根据均匀化方法得到了均

布应力和应变 , 得到了宏观应力 -应变关系曲线 . 

Takano 等人[23]给出了大变形情况下的复合材料均匀

化的一般公式, 用大变形有限元计算了单胞的变形, 

但是并没有研究复合材料的有效性能. 

本文根据纤维增强树脂基复合材料的微结构特

性和大变形特点, 并参考文献[22]中的模型,分别建立

了单丝纤维增强树脂基复合材料和纤维束增强树脂

基复合材料的平面应变模型, 将二尺度展开法推广

到大变形情况, 计算了纤维增强树脂基复合材料在

不同应变下的有效切线模量, 研究了纤维的性能和

含量以及组成方式对复合材料宏观性能的影响. 

1  大变形条件下的均匀化理论 

文献[23]给出了大变形条件下二尺度展开法的

率形式的公式, 为了方便编制程序, 本文采用增量形

式重新列出这些公式. 用 S表示第二 P-K 应力, f表示

体力. 根据平衡方程和散度定理, 可以得到用增量形

式表达的虚功方程: 
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式中 , ijklD 是复合材料中各组成成分的刚度系数 , 

iuδ 是任意虚位移, kuΔ 是局部均匀化区域的位移增

量. 假设复合材料含有一系列周期性细观结构, 且其

周期性在复合材料大变形过程保持不变, 如图 1 所示. 

考虑复合材料的宏观尺度坐标系 X 和细观尺度坐标

系 Y, 它们是通过标度比值 ε 相关联的: 

 ,ε=Y X  (2) 

其中, 标度比值 ε 是非常小的正数. 

 

 
 

图 1  周期性细观结构示意图 

(a) 变形前; (b) 变形后 

 
在宏观坐标系 X 下描述的均匀化区域的位移增

量可以表示为 
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 ( ) ( )0 ,H H H
i ij j iu X uαΔ = Δ + ΔX  (3) 

式中 H
ijαΔ 为常数, ( )0H

iuΔ 为宏观坐标系 X 原点处

的位移增量. 

考虑细观结构的非均匀性及标度比值 ε 的影响, 

可以将在宏观坐标系统下描述的均匀化区域的实际

位移增量 iuεΔ 表示为 

 ( ) ( )1 ,H
i i iu u uε εΔ = Δ + ΔX Y  (4) 

其中, 1( )iuΔ Y 是由于细观结构的非均匀性引起的扰

动位移增量, 将(2)式的两边乘以 H
ijαΔ , 并假设宏观

坐标系与细观坐标系的原点重合. 若只考虑细观结

构变形, 则细观坐标系Y 原点处的位移增量等于零, 

则(3)式可以表示为 

 ( ) .H H
i ij ju Yε αΔ = ΔX  (5) 

在方程(4), 由于 ε 非常小, 在宏观尺度坐标下, 

宏观位移为 

 ( ) ( ) .ma H
i iU uΔ ≅ ΔX X  (6) 

那么, 细观尺度坐标Y 下描述的宏观位移增量

为 
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根据(6)和(7)式, 忽略其中应变增量二次项, 得

到宏观和细观的格林应变增量: 
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将(4)式代入(1)式, 可以将虚功方程改写为 
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使标度比值ε 的极限趋近于零, 用均匀化位移梯

度来表示宏观尺度和细观尺度之间的联系: 

 ( ) ( ) ( )1 .
H
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u
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X
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将(10)式拆分为两个方程, 即用于描述细观结构

的虚功方程(12)和用于描述宏观结构的虚功方程(13): 
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由细观方程(12)可以解得特征位移 ( ),kl
mψ Y  于是

有效切线刚度可定义如下 
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从而宏观方程(13)可以简化为 
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 ( ) ( )d d .H H
i i i iu f u tδ δ

Ω Γ
= Δ Ω + Δ Γ∫ ∫X X  (15) 

由(15)式可以求解得到位移增量 H
iuΔ , 将结果

代入式(11)可以求解出扰动位移增量 ( )1 ,iuΔ Y  最终

由式(7)求解出在细观尺度坐标Y 下描述的宏观位移

增量 ( ) .mi
iUΔ Y  

2  大变形复合材料的细观力学模型及有效
性能分析 

本文中, 取纤维为常见的玻璃纤维和碳纤维, 并

看做可压缩非胡克超弹性材料, 取树脂基为主轴超

弹性材料, 且纤维在树脂基中均匀分布并呈周期性

排列. 取一个代表体元, 其边界条件由材料细观结构

的对称性和周期性以及它与周围材料的变形协调性

确定. 认为纤维之间的接触是光滑点接触, 即在界面

上位移条件是连续的.  

2.1  单纤维复合材料 

认为纤维在轴向无限长, 因此可将复合材料简

化为平面应变问题, 并根据以上假设, 建立单丝纤维

增强树脂基复合材料(SFC)代表体元的单胞模型. 如

图 2(a)所示, 此模型边长为 1 mm, 包含一根纤维和

周围的树脂基体. 图 2(b)表示代表体元承受拉压变形

时的边界条件, 图 2(c)表示代表体元承受剪切变形时

的边界条件. 

 

 
 

图 2  SFC 代表体元和边界条件 
(a) 代表体元; (b) 法向变形的边界条件; (c) 纯剪切变形的边界条件 

 
本文选取玻璃纤维和碳纤维两种增强相材料 , 

材料参数分别为: 树脂基体的杨氏模量 mE = 3.45 GPa, 

泊松比 mν = 0.35; 玻璃纤维增强相的杨氏模量 fE =  

73.1 GPa, 泊松比 fν = 0.22; 碳纤维增强相的杨氏模

量 f 230E = GPa, 泊松比 fν = 0.28. 设纤维的体分比

分别为 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6 和 0.7. 

假设代表体元是横观各向同性的, 采用二尺度

展开法可以直接求出有效切线刚度 ,D  有效切线模

量, 泊松比和剪切模量可用如下公式计算: 
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图 3 给出了含两种不同纤维的树脂基复合材料

的有效切线刚度 11D , 12D 和 66D 随纤维体分比的变

化曲线. 从图中可以看出, SFC 的有效切线刚度 11D , 

12D 和 66D 随着纤维体分比的增大而增大; 且纤维体

分比相同时, 碳纤维树脂基复合材料(CFC)的切线刚

度 11D , 12D 和 66D 大于玻璃纤维树脂基复合材料

(GFC)的相应切线刚度 , 其中 11D 差别较大 , 12D 和

66D 差别较小. 这表明, 纤维的存在增大了复合材料

的有效切线刚度; 且纤维性能越强, 复合材料的有效

切线刚度提高越明显. 

 

 
 

图 3  有效刚度系数随纤维体分比变化曲线 

 
下面研究大变形的拉压和剪切条件下, 纤维性

能以及体分比对复合材料宏观有效性能的影响. 在

代表体元的右边界 x 方向施加 30%的拉应变, 图 4 和

5分别给出了两种复合材料的平均拉应力随平均应变

的变化曲线. 

从图 4 和 5 中可以看出, SFC 的变形是非线性的, 

随着变形的增大, 材料的刚性减小, 且纤维的体分比

越大, 材料刚性减小得越明显, 为了更为直观地观察 
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图 4  SGFC 平均拉应力 
 

 
 

图 5  SCFC 平均拉应力 
 

材料有效切线刚度随变形的变化情况, 图 5~8分别给

出了两种复合材料的有效切线刚度 11D 和 12D 随位移

的变化曲线,  

Florent 等人[24]对长径比很高的含碳纳米纤维增

强的复合材料进行拉伸实验, 观察由不同类型的含

碳纤维增强的复合材料在大变形条件下的力学行为. 

通过与实验结果对比发现, 本文的应力应变曲线与

文献[24]中的应力应变曲线变化趋势相同, 证实了本

文计算结果的正确性. 应力应变曲线随着应变的增

大而斜率减小, 且减小幅度受到碳纤维体分比影响, 

体分比越高, 减小幅度越大.  

由图 6~9 可以看出: 纤维的体分比越大, SFC 的

有效切线刚度 11D 和 12D 越大, 这一结论在大变形的

过程中始终成立. SFC的有效切线刚度 11D 和 12D 随变

形程度的增大而减小; 在相同纤维体分比的前提下, 

SCFC的有效切线刚度 11D 和 12D 要大于 SGFC的相应 

有效切线刚度, 且纤维体分比越大, 碳纤维对于复合

材料的增强效果越明显. 
 

 
 

图 6  SGFC 有效切线刚度 D11  
 

 
 

图 7  SGFC 有效切线刚度 D12  
 

 
 

图 8  SCFC 有效切线刚度 D11  
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图 9  SCFC 有效切线刚度 D12  

 
将拉压条件改为剪切条件, 即在代表体元的上

边界 x 方向施加 30%的剪应变, 图 10 和 11 分别给出

两种复合材料的平均剪应力随平均应变的变化曲线, 

图 12和 13则分别直观地给出两种纤维增强树脂基复

合材料的有效刚度系数 66D 随位移的变化曲线. 

由图 10~13 可以得到如下结论: SFC 的有效切线

刚度 66D 随着变形程度的增大而减小, 但总体变化幅

度不大, 在剪切变形初始阶段 66D 几乎不变, 随着变

形程度的增大, 66D 减小的幅度才逐渐有所增加. 此

外, 纤维的体分比越大, 复合材料的有效切线刚度

66D 也越大, 这一结论在大变形的过程中也始终成立. 

且在相同纤维体分比的前提下, SCFC 的有效刚度系

数 66D 要大于 SGFC 的相应有效切线刚度, 纤维体分

比越大, 碳纤维对于复合材料的增强效果越明显. 

 

 
 

图 10  SGFC 平均剪应力 

 
 

图 11  SCFC 平均拉应力 

 

 
 

图 12  SGFC 刚度系数 D66  

 

 
 

图 13  SCFC 刚度系数 D66  

 

下面考察大变形对复合材料的有效切线模量及

泊松比的影响. 图 14~17 分别给出了 SCFC 和 SGFC 
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图 14  SGFC 有效切线模量 

 

 
 

图 15   SGFC 的泊松比 

 

 
 

图 16  SCFC 有效切线模量 
 

的有效切线模量和泊松比随位移的变化曲线. 

由图 14~17 可得出如下结论: SFC 的有效切线模

量随变形程度的增大而减小, 且纤维的体分比越大, 

复合材料的有效切线模量越大, 在大变形过程中减

小的幅度也就越大; SFC 的泊松比随变形程度的增大

而增大, 且纤维的体分比越大, 复合材料的泊松比越

小. 在相同纤维体分比的前提下, SCFC 的有效切线

模量略大于 SGFC 的有效切线模量, 而 SCFC 的泊松

比却略小于 SGFC 的泊松比. 当纤维体分比较小时, 

这两种复合材料的有效切线模量和泊松比差别不  

大, 随着纤维体分比的增大, 两者的差距才逐渐显现

出来. 

 

 
 

图 17  SCFC 的泊松比 
 

2.2  纤维束增强复合材料 

建立纤维束增强树脂基复合材料(FBC)代表体元

的模型, 其边长为 1 mm, 如图 18(a)所示. 此代表体

元包含四根束纤维和周围的树脂基体, 图 17(b)为代

表体元拉压变形时的边界条件, 图 17(c)为代表体元

剪切变形时的边界条件. 
 

 
 

图 18  FBC 代表体元和边界条件 
(a) 代表体元; (b) 法向变形的边界条件; (c) 纯剪切变形的边界条件 

 
下面比较小变形情况下纤维组成方式对复合材

料有效性能的影响. 将组成方式不同的同种纤维复

合材料进行比较, 对于复合材料有效杨氏模量 E 和
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剪切模量G , 可以采用Voigt近似公式算出其下限值.  

 f m

f m

1
;

V V

E E E
= +  f m

f m

1
.

V V

G G G
= +  (17) 

图 19 和 20 给出了玻璃纤维束复合材料(GBFC)

和碳纤维束复合材料(CBFC)的有效切线模量随纤维

体分比的变化曲线; 图 21 和 22 给出了 FBC 的泊松

比随纤维体分比的变化曲线; 图 23 和 24 给出了 FBC

的剪切模量随纤维体分比的变化曲线.  

 

 
 

图 19  GBFC 有效切线模量 
 

 
 

图 20  CBFC 有效切线模量 
 
从图 19~24 中可以看出, FBC 的有效切线模量和

剪切模量随着纤维体分比的增大而增大, 且在纤维

体分比相同的前提下, FBC 的有效切线模量和剪切模

量要大于 SFC 的有效切线模量和剪切模量, 且都大

于其下限值. 而复合材料的泊松比随着纤维体分比

的增大而减小, 且在相同纤维体分比的前提下, FBC

的泊松比要小于 SFC 的泊松比.  

最后比较大变形条件下纤维组成方式对复合材 

 
 

图 21  GBFC 泊松比 
 

 
 

图 22  CBFC 泊松比 
 

 
 

图 23  GBFC 剪切模量 
 
料有效性能的影响. 分别取纤维为玻璃纤维和碳纤

维的体分比为 0.2, 0.4 和 0.6, 将 SFC 和 FBC 的有效

切线模量、泊松比和剪切模量的变化情况作比较. 图

25 和 26 给出了有效切线模量随位移的变化曲线; 图
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27 和 28 给出了泊松比随位移的变化曲线; 图 29 和

30 给出了剪切模量随位移的变化曲线. 

从图 25~30 可以看出, 在相同体分比前提下, 对 

 

 
 

图 24  CBFC 剪切模量 
 

 
 

图 25  GBFC 有效切线模量 

 

 
 

图 26  GBFC 有效切线模量 

 
 

图 27  GBFC 泊松比 
 

 
 

图 28  CBFC 泊松比 
 

 
 

图 29  GBFC 剪切模量 
 
于同种纤维, FBC 的有效切线模量和剪切模量略大于

SFC 的有效切线模量和剪切模量, 而 FBC 的泊松比

则略小于单 SFC的泊松比. 这说明, 在纤维体分比固

定的前提下, 采用纤维束的增强形式比采用单丝纤 
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图 30  CBFC 剪切模量 

 
维的增强形式对于复合材料有效性能的增强效果更

为明显, 这进一步验证了在前面得出的结论, 且在发

生大变形前后, 这个结论始终成立. 

3  结论 

本文建立了纤维增强树脂基复合材料的细观力

学模型, 将均匀化方法推广到大变形情况, 计算了不

同纤维性能, 体分比和组成方式下复合材料的有效

切线刚度数, 切线模量, 泊松比和剪切模量, 得到了

应力应变关系曲线. 研究结论如下: 

(1) 纤维增强树脂基复合材料的变形是非线性

的, 其有效刚度随着变形的增大而逐渐减小, 且纤维

体分比越大, 有效刚度减小幅度越大; 

(2) 在相同纤维体分比情况下, 碳纤维复合材料

的有效性能高于玻璃纤维复合材料的有效性能; 纤

维束复合材料的有效性能高于单丝纤维复合材料的

有效性能;  

(3) 在大变形纤维增强复合材料中, 纤维体分比

越大, 复合材料的有效切线模量越大, 泊松比越小, 

而剪切模量基本不变. 
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Effective properties of fiber-reinforced composites under large 
deformation 

YANG QingSheng*, LIU Xia & LIU Jian 

College of Mechanical Engineering and Applied Electronics Technology, Beijing University of Technology 

Fiber-reinforced resin matrix composites find a plenty of practical applications in engineering due to their distinctive 
mechanical properties in most of which the composites usually encounter a large deformation. Micro-mechanical 
model of large deformed single fiber-reinforced composite and fiber bundle-reinforced composite are presented here. 
Effective tangent moduli of the composites are calculated using homogenization method. Effect of properties, volume 
fractions and composition modes on the effective properties of the composites under different kinds of strain are 
studied. It is shown that the effective properties of the fiber-reinforced composite improve with the increase of 
volume fraction and properites of the fiber. A fiber bundle-reinforced composite has better properties than a single 
fiber-reinforced composite is demonstrated in present work.  

composites, homogenization, large deformation, hyperelastic, micro-mechanics 

PACS:  21.10.Jx, 46.90.+s, 46.15.-x 

 


