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摘要    应用降维数值积分和C型Gram-Charlier级数展开方法, 基于有限元理论讨论了

随机结构响应概率分布的计算问题. 首先依据正交多项式权函数与随机变量概率密度函

数的关系 , 给出了随机响应统计矩计算的降维数值积分公式 ; 进而应用 C 型

Gram-Charlier 级数逼近获得了随机响应的概率密度函数; 提出了基于有限元方法求取结

构随机响应概率分布的计算流程. 数值算例中介绍了平面十杆桁架结构最大位移的概率

分布、由随机参数表征的某型车架固有频率计算和弯管结构随机 Von Mises 应力分析问

题, 所得结果同蒙特卡罗数值模拟结果进行了对比验证. 结果表明: 文中计算流程能够

获得较为准确的随机响应概率分布, 特别是对概率分布尾部的估计精度达到104~103数

量级, 为机械结构安全性分析与设计打下基础; 同时, 算法的计算效率较高, 与传统的

数值模拟方法相比通常能够节约计算资源消耗两个数量级以上; 第三, 算法流程实现简

单, 不需要计算结构响应对基本随机参数的梯度和二阶灵敏度信息, 也不需要对结构有

限元矩阵的修改, 因此可以充分发挥现有成熟有限元程序的优点, 在个人计算机上实现

工程随机问题的分析与计算. 
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随着机械设计方法的不断丰富与发展, 考虑随

机因素对机械构件性能的影响在产品设计过程中愈

来愈受到重视. 对于机械结构来说, 随机性的来源大

致可归结于三个方面: 尺寸参数的容许公差和加工

误差; 材料属性的不确定性; 产品服役期内的外载荷. 

产品的制造材料和工作环境(激励)受到生产条件和

使用条件的制约而通常视为产品设计的约束. 机械

产品概率设计的理论和方法能够合理选择几何尺寸

的概率分布参数而获得理想的结构响应(应力、应变、

位移等), 以改善和提高产品的工作性能. 因此, 应用

现有的确定性力学分析方法, 结合概率论与数理统

计理论, 给出合理的结构参数统计特征, 以保证产品

能够在特定的工作环境 (包括外部载荷、温度、湿度

等工况信息)下, 以规定寿命时限和概率水平达到规

定的工作性能指标, 是对机械产品开展安全性分析

与设计工作的基本目的. 

结构随机响应分析的算法在随机结构分析与设

计的发展过程中一直占有着十分重要的地位. 特别

是随着有限元理论的不断成熟和大型商业有限元软

件的广泛应用, 使得产品设计周期大幅缩短, 设计效

率不断提高. 因此, 结合有限元理论开展随机问题的

分析和设计是工程随机问题发展的必然趋势[1]. 
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关于随机有限元方法的探讨最早出现在 20 世纪

70 年代[2], 直接将有限单元法与蒙特卡罗数值模拟

技术相结合, 以考察随机参数的分散性对于结构整

体性能的影响[3, 4]. 蒙特卡罗方法是解决随机问题的

通用方法, 思想简单, 而且数值模拟的结果随着抽样

次数的增加而趋近于问题的理论解. 其主要缺点是

需要不断的对原有问题进行重分析来获得随机响应

的样本点, 因此通常需要样本空间内数量庞大的采

样点(通常为 104~106 数量级)来获得高精度的数值统

计结果. 因此, 即使在计算机硬件技术高速发展的今

天, 基于蒙特卡罗模拟技术的随机有限元程序也需

要在大型计算集群上面才能完成. 通常, 一方面蒙特

卡罗方法经常作为检验方法来验证其他算法的有效

性和计算精度; 另一方面, 许多学者不断地改进抽样

技术[5~7], 提高样本空间内的抽样效率, 在保证计算

精度前提下使得计算机模拟时间和资源的消耗不断

降低. 

由于蒙特卡罗数值模拟方法的局限性, 一种基

于小参数思想的摄动随机有限元方法不断发展并逐

渐成熟起来[8~11]. 摄动有限元方法通过构造求解结构

响应、响应一阶灵敏度和响应二阶灵敏度方程, 结合

Taylor 级数展开式, 可以获得随机响应的均值、标准

差和协方差等前二阶统计矩. 因此, 摄动法对于工程

中静、动态响应概率统计特性求解是一种简单、有效

的方法. 特别是对线性或拟线性问题, 摄动随机有限

元方法可以获得随机响应较为准确的均值和标准差

估计量. 但同时, 摄动随机有限元方法的求解精度随

着随机参数变异系数(COV, 标准差与均值之比)的增

大和结构方程非线性程度的增加而变差. 此外, 由于

摄动有限元方程建立过程的中忽略了基本随机变量

的概率分布信息, 因此当基本参数分布类型不同但

具有相同的统计矩时, 获得的结构随机响应的矩计

也是相同的. 与模特卡罗随机有限元法相比较, 摄动

随机有限元法不再需要通过数量巨大的结构重分析

来获得随机响应的统计矩, 相比之下计算效率提高

许多. 但摄动随机有限元方法对于随机响应的高阶

统计矩估计精度不高; 并且在求解过程中需要计算

结构刚度矩阵对基本随机变量的雅克比矩阵和海塞

矩阵. 

20 世纪 90 年代初期, 由 Spanos 等学者发展和讨

论了谱随机有限元方法及其在工程问题中的应用[12~14]. 

根据函数正交展开思想, 谱随机有限元方法将随机

响应表示为随机函数空间基函数的级数展开形式 , 

然后根据基函数的正交性求取级数展开系数, 进而

获得随机响应的统计矩. 随着正交展开的阶次的增

加, 谱随机有限元方法求解精度也随之提高, 并且能

够适应随机变量变异系数较大的情况. 但通常为满

足计算精度要求, 正交级数展开的阶次需要 10 阶以

上[15]. 因此, 虽然谱随机有限元方法能够获得高精度

的响应统计矩, 但是嵌套在求解过程中的确定性有

限分析的计算量同样也是不容忽视的. 对比摄动随

机有限元, 谱随机有限元方法能够保证高阶矩的求

解精度, 而数值计算量则介于摄动随机有限元和蒙

特卡罗随机有限元之间. 

此外, 广义响应面方法也是解决随机工程问题

的有效方法之一. 特别是结构响应由有限元程序表

征时, 由广义响应面方程描述结构响应与基本随机

参数间的隐式函数关系, 通过试验设计方法获得结

构响应的典型值, 结合数值优化方法获得广义响应

面的系数, 进而应用广义响应面方程替代原有随机

有限元模型完成后续的随机问题分析与计算. 因此, 

广义响应面方法的特点是可以根据求解问题的非线

性强弱方便的调整响应面方程的非线性项阶次, 进

而可以获得精度满意的函数逼近. 同前面论述的随

机有限元方法相比较, 广义响应面方法的确定性有

限元程序计算量通常能够控制在百次之内, 因此对

于一般随机问题的分析可以在个人计算机上面实现. 

但是由于采用试验设计方法, 所求得的结构广义响

应面方程通常仅在变量的局部定义域内成立, 在定

义域以外的部分, 响应面函数的逼近精度迅速变差. 

因此当结构设计参数改变时, 不断的重新进行试验

设计和结构响应面方程的建立的是不可避免的. 

综上所述, 各种随机有限元思想的实现和应用

促进了工程随机问题分析与计算的发展. 然而方法

各有利弊: 蒙特卡罗模拟方法简便易行, 可以获得随

机响应统计矩、概率分布等信息, 但占用的计算资源

巨大; 摄动随机有限元计算效率高, 但需要求解响应

对基本随机参数的一阶和二阶灵敏度, 并且对于高

阶统计矩的估计精度不理想; 谱随机有限元方法能

够获得较为准确的高阶矩估计, 但需要进行结构有

限元表征矩阵的修改; 当结构设计参数改变时, 广义

响应面法需要重新进行函数拟合. 因此, 对于随机有

限元方法而言, 一方面在保证求解精度的前提下设

法减少确定性有限元调用次数, 以节省计算资源消
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耗和提高设计效率; 另一方面是能够获得结构随机

响应的高阶统计矩、概率分布的准确估计, 满足结构

安全性分析与设计的精度要求. 

本文以结构随机响应概率分布(概率密度函数和

概率分布函数)的求取为主要内容, 应用降维数值积

分法获得结构响应的各阶统计矩; 应用 C 型 Gram- 

Charlier (CGC) 级数求取随机响应的概率分布. 数值

算例讨论了平面十杆桁架最大位移的概率分布、某型

车架固有频率的随机分布、以及由随机参数表征的弯

管结构随机 Von Mises 应力计算等工程问题. 

为了便于阐述和分析, 程序流程图如图 1 所示. 

图 1 所示的流程图中, 结构有限元模型的建立(Finite 

Element (FE) model) 由现有成熟的商业有限元软件实

现; 程序计算中所需的数值积分点(Numerical Integration 

(NI) points)将通过考察正交多项式权函数与随机变量

概率密度函数关系给出计算公式; 随机响应统计矩

的估计 (Moment computation) 由降维积分方法求得; 

随机响应概率分布的求取则通过CGC级数逼近给出; 

最后, 所有数值计算结果将应用蒙特卡罗数值模拟

方法进行对比和验证. 

1  随机响应统计矩 

假设响应 Y(X)是由随机参数向量 X=[X1, X2,…, 

Xn]
T 表征的任意函数, 则 Y(X)的 j 阶统计矩定义为 

        d ,    j j j
Ym Y Y F X X X  (1) 

其中, (·)为数学期望算子, F(X)为X的联合分布函数. 

1.1  降维积分法 

随机函数展开的降维法由学者 Rahman 等人[16, 17] 
 

 

图 1  结构随机响应计算流程图 

提出, 给出了方法的详细公式推导过程和误差定义. 

由降维法, n 维函数 Y(X)可表示为 
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由方程(3)和(4), Y(X)的 j 阶原点矩  j
Ym 可写为 

       

   

2

11

1 211 2
2

1 1 2
1

1 2 1

0
0 1

ˆ ˆ
0 0 0 0

ˆ 1












 



 
   

                  





 

    
n

kk

n
n

kk
n

lj n j lj j l
Y j i

l i

l il ij l
i iii il

j l l i Y Yl i
l i i i

m Y C Y n Y

C C C C m m

 X X

      
1

11

1
ˆ ˆ 01 ,







      

n
kkn

n n

l i j li

Y Y
m m n Y  (5) 

其中,    ˆ 1 1 1, , , , , , .        
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1.2  数值积分公式 

由(5)式所示结果可知: 多维函数 Y(X)的统计矩

可由一维函数矩 ( )

î

q

Y
m 来表示. 换句话说, 如果能够获

得一维函数  1 1 1
ˆ ( ) , , , , , ,      i i i i nY Y XX 的各

阶原点矩, 则 Y(X)的各阶原点矩即可求得. 

当随机变量 Xi的概率密度函数 f(Xi)存在时, 函数

ˆ ( )iY X 的原点矩定义为 
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应用数值积分法, 方程(6)可进一步离散为 
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其中, ( )k
iw , ( )k

iX 分别为第 k 个高斯型数值积分权值

和积分点; N 为数值积分阶次. 当随机变量 Xi 为服从

正态分布的随机变量时, ( )k
iw 和 ( )k

iX 分别为高斯-埃

米特型数值积分权值和积分点. 

对于非正态型随机变量, 可首先通过变换[18]将

其转换为当量正态变量, 然后应用埃米特积分点和

权值与(7)式相结合来计算函数的原点矩. 非正态随

机变量的当量正态化过程, 需要在离散的各个数值

积分点进行; 并且变换函数通常为非线性函数, 增加

计算量并降低求解精度[19]. 通过考察正交多项式权

函数同常用的概率分布密度函数的关系, 可推导针

对不同分布类型的数值积分公式来避免当量正态化

转换. 

考虑随机变量 x 为一服从两参数(形状参数和
尺度参数)威布尔分布的随机变量, 则 x 的概率密

度函数为 

    1 exp .
       f x x x  (8) 

则 x 的任意函数 h(x)的 q 阶原点矩可表示为 

 
     

     

1

0

0

exp d

exp d .

 

 

  

 






       

        





q q

q

h x h x x x x

h x x x


 

(9)
 

设 y=(x/), 则方程(9)可进一步写为 

 
     

   

1

0

1

0

exp d

exp d .

 



  








       

 





q q

q

h x h x x x x

h y y y


 
(10)

 

考察(10)式可知: 威布尔随机变量的函数统计矩

求取问题可以转化为指数分布条件下 h(·)的原点矩计

算问题. 同时考虑拉盖尔正交多项式以函数 exp(x)

为权函数, 因此由拉盖尔正交多项式求得的积分权

值与积分点可以方便的求解由威布尔随机变量表征

的随机函数概率统计矩的计算问题. (11)式可写为 

 
     

    
1

1

exp d

,

 





  

 






       

 





q q

N
k kq

k

h x h x x x x

w h y



 

(11)

 

其中, y=(x/)  k
iw 和  k

iX 分别为拉高斯-拉盖尔型数

值积分权值和积分点. 根据(8)~(11)式的思想和推导

方法, 可以获得包括均匀分布、对数正态分布等多种

常用分布的数值积分公式, 总结列于表 1 中. 

表 1 给出了几种常用分布类型所对应的正交多

项式与数值积分公式. 以均匀分布为例, 对比考察勒

让德正交多项式的权函数与均匀分布概率密度函数

后, 通过积分变换可以得到当随机变量 Xi 为[a, b]区

间的均匀分布随机变量时, 其任意函数各阶统计矩

的计算可通过积分公式  ( ) ( )
2 21

ˆ  


 N k kb a a b
i i ik
w Y X 来实

现, 其中 ( )k
iw 和 ( )k

iX 分别为高斯勒让德型积分权值

和积分点. 特别的, 当积分公式中并且包含有 N(通

常 N取为 3~5)个数值积分点时, 表 1中给出的高斯型

数值积分公式具有 2N1 阶代数精度[20]. 

1.3  讨论 

由以上内容讨论可知: 降维数值积分法的核心

思想是将多维积分问题转化为一维积分的叠加形式, 

进而提高计算效率. 文中的“数值积分公式”部分, 给

出了针对不同分布类型的高斯型数值积分公式的推

导过程, 避免了非正态分布随机变量的当量正态化

变换. 对于随机函数统计矩的计算效率问题, 特别是

当结构随机响应通过有限元程序实现时, 减少有限

元程序的调用次数是提高计算效率的关键. 

对于由(6)式所描述的一维数值积分, 借助表 1

给出的高斯型数值积分公式, 需调用有限元分析 Ni

次. 因此由 n维随机向量X表征的结构响应 Y(X)的统

计矩计算则需要有限元调用次数为 

表 1  正交多项式与高斯型数值积分公式 

Distribution Polynomial Integration formula 

Uniform Legendre  2 21
ˆ

N k kb a a b
i i ik
w x  


  

Normal  1
ˆ

N k k
i i ik
w x  


  

Lognormal a) 
Hermite 

  1
ˆ exp

N k k
i i ik
w x  


    

Exponential  1
ˆ

N k k
i ii ik
w x 

  

Rayleigh  1
ˆ 2

N k k
i ii ik
w x 

  

Weibull 

Laguerre 

 1
ˆ

N k k
i ii ik
w x 

  

a)   21
2ln 1 , ln

           . 
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 FE
1

1 .


 
n

i
i

N N  (12) 

特别地, 当基本随机变量的密度函数为对称分

布时, 即高斯型数值积分点中包含有零点时 (例如正

态分布和均匀分布等), 有限元调用次数可减少为 

  FE
1

1 1 .


  
n

i
i

N N  (13) 

对每个随机变量采用 Ni 个高斯数值积分点, 则

直接数值积分法的重分析次数为 Ni
n 次; 而由降维数

值积分法, 包含在原问题中的结构重分析次数最少

为  
1

1 1
n

ii
N


  次. 对比之下, 计算效率提高许多, 

特别是当随机向量维数较大时计算量的减少更为明

显. 例如以含有 6 个随机变量的工程问题为例, 每个

随机变量采用 5 个数值积分点, 则直接数值积分法需

要的结构重分析次数为 65(=7776)次, 而降维数值积

分方法最多为 31(=56+1)次, 计算量仅为直接数值

积分法的千分之四. 

2  随机响应的概率分布 

工程随机结构可靠性计算的核心问题就是求取

结构安全裕度函数的概率分布[21, 22]. 对于结构响应

Y(X)的概率密度函数的逼近问题, A 型 Gram-Charlier

级数由于其简便可行而通常被采用. 其定义为[23, 24]: 

      0
1

1
1 ,

!







 
  

 
Y j j
j

f Y f Y H Y
j

 (14) 

其中, j 为级数展开系数; Hj(·)为第 j 阶埃米特正交多

项式; Y*为响应 Y(X)的等价标准化变量; f0(Y)为标准

正态概率密度函数.  

由埃米特正交多项式的定义可求得前六阶级数

展开系数j (j =1, 2, , 6)为 

 

 
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3
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4

5 35
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6
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,
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15 30,

 

  

  

   

    

 





 


 
   

Y Y

Y Y

Y Y Y

Y Y Y Y

 (15) 

其中, Y 为 Y(X)的标准差; ( ) i
Y 为响应的 i 阶中心矩. 

由此, 可应用上文阐述的方法求取随机应 Y(X)

各阶统计矩, 然后将方程(14)中级数进行 k 阶截断, 

由(15)式计算级数展开系数后, 可方便求得 Y(X)的概

率密度函数. 虽然A 型Gram-Charlier级数简便易行, 

但当随机变量的三阶矩和四阶矩超出一定范围时 , 

其逼近所得的概率密度函数就会出现负值, 导致级

数结果不满足基本的概率公理 . 因此鉴于 A 型

Gram-Charlier 级数的不足, 文中应用 CGC 级数求取

响应的概率密度函数. CGC 级数定义为 

  
 

 
1

1

1
exp

,
1

exp d






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
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
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 
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 


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j j
j

Y

j j
j

H Y
j

f Y

H Y Y
j

 (16) 

其中, j为级数展开系数. 同 A 型 Gram-Charlier 级数

相比较, CGC 级数为指数形式, 保证其概率密度值恒

为正值; 同时通过归一化处理, 亦保证了概率密度在

函数定义域内积分恒为 1. 此外 CGC 级数的优势还

在于其不但对于拟正态分布能够获得高精度的数值

结果, 而且对于偏离正态分布的分布类型亦也能获

得满意结果. 

当 CGC 级数的展开次数为 k 阶时, 其逼近系数

向量 =[1,2, ,k]
T 的求取可通过求解下面的线性

方程组获得 

 A B,  (17) 

其中, B 为 k 维列向量, b1=0, bm=(m-1)m2(m
 = 2, 

3, , k); A 为 k×k 维对称矩阵: 

 
2

1, 1,
0

1

!

i j

ij i j m m
m

a
m


 

 


  ,  (18) 

其中, i1, j1, m定义为 

 
 , , 21, 1,

1

 1

0 .

i j m
p i j mi j m

i j mp

q i j mq p  
 

   
      



 且

其他

, , , (19) 

m 为埃米特矩, 可应用下面公式求得 

      d .     m m Y mH Y f Y Y H Y  (20) 

当 k=4 时, 对称阵 A的上半角元素和向量 B可表

示为 
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    T
2

4 1
0 1 2 3 1 .



      Y YmB  (22) 

为偶数, 
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对(16)式积分, 即可获得随机响应 Y(X)的概率分

布函数: 

  
 

 
1

1

1
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1

exp d




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j j
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Y

j j
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H Y Y
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F y Y y

H Y Y
j

  (23) 

3  数值算例 

为阐述方法的有效性和计算精度, 选取三个工

程随机问题的实例进行分析和说明, 蒙特卡罗随机

模拟方法用来验证计算结果的准确性. 

3.1  平面十杆桁架结构 

首先考察基本随机变量的不同分布状态对方法

求解精度的影响. 考虑某平面十杆桁架结构如图 2 所

示, 所有杆件假设均匀且横截面积相同. 节点 1 和 2

处施加平面约束, 在节点 3 处施加竖直向上载荷 F3Y、

节点 5 处同时施加竖直方向载荷 F5X 和水平方向载荷

F5Y. 结构随机性来源于材料弹性模量 E(GPa)、杆件

横截面积 A(mm2)以及结构的外激励 F3Y(N), F5X(N)和

F5Y(N). 为考察分布类型对求解精度的影响, 假设E和

A 为服从正态分布随机变量, 外激励 F()分别为服从对

数正态和威布尔分布的随机变量, 参数列于表 2 中. 
 

 
图 2  平面十杆桁架结构 

当激励F()为威布尔分布随机变量时(均值=1000 N, 

标准差=50 N), 威布尔分布密度函数的参数=24.950, 

=1022.1. 每个随机参数选用 5 个数值积分点, 根据

随机参数分布类型并结合表 1 中数值积分公式选取

高斯型数值积分点列于表 3 中. 

如表 3 所示, 当每个随机参数选用 5 个高斯型数

值积分点时, 所需结构重分析(有限元程序调用)次数

为 24(=4+4+5+5+5+1)次. 因此, 由图 1 中所示的算法

流程, 首先根据表 3 中所给的数值积分网格点, 调用桁

架结构的有限元求解程序即可获得结构最大位移响应

的 24 个样本点; 将获得的随机响应样本点和高斯型数

值积分权值代入(7)式中 , 可求得一维函数 ˆ ( ) iY X  

 1 1 1, , , , , ,     i i i nY X 各阶原点矩; 然后将各阶

一维函数原点矩汇总代入(5)式后求得结构最大位移

响应的概率统计矩. 对于CGC级数展开阶次 k的选取, 

当 k=4 时, 由(21)式中矩阵 A 的表达式将包含有随机

响应前六阶概率统计矩, 这将能很好的适应随机响应

密度函数逼近问题, 因此文中所用CGC级数展开系数

为 4 阶. 由(21)和(22)式计算矩阵 A 和 B 后解得 CGC

级数展开系数. 最终求得该桁架结构位移响应峰值

的概率密度函数和分布函数如图 3 所示. 为了便于对

比说明, 计算结果同样本量为 104 次的蒙特卡罗数值

模拟(MCS)结果进行对比验证. 

由图 3可知: 应用文中给出的算法流程获得结构

最大位移的概率分布同蒙特卡罗方数值模拟结果吻

合较好, 表明算法不但对于正态分布随机变量, 对于

对数正态、威布尔分布等非正态随机变量, 都能给出

较为准确的随机响应概率分布. 此外, 图 3 给出了半

对数坐标下结构最大位移响应的分布函数(CDF)曲线, 

目的是为了能够更好的考察算法对响应概率分布尾

部的估计能力. 对于机械结构安全性分析和设计而

言,对响应分布函数的尾部状态估计的好坏是衡量和

评价算法求解精度的重要指标. 由图 3 可知, 同 104

次蒙特卡罗相比较 , 算法亦能够对小概率事件 , 

P104, 103], 给出可靠估计. 

表 2  十杆桁架结构随机参数统计特征 

Case 1 Case 2 
Distribution Normal Normal 

Lognormal Weibull 
Variable E A F3Y F5X F5Y F3Y F5X F5Y 

Mean 210 100 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
Std. D 10.5 5 50 50 50 50 50 50 
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表 3  高斯型数值积分网格点 

Numerical integration points 
Variable No. 

E A F3Y F5X F5Y 

1 180.00 100.00 1000.0 1000.0 1000.0 

2 240.00 100.00 1000.0 1000.0 1000.0 

3 195.77 100.00 1000.0 1000.0 1000.0 
E 

4 224.23 100.00 1000.0 1000.0 1000.0 

5 210.00 85.715 1000.0 1000.0 1000.0 

6 210.00 114.28 1000.0 1000.0 1000.0 

7 210.00 93.222 1000.0 1000.0 1000.0 
A 

8 210.00 106.78 1000.0 1000.0 1000.0 

9 210.00 100.00 998.75 1000.0 1000.0 

10 210.00 100.00 865.88 1000.0 1000.0 

11 210.00 100.00 1152.0 1000.0 1000.0 

12 210.00 100.00 933.34 1000.0 1000.0 

F3Y 

13 210.00 100.00 1068.8 1000.0 1000.0 

14 210.00 100.00 1000.0 998.75 1000.0 

15 210.00 100.00 1000.0 865.88 1000.0 

16 210.00 100.00 1000.0 1152.0 1000.0 

17 210.00 100.00 1000.0 933.34 1000.0 

F5X 

18 210.00 100.00 1000.0 1068.8 1000.0 

19 210.00 100.00 1000.0 1000.0 998.75 

20 210.00 100.00 1000.0 1000.0 865.88 

21 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1152.0 

22 210.00 100.00 1000.0 1000.0 933.34 

Case 1 

F5Y 

23 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1068.8 

9 210.00 100.00 968.89 1000.0 1000.0 

10 210.00 100.00 1036.4 1000.0 1000.0 

11 210.00 100.00 1075.9 1000.0 1000.0 

12 210.00 100.00 1105.5 1000.0 1000.0 

F3Y 

13 210.00 100.00 1131.5 1000.0 1000.0 

14 210.00 100.00 1000.0 968.89 1000.0 

15 210.00 100.00 1000.0 1036.4 1000.0 

16 210.00 100.00 1000.0 1075.9 1000.0 

17 210.00 100.00 1000.0 1105.5 1000.0 

F5X 

18 210.00 100.00 1000.0 1131.5 1000.0 

19 210.00 100.00 1000.0 1000.0 968.89 

20 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1036.4 

21 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1075.9 

22 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1105.5 

Case 2 

F5Y 

23 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1131.5 

Mean Value 24 210.00 100.00 1000.0 1000.0 1000.0 

 
3.2  某车架固有频率的随机分布 

算例 3.1考察了不同分布类型对结果计算精度的

影响. 算例 3.2 将考察算法在求解结构固有频率方面

的应用. 某车架如图 4 所示, 结构有限元模型如图 5

所示. 车架采用壳单元建模并假设各个部件具有相

同厚度 t(mm). 车架主梁长为 L(mm), 各个横梁等间 

距, 即 l=L/6; 材料密度为 7.89103 kg/m3. 有限元模

型共包含 2820 个四边形单元. 结构随机因素参数的

考虑包括几何尺寸(主梁长 L、主梁高 H(mm)、车架

宽 W(mm)、横梁高 h(mm)、腹板宽 w(mm)、钢板厚

度 t)和材料属性(如弹性模量 E(GPa)、泊松比)等;随

机变量的分布参数列于表 4 中. 
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图 3  结构最大位移的概率分布 

(a) 对数正态分布; (b) 威布尔分布 

 

图 4  车架结构俯 
(a) 视图; (b) 侧视图; (c) 主梁截面 

 

 

图 5  车架有限元网格图 



中国科学: 技术科学   2012 年  第 42 卷  第 1 期 
 

111 

表 4  车架结构随机参数统计特征 

Variable Distribution Mean Std. D COV 

 Normal 0.3 0.345 0.115 Material 
properties E Normal 210 7.350 0.035 

t Normal 5 0.150 0.030 

w Normal 45 4.725 0.105 

h Normal 100 6.500 0.065 

H Normal 140 11.90 0.085 

W Normal 500 17.50 0.035 

Geometrical 
dimensions 

L Normal 3600 90.00 0.025 
 

图 6 中给出了略去前六阶刚体模态后车架一阶和

二阶固有频率的概率分布, 并将数值结果同蒙特卡罗

方数值模拟结果进行了对比. 算例中, 蒙特卡罗方数

值模拟次数为 104次, 以 5 s/次的速度可估算蒙特卡罗

方模拟需时大约 14 h. 同时, 由于所有随机参数均服

从正态分布, 采用 5 点数值积分, 则由(13)式可知本文

方法所需的有限元重分析次数为 33 (=84+1)次, 需时

约为 165 s. 

由图 6 可知: CGC 法和蒙特卡罗方数值模拟结果

吻合较好, 即 CGC 法具有较好的计算精度; 而就计算

效率而言, 蒙特卡罗方法需要的机时约为本文算法的

300(104/33)倍. 同时工程计算中为保证对小概率事件

的估计精度 , 蒙特卡罗方方法的模拟次数通常为

105~106 数量级, 甚至更多; 而 CGC 法所需的重分析

次数仅为 33 次 (以本算例为例), 相比较之下, 本文方

法通常能够节省计算资源消耗两个数量级以上. 

 

图 6  结构固有频率的概率分布 
(a) 一阶固有频率; (b) 二阶固有频率 
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3.3  弯管应力的随机分布 

算例 3.2考察了算法在求取随机结构固有频率概

率分布中的应用. 诚然固有频率是考察机械结构、特

别是遭受动态激励的工程结构响应的重要指标. 但

对于算法与有限元程序结合的讨论还局限于总体层

次, 即针对有限元模型内部节点层次随机响应的考

察还有欠缺. 因为大量的工程实践表明, 结构的破坏

多由于结构局部应力水平高或者动载荷作用下局部

应力幅变化大等因素引起构件的拉伸、剪切或者疲劳

破坏. 因此结构内部关键部位节点或单元的应力随

机分布状态是算例 3.3 的考察重点. 

考虑某内压作用下的 90°弯管结构如图 7(a)所示, 

该弯管结构多见于压力管道或压力容器的连接部 . 

其破坏多表现为由于内部介质腐蚀而造成局部应力

集中, 或者由于输送介质压力的波动而引发裂纹导

致管壁泄露. 

为提高计算效率, 选取二分之一结构体建模, 并

应用六面体单元划分网格后, 结构有限元模型中共

含有 5355 个节点. 为便于说明, 划分网格后将结构

单元编号如图 7(b)所示. 即, 沿管壁内部曲线 AE 上

共分布有单元号为 No.1~No.50 的 50 个单元; 沿内壁

弧线 CF 上分布着单元号为 No.26, No.76, , No.976

的共 20 个单元; 而在管壁厚度 t 上划分了 4 层单元; 

则结构有限元模型中共包含有 4000 (50204) 个六

面体单元. 由于 Von Mises 应力在工程结构失效判断

中应用较为广泛, 因此选取结构的 Von Mises 应力为

考察对象进行随机应力计算. 

根据确定性结构受力状态分析可知: 在管壁厚

度方向上, 管壁内部单元的 Von Mises 值大于与之相

邻的外层单元 (在管壁厚度方向上共划分了 4 层单

元); 在图 7(b)所示的单元号分布图中, 弧 BD 段上 C

点Von Mises值最高, 然后向端点A和E点依次降低; 

在 CF 弧段上 Von Mises 应力由 C 点向 F 点依次降低. 

因此 C 点为结构上 Von Mises 应力的峰值点, 为危险

区域的核心. 算例中随机因素的考察包括结构的几

何尺寸(管道直径 D(mm)、管壁厚 t(mm)和弯管半径

R(mm)), 材料属性(材料弹性模量 E(GPa)和泊松比), 

以及管道内部介质压力 P(MPa). 随机参数的概率统

计特征列于表 5 中. 

根据表 5 基本随机参数分布信息, 由表 1 中给定

的正态随机变量数值积分公式, 生成类似表 3 中给出 

 

图 7  弯管结构 

(a) 结构示意图; (b) 单元号分布图 

表 5  内压弯管结构的随机参数统计特征 

Variable Distribution Mean Std. D COV 

 Normal 0.3 0.315 0.105 Material 
properties E Normal 210 24.15 0.115 

t Normal 10 0.35 0.035 

D Normal 160 4.00 0.025 
Geometrical 
dimensions 

R Normal 100 5.50 0.055 

Pressure P Normal 15 0.48 0.032 

 
的高斯-埃米特型数值积分分网格点, 调用有限元程

序进行 25(=4×6+1)次确定性有限元分析, 收集整理

响应样本点, 应用文中计算方法考察了图 7(b)中的弯

管内壁 A, B 和 C 点在恒定内压作用下的随机 Von 

Mises 应力的概率分布, 并应用蒙特卡罗数值模拟方

法对所得的随机应力概率分布进行了对比验证, 结

果如图 8 所示. 

由图 8中随机有限元程序计算结果可知: 在弯管

内壁沿弧线 AC 方向, C 点的随机 Von Mises 应力均

值最高, 然后向端点 A 处降低. 又由确定性受力分析

可知: 管壁内部沿弧 AE 上 Von Mises 应力呈现以 C

点为中心的对称分布状态. 当考虑随机因素影响后, 

随机 Von Mises 应力亦保持了分布的对称性, 其结果

可通过观察由图 9 给出的结构随机 Von Mises 应力分

布的整体概率密度曲面得出. 

类似方法可以考察结构体上其他部位的应力分

布状态. 算例中蒙特卡罗方抽样次数为 104 次, 每次

模拟有限元程序需时 7.5 s, 因此整个模拟过程共约

需要机时 21 小时. 而根据文中给出的算法流程, 考

虑所有随机参数均服从为正态分布, 采用 5 点降维数

值积分, 计算随机响应的概率分布共需有限元重分

析次数为 25(=46+1)次, 需时机时约为 200 s. 对比

图 8 中计算结果和模拟结果可知: 本文算法能够获得 
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图 8  弯管内壁 A, B, C 点 Von Mises 应力的概率分布 

 

图 9  弯管内壁沿弧 AE 方向 Von Mises 应力的整体概率分布: 概率密度曲面及其等值线 

较为准确的响应概率分布, 而两种方法的机时消耗

比约为 378:1 (3600:200). 由此可知文中算法能够

以较小的计算资源消耗获得较高精度的数值解. 

4  结论 

文中应用降维数值积分法与 C 型 Gram-Charlier

级数相结合, 讨论了结构随机响应概率密度求取的

数值方法. 数值算例中介绍了平面十杆桁架的位移

响应计算、车架的固有频率分析和弯管结构 Von 

Mises 应力计算等工程应用问题, 探讨了有限元程序

与随机响应数值算法的结合. 数值算例表明如下内容. 

(i) 本文算法计算精度与蒙特卡罗方模拟结果吻

合较好 , 特别是对随机响应概率分布的尾部 (P 
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104, 103])亦能给出准确估计, 为结构可靠性分析

与设计打下良好基础. 

(ii) 算法就精度而言, 可以与 104 数量级的蒙特

卡罗方法相比拟, 而效率较传统方法提高许多. 数值

算例表明文中算法较传统方法节省计算资源消耗两

个数量级以上, 有限元重分析次数可限制在几十次

或百次之内. 由此可在个人计算机上实现工程随机

问题的分析和计算, 提高产品的设计质量和效率. 

(iii) 算法流程简便易行, 不需要计算结构随机

响应对于基本参数的梯度和二阶灵敏度和信息; 亦

不需要对结构有限元模型中刚度矩阵等信息的修改. 

因此可以充分发挥现有成熟有限元程序的优点, 依

据文中给出的算法流程进行少量的确定性有限元计

算后即可获得随机响应的概率分布. 
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