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摘要    2005 年法国学者 Gogu 分析了现有的 35 种不同形式的自由度公式, 指出其中的快速

计算的公式有一定的局限性、不通用. 因此, 寻找更通用、更简单快捷的自由度公式, 仍是国

际上机构学的热点, 也是完善机构学结构理论的一个重要课题. Gogu 在 2008 年提出了一种可

以避开虚约束的新的算法, 但其通用性仍依然有限. 为了解决这一问题, 本文提出杆组自身的

阶、广义运动副的阶、虚拟运动副、虚拟环路和虚拟环路阶的新概念, 给出了一种新的结构简

单的通用公式. 这种方法是把多环路的自由度计算转换成若干个独立的虚拟环路单独计算, 使

问题得到了简化, 避免了计算虚约束, 大大的降低了计算的难度. 通过多种不同类型机构的计

算分析, 证明了新公式的简单性、通用性、有效性和实用性. 它的应用, 将为广大的工程技术

人员掌握空间机构自由度的计算方法, 提供极大的方便. 
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近几年在 MMT 等刊物上, 发表了很多关于机构

自由度的文章[1―7], 也包括用李代数和群论[8―10]等现

代数学探讨自由度的研究. 2005 年 Gogu 在法国国家

科学研究委员会计划项目资助下, 对近 150 年有代表

性的 35 种自由度公式和作者的贡献进行了介绍, 他

把自由度算法分成两类: 一类是通过运动约束方程

组求秩来计算的, 有通用性, 非常麻烦; 另一类是快

速计算的方法, 简单、有局限性、不通用. 因此, 寻

求更通用、更简单快捷的自由度公式, 仍是国际上机

构学的热点.  

人们发现公式不通用的原因是虚约束造成的 , 

就在特定的公式中增加了虚约束项 v[11~14], 对其修正. 

文献[11]将(1)式修正为 F=∑P 

i=1fi −min∑L 

j=1dj+v. 文献 

[12]将“K-G”公式修正为 M=d(n−g−1)+∑g 

i=1fj+v, 黄真

用该式和螺旋理论, 解决了很多疑难机构的自由度

问题[15]. 该方法是通过分析机构的运动螺旋系和反

螺旋系, 求出机构的公共约束. 再分析支链的运动螺

旋系、反螺旋系和支链约束螺旋的相关性, 求出虚约

束 v.  

2008 年 Gogu 又针对并联机构提出一种新的算

法[16], 这种方法是把联接动静平台的 k个支链的运动

参数 RGi 的数目 SGi 之和∑k 

i=1SGi 与 RGi 交集的维数

dim(RG1∩RG2∩…∩RGk)之差, 作为机构各环路阶之

和 r, 计算自由度. 优点是能避开虚约束的计算, 缺

点是有一定的局限性 , 仍然不能求解文献 [2]的

4-UPU 机构和含虚约束的双环路平行四杆机构.  

于是就产生了这样一个问题, 是否能够找到一

种既不计算虚约束, 又能在各种机构中完全通用, 结

构更简单的自由度公式呢? 经过分析我们得到了肯

定的答案. 下面对现有的多环路自由度公式做一个

简单的分析.  
1978 年 Hunt 在文献[17]给出的多闭环自由度公
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式的结构最简单, 即 

 
1 1

,
= =

= −∑ ∑
P L

i j
i j

F f d  (1) 

其中 fi为第 i个运动副的自由度数, P为机构总的运动

副数, L 为独立环路数, dj 为第 j 个独立环路的阶. 这

个公式早在 1954年, 就被Moroskine以下面的形式[18]

给出过 M = ∑m 

i=1fi−r, 其中 m 相当于(1)式的 P, r 相当

于 r =∑L 

j=1dj
 .  

Gogu 近期的多篇文章, 都是把(1)式作为不通用

的例子[5,16]. 文献[5]中 Gogu分析了图 1的 PCM机构, 

它有 12 个一类副, 2 个独立环路的阶均为 5, 由(1)式

得出 F=12−(5+5)=2 的错误结果. 他还利用运动约束

方程组求秩, 通过求解 12×12 的矩阵, 得出各环路阶

之和为 9, 自由度为 F=12−9=3 的正确结果. 因此, 

Gogu 说: 只能认为这些公式有缺陷还不完善, 应当

检查这些公式.  

在文献[14]中, 根据把杆组依次添加到前一环路

上形成多环路机构的过程, 对(1)式进行过详细的推

导, 多次检查这一推导过程并没有错误. 这个公式用

在单环路和不含虚约束的多环路机构中应用, 都不

会出现错误, 为什么用在含有虚约束的机构中会出

现错误呢? 仔细分析后发现, 用环路阶 dj计算含虚约

束的自由度时, 会引起运动参数的重复计算.  

为了能克服(1)式的这个缺点, 我们提出用虚拟

环路法对(1)式进行修正, 使其能在任意空间机构中

通用. 为此, 提出杆组自身的阶、广义副的阶、虚拟

运动副、虚拟环路、虚拟环路阶的新概念, 并利用这

些新概念推导出一个用虚拟环路阶表示的通用公式.  
 
 
 

 

图 1  PCM 机构 

完成了 150 多年来人们寻求建立一个通用自由度公

式的愿望.  

1 机构自由度分析的新概念和新理论 

为了便于分析, 在空间多闭环机构中, 每个独立

环路与其相邻环路不重复的独立杆件的组合我们称

之为杆组, 杆组的自由度可以小于零、等于零和大于

零, 杆组的构件可以是从动件, 也可以是原动件. 这

里定义的杆组是广义的杆组, 不是自由度为零的阿

苏尔杆组. 例如图 2 的九杆机构有四个独立环路, 它

含有图 3 中的 ABCD, EFG, HK, PRM 四个杆组.  

为了把相邻两个环路不同的运动传递方式用统

一的术语来描述, 我们引入虚拟运动副的概念. 设相

邻两个环路传递运动的构件为 A 和 B, 无论它们是否

相邻, 都假想地看成是由一个运动副连接的, 这个假

想的运动副称之为虚拟运动副, 简称为虚拟副. 当组

成虚拟副的两个构件 A和 B相邻时, 虚拟副是一个真

实的运动副; 当组成虚拟副的两个构件A和B不相邻

时, 虚拟副是一个广义副,即广义运动副 [12,19]. 任意

两个相邻的独立环路之间的运动传递, 都是通过虚

拟副完成的. 第 j 个杆组与所其连接的前一个环路的

虚拟副组成的环路称之为虚拟环路.  

利用虚拟副的概念, 可以这样来描述多环路机

构的组成: 具有 L 个独立环路的机构, 是用 L−1 个杆

组依次添加到前一环路组成虚拟副的两个构件A和B

上形成的.  

这样就可以把具有L个独立环路的机构, 看成是

由 L个独立的虚拟环路组成的. 前一虚拟环路的运动 
 

 

图 2  ED＝FG=HK, ED//FG//HK 

 

图 3  各环路杆件不重复的独立部分 
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输出构件A和B, 也是后一虚拟环路的运动输入构件. 

依此类推, 直到把运动传递到最后一个环路.  

在多环路机构中, 第 j 个环路不相邻的两个构件

A 和 B 组成的广义副用 GA,B  

j 表示, 它的相对运动参数

称之为广义副的阶, 用 dA,B  

j 表示, 虚拟环路的阶用 dX  

j

表示, 杆组自身的阶用 dgz  

j 表示, 自由度为 Fj, 杆组的

构件数为 nj、总的运动副数 Pj, 第 i 个运动副的自由

度数目 fi, 按我们在文献[14]给出的推导方法, 可以

得出第 j 个虚拟环路杆组的自由度公式, 即 

 
1

,
=

= −∑
jP

X
j i j

i
F f d  (2) 

其中∑Pj  

i=1fi 是第 j 个杆组的运动副自由度之和, dX  

j 是杆

组与广义副闭合后所失去的自由度, 两者之差 Fj, 就

是第 j 个杆组添加后机构自由度的变化, 它可以小于

零、等于零和大于零.  

多闭环机构的自由度计算, 就是根据机构组成

的先后联接顺序, 依次求出第 j 个环路杆组的自由度

Fj, L 个独立环路杆组的自由度之和就是机构总的自

由度 F, 即 

 1 2
1

.
=

= + + ⋅⋅⋅ + = ∑
L

L j
j

F F F F F  (3) 

把(2)式代入(3)式,经推导得到虚拟环路法的机

构自由度公式, 即 

 
1 1

,
= =

= −∑ ∑
P L

X
i j

i j
F f d  (4) 

其中 fi为第 i个运动副的自由度数目, P为机构总的运

动副数目. 需要强调说明的是, F 是包括局部自由度

Fr在内的自由度, F−Fr是机构从动件具有确定运动所

需的原动件数目.  

设机构各环路虚拟阶之和为 dX, 则 

 Xd =
1

.
=

∑
L

X
j

j
d  (5) 

对于一个确定的机构, 在非奇异位形的位置, 它

的虚拟环路阶之和 dX 是个确定的值, 该值与“运动的

方程组”求秩的值相等.  

2 虚拟环路阶的表示方法和运算规则 

2.1 虚拟环路阶的表示方法和运算规则 

为了能反映出第 j个虚拟环路运动参数的多少和

类型, 用 dX  

j (α β γ , x y z)表示, 括弧中的α, β , γ , x, y, 

z 是形式参数, 分别代表含有绕 x, y, z 轴的转动和移

动. 为了讨论方便, 也可以把α, β, γ 所代表的实际转

角符号写入对应的位置, 例如α =ϕ, β=θ, γ =ψ, 则写成

dX  

j (ϕ θ ψ , x y z). 形式参数的值只有 0 和 1 两种. 0 表

示没有参数对应的运动, 直接写入 0; 1表示有对应参

数的运动, 写入对应的形式参数符号. dX  

j 的值为各参

数值之和, dX  

j =α+β+γ+x+y+z. 例如 dX  

j (0 0 γ , x y 0)是第

j 个虚拟环路的阶, 代表环路中含有绕 z 轴的转动γ和
沿 x 和 y 轴的移动, 没有绕 x 和 y 的转动和沿 z 轴的

移动, 其值为 dX  

j =3.  

dX  

j 的计算方法为: dX  

j 等于广义副的阶 dA,B  

j−1与杆组

自身的阶 dgz  

j 之和, 即 

 dX 

j  = dA,B 

j−1 +dgz 

j , (6) 

该式为第 j 个虚拟环路阶的约束方程, 简称为阶约束

方程.  

在 dA,B  

j−1 +dgz  

j 相加的运算中, 代表对应参数的因子

相加, 运算法则为 

 xi+xi=xi, xi+0=xi, 0+0=0, xi=0, 1. (7) 

值得强调的是, 计算机构自由度时, 对于任意选

定的独立环路 I, 因为它没有前一环路, 所以环路 I

的虚拟环路阶 dX  

I 总是等于实际环路的阶 dI, 或者说环

路 I 仅仅是一个名义上的虚拟环路, 即 dX  

I =dI.  

2.2 虚拟环路阶与实际环路阶的关系 

虚拟环路阶 dX  

j 与实际环路阶 dj 的关系为 

 d 

X 

j ≤dj, j = 1, …, L, (8) 

dj 值可以直接用观察法求得, 也可以用观察法或螺旋

理论, 求环路的公共约束 mj, 再求 dj=6−mj. 使用(4)

式时, 首先要根据虚拟副的 A 和 B 是否邻接, 判定哪

些环路的dX  

j 与dj相等, 这个判断法则称之为阶的判定

定理: 1) 任选的第 I 环路 dX  

I =dI; 2) 虚拟副的 A 和 B

相邻 dX  

j =dj(添加第 j 个杆组时, 如果前一环路虚拟副

的 A 和 B 构件相邻, 则第 j 个虚拟环路与机构的真实

环路相同, 两种环路的构件数和运动副数完全相同, 

所以 dX  

j =dj); 3) 虚拟副的 A 和 B 不相邻, 由(8)式确定

dX  

j 值, 可能 dX  

j =dj, 也可能 dX  

j ≠dj(如果前一环路虚拟副

的 A和 B不相邻, 添加后得到的虚拟环路与真实环路

不同, 虚拟环路的构件数目和运动副数目都少于实

际环路的, dX  

j ≤dj). 设各独立环路阶之和为 dL, 则 dL= 

∑L 

j=1dj, 机构的虚约束数 v 为 v=dL−dX.  
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3 虚拟环路法的应用算例 

使用虚拟环路法时, 首先要用阶的判定定理 1和

2, 确定出 dX  

j =dj 的环路, 再用阶的判定定理 3 根据(8)

式确定其余环路的 dX  

j , dX  

j 的确定关键在于正确地求出

dA,B  

j−1 . 所以正确地确定 dj 和 dA,B  

j−1是自由度计算的关键.   

dj 的确定可以使用观察法: 1) 如果有两个方向

不同的回转运动, 它们都与某一平面平行, 另外还有

一个与该平面不平行的回转运动, 那么在三个坐标

轴上就都有回转分量; 2) 除了移动副产生的沿三个

坐标轴的位移之外, 要充分注意由于转动引起的位

移[20].  

另外, 也可以用观察法或者螺旋理论, 先确定环

路 j 的公共约束 mj, 再求 dj=6−mj. 下面通过几个实例, 

介绍虚拟环路法的应用. 像本文的几个例子一样, 多

数情况下 dA,B  

j−1可以用上述的观察法确定. 但是由于机

构结构的复杂性, 以及 dA,B  

j−1≤dj 的关系, 在一些情况下

dA,B  

j−1的确定比 dj 的要简单, 少数情况下比 dj 的要复杂, 

更通用的 dA,B  

j−1确定方法, 还有待于系统地研究后给出, 

这并不影响本文的结论.  
例 1.  图 4 是 3-RPS 机构, 每个杆组的 R 轴线都

与移动副 P 垂直, 三个杆组均布. 环路 I 中, 没有公

共约束 dX 

I =6, FI =∑PI 

i=1fi−dX 

I =10−6=4. 动平台有三个移

动和三个转动, 以及一个沿 CD 轴回转的局部自由度, 

所以 d3,6 

I (α β γ , x y z)=6. 环路 II 中, 杆组 GHK 没有 x

轴方向的位移, 它自身的阶 dgz  

II (α β γ , 0 y z)=5, 所以

dX 

II=d3,6 

I (α β γ , x y z)+dgz  

II (α β γ , 0 y z)= dX 

II(α β γ , x y 

z)=6, FII=∑PII 

i=1fi−dX 

II=5−6=−1, F=FI + FII =4+(−1)=3. 由 

(4)式得 F=15−(6+6)=3.  

把杆组 GHK 添加到动平台上时, 它给第 I 环路

施加了一个约束, 机构的自由度减少为 3, 但动平台

仍然有六个运动 d1,3 

I (α β γ , x y z). 这类似于铰链四杆

机构, 自由度为 1, 连杆的运动是有两个移动和一个 

 

 

图 4  3-RPS 机构 

转动. 本例中 dX 

I  = dI, d
X 

II = dII, 机构不含虚约束, 因此, 

也可以利用(1)式和“K-G”公式计算.  

例 2.  图 5 是 Bagci 分析的三环路七杆机构 ]13[ . 

环路 I中, 杆组RCCR的四个轴线平行. 环路 II中, 是

把 E, F, G 点的杆组 SRP 添加到环路 I 的件 2 和件 7

上组成的. 环路 III 中, 是把 2P 杆组添加到环路 II 的

件 5 和件 7 上组成的. 环路 I 的构件都不能绕 z 和 y

轴转动, 它的阶 dX 

I =dX 

I (α  0 0, x y z)=4, FI=∑PI  

i=1fi−dX 

I = 

6−4=2, d2,7 

I (α  0 0, x y z)=4. 环路 II 中, 考虑到由件 4

转动引起的位移为 x和 z, 杆组 EFG 的阶 dgz  

II (α β γ, x y 

z)=6. dX  

II =d 

2,7  

I (α  0 0, x y z)+dgz  

II (α β γ, x y z)=dX 

II(α β γ , x 

y z)=6, FII=∑PII  

i=1fi−dX 

II =5−6=−1. 环路 III 中, 杆组 KH 的

阶 dgz  

III(0 0 0, 0 y z)=2, d 

5,7  

II (0  0 0, 0 y 0)=1. dX 

III=d 

5,7  

II (0  0 0, 

0 y 0)+dgz 

III(0 0 0, 0 y z)=dX  

III(0 0 0, 0 y z)=2, FIII=∑PIII  

i=1fi−dX 

III

=2−2=0, F=FI+FII+FIII=2−1+0=1. 由(4)式得 F=13−(4+ 

6+2)=1.  
例 3.  图 1 是 11 杆的 PCM 机构. 环路 I 中, 两

个 RRRP 杆组串联成为一个杆组, 所有的 R 和 P 副的

轴线都平行于 x0O0y0平面, 有一个不能绕 z0轴回转的

公共约束, 所以 dX 

I =dX 

I (α β 0, x y z)=5, FI=∑PI  

i=1fi−dX 

I = 

8−5=3. 环路 I中, 动平台 4的两个回转副总是平行与

x0O0y0 平面的, 所以只能作平动, 它与机架组成的广

义副的阶 dA,B 

I (0 0 0 , x y z)=3. 环路 II 的 RRRP 杆组, 

所有的 R 和 P 副轴线平行于 z0 轴, 都没有绕 x 和 y

轴的转动, 杆组的阶 dgz  

II (0 0 γ, x y z)=4, dX 

II=dA,B 

I (0 0 0, x 

y z)+dgz  

II (0 0 γ, x y z)=dX 

II(0 0 γ, x y z)=4, FII=∑PII  

i=1fi−dX 

II= 

4−4=0, F=FI+FII=3+0=3. 由(4)式得 F=12−(5+4)=3.  

虚拟环路法求得∑L 

j=1d
X 

j =5+4=9, 这正是 Gogu 在

文献[5]中用“运动方程组求秩”的方法, 由12×12的矩

阵才得到的结果. 这充分说明虚拟环路阶之和 dX 就

是“运动方程组”的秩, 两者作用相同, 有等效性. 

例 4. 图 6 是一个 2-PRU/PR(Pa)R 机构 ]21[ , 由三

个环路组成的. 环路 I 为 ABCDFE, 在 O-yz 平面内,  
 

 

图 5  七杆机构 
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图 6  2-PRU/PR(Pa)R 机构 

含有一个 2-PRU(C 和 D 为 U 副)杆组; 环路 II 为

GMJHKDEF, 其中含 PR⊥R//R⊥R 的一个杆组; 环路

III 为 HJPT, 含一个 2R 杆组, 由于 JH 和 PT 平行且

相等, 所以环路 III 是平行双曲柄机构, 如图 7 所示.  

环路 I 中, 所有构件都不能沿 x 轴移动, 也不能

绕 z轴转动, 它的阶 dI=dX 

I (α β 0 , 0 y z)=4, FI =∑PI  

i=1fi−dX 

I

=8−4=4. 由于件 3 不能沿 x 轴移动, 也不能绕 z 轴转

动, 广义副 G3,11  

I 的阶 d3,11  

I (α β  0, 0 y z)=4.  
环路 II 中, 件 3 和件 6 组成回转副 K, 件 9 和件

10 组成回转副 M, 它们的回转轴线都与 O-xz 平面垂

直, 杆组 PR⊥R//R⊥R 自身的阶为 d
gz
 (α β γ ,  x y z)=6, 

所以 dX 

II =d3,11  

I (α β 0, 0 y z)+dgz (α β γ, x y z)=dX 

II (α β γ , x 

y z)=6, FII=∑PII  

i=1fi−dX 

II =5−6=−1. 由于件 6 相对于件 9 只

能平动, 广义副G
6,9
的阶为 d

6,9 (0  0  0, 0 y z)=2环路 III
中, 杆组 TP 自身的阶为 dgz  

III(α 0  0, 0 y z), 所以 dX  

III=d
6,9 

(0  0  0, 0 y z)+dgz  

III(α 0  0, 0 y z)=dX  

III (α 0  0, 0 y z). 由于

在运动过程中, 两个回转轴K和M总是平行的, 并且

JP=TH, 件 8 联接到 T 点和 P 点之后, 它总是和 JH

平行, 所以它与件 6 的夹角α总是和件 7 与件 6 的夹

角ϕ相等, 也就是说α不是一个独立参数, 因此 dX  

III=dX  

III

(α 0  0, 0 y z)=dX  

III(0 0  0, 0 y z)=2. FIII=∑PIII  

i=1fi−dX  

III=2−2=0, 

机构的自由度 F=FI+FII+FIII=4+(−1)+0=3. 在环路 III

中, 由于环路 III 的阶 dIII=3, 它的虚拟环路阶 dX  

III=2,  

 

 

图 7  JH//PT, JH=PT. 

两者不相等, 所以该环路存在一个虚约束. 同时我们

也看到, 通常被称之为串并联混合的 PR(Pa)R 支链, 
实际上是含一个独立环路的组合体, 它并非是不可

拆分.  

例 5.  图 8 是两个 sarrus 机构的组合. 设件

1-2-3-4-5-6 为第 I 环路, 件 1-2-3-7-8-6 为第 II 环路, 

件 4-5-3-7-8-6 为第 III 环路, 可以任意取两个环路为

独立环路.  

如果用 K-G 公式计算, 由于所有的构件都不能

绕 Z 轴转动, 机构的公共约束为 m=1, 阶 d=5, F= 

d(n−g−1)+∑g 

i=1fi=5×(8−9−1)+9=−1, 用修正的 K-G 公式

计算 F=d(n−g−1)+∑g 

i=1fi+v, 必须用螺旋理论求虚约束

数 v(v=2), 才能得到 F=1 的正确结果.  

用(1)式计算, 可以由三个环路中任取两个(各环

路的阶分别为 dI=5, dII=3, dIII=5), 但是会出现选择的

独立环路不同, 计算结果也不同的现象.  

例如: 第一方案, 先计算环路 I, 再计算环路 III, 

F=9−(5+5)=−1, 与用“K-G”公式计算的结果一样; 第

二方案, 先计算环路 II, 再计算环路 I, F＝9−(3+5)=1, 

出现了和第一方案不同的计算结果. 虽然第二方案

并没有求解虚约束数目 v, 却得到了用修正的“K-G”

公式, 通过求解虚约束数一样的计算结果. 这说明自

由度计算中出现的虚约束, 并不是不可避免的.  

如果用“虚拟环路法”计算, 无论按怎样的顺序

选择独立环路, 计算结果都是一样的. 下面是按不同

环路顺序, 由“虚拟环路法”计算自由度的结果.  

第一方案: 先计算环路 I, 再计算环路 III. 环路 I

的阶 dX  

I =dI=5. FI=∑PI  

i=1fi−dX 

I =6−5=1. 第 III 环路, 是把杆

组 GHK 连接到环路 I 广义副的件 3 和件 6 上组成的, 

这个广义副的阶 d3,6 

I =d3,6  

I (0 0 0, 0 0 z)=1. 在第 III 个环

路中, 杆组自身的阶 dgz 

III=dgz 

III(α 0 0, 0 y z)=3, dX 

III= d3,6  

I   

(0 0 0, 0 0 z)+dgz 

III(α 0 0, 0 y z)=dX 

III(α  0 0, 0 y z)=3. 杆组

GHK 的自由度 FIII=∑PIII  

i=1fi−dX 

III=3−3=0, 机构的自由度

F=FI+FIII=1+0=1. 
 

 

图 8  sarrus 组合机构 

II 

II 

II 

II 

II 
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第二方案: 先计算环路 II, 再计算环路 I. 环路 II

是平面六杆机构, 它的阶 dX 

II=dII=dII(α 0 0 , 0 y z)=3. 

FII = ∑
PII  

i=1fi − d
X 

II=6−3=3. 第 I 环路, 是把杆组 DEF 是连

接到第 II 环路广义副的件 3 和件 6 上组成的, 这个广

义副的阶 d3,6  

II =d3,6  

II (α 0 0, 0 y z)=3, 杆组自身的阶 dgz 

I =  

dgz 

I (0 β 0, x 0 z)=3, 它的虚拟环路阶 dX 

I =d3,6  

II (α 0 0, 0 y z) 

+dgz 

I (0 β 0, x 0 z)=dX 

I (α β 0, x y z)=5, FI = ∑
PI  

i=1fi − d
X 

I

=3−5=−2, 机构的自由度 F=FII+FI=3+(−2)=1.  

本例说明, “虚拟环路法”的计算结果与独立环路

的选择顺序无关, 这种方法不但简捷, 可以避开虚约

束, 而且计算结果具有唯一性, 也能看出它的有效性

和适用性.  

4 讨论 

例 3, 4和 5证明虚拟环路法可以避开虚约束计算, 

以及解决虚约束问题的有效性和(4)式的通用性. 例

1, 例 2 都是不含虚约束的机构, 例 1 各环路阶都为

6, 它的结果可以由(4)式得到, 也可以直接用(1)式和

“K-G”公式得到. 例 2和 4的 3个环路阶都分别为 4, 6, 

2, 各环路阶的差别很大, 这 5 个例子说明无论机构

中是否含虚约束, 以及各环路的阶是否相同, 虚拟环

路法都能适用.  

对比(1)式和(4)式, 仅仅是两个公式第二项中符

号 dX  

j 和 dj不同, 其他的含义都相同, 可以认为(4)式是

对(1)式的修正 , 但并不是简单的结构形式的修正 , 

而是对公式内涵的一种修正, 或者认为(4)式就是(1)

式, 它是给(1)式赋予了新的内涵. 本文是通过虚拟

副和虚拟环路的新概念, 解决了(1)式不能用于含虚

约束机构的问题, 从而建立了新的通用的自由度公

式, 丰富了机构的结构理论.  

虚拟环路法的另一个重要意义在于, 它能合理

的解释多环路空间机构中, 支链所具有的自由度数

目, 以及它的杆组特性. 因此, 可以把空间多环路机

构的组成原理, 用扩展的杆组理论进行定义, 能进一

步为建立平面和空间机构的统一的结构理论奠定基

础.  

在“虚拟环路法”提出之前, 很难想象例 4 中环路

III 的 2R 杆组, 具有阿苏尔杆组自由度为零和两个移

动参数的运动学特性, 即 dX 

II(0 0 0 , x y 0)=2. 由此可

见, 虚拟环路阶看似简单, 却能深刻地反映出杆组所

具有的结构特性和运动学本质.  

在例 2 中, E 点的球面副 S 实际上是含有一个不

能绕 z 轴回转的消极自由度的. 求解过程并没有专门

指出这一点, 也没做专门的处理, 就求出了该机构自

由度的正确结果, 说明(4)式对于含消极自由度的机

构也同样的适用. 当然这仅仅是从正确计算自由度

数目的角度来说的, 如果要分析例 2 机构的运动, 还

是要考虑消极自由度的存在和影响的. 因此, 公式(4)

对于含虚约束、消极自由度和局部自由度的情况都是

适用的, 我们实现了 150 年来人们一直寻求建立通用

的自由度公式的愿望.  

由于“虚拟环路法”是把多环路的自由度计算 , 

转换成若干个独立的虚拟环路单独计算, 使问题得

到了简化, 避免了计算虚约束, 大大的降低了计算的

难度,在理论研究和工程实践中都具有很大的适用性.  

5 结论 

通过 5个不同类型机构的自由度分析, 可以看出, 

无论机构中是否含有虚约束、各环路阶是否相同、是

否含有消极自由度, 都可以用虚拟环路法有效的进

行求解, 表明了这种方法具有通用性和适用性. 由于

所用数学工具和运算都比较简单, 它能极大地促进

广大工程技术人员, 对空间多闭环机构自由度计算

的掌握和拓宽其应用范围.  

更重要的是虚拟环路阶, 深刻地揭示了空间机

构支链的杆组特性, 证明了支链就是广义的杆组, 明

确的给出了杆组在其环路中的自由度, 虚拟环路阶

的这个作用是目前所有其它自由度理论都无法做到

的, 它将对空间机构组成原理产生一定的影响.  

通过以上的理论分析和计算实例, 可以得出以

下几个重要的结论. 

1) (4)式是一个多环路的自由度通用公式, 可以

用于含虚约束、局部自由度和消极自由度的任意机构, 

它具有广泛的适用性和有效性.  

2) 虚拟环路的阶, 是杆组自身的阶和广义副的

阶综合作用的结果.  

3) 机构各虚拟环路的阶之和∑L 

j=1d
X 

j 是一个定值, 

它与用“运动的方程组”求秩的值相等.  

4) 虚拟阶性质的判定定理: 1) 任选的第 I 环路

dX 

I =dI; 2) 虚拟副的 A 和 B 相邻 dX 

j =dj; 3) 虚拟副的 A

和 B 不相邻, 由(8)式确定 dX  

j 值, 可能 dX  

j =dj, 也可能

dX 

j ≠dj.  
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5) 虚拟环路法揭示了空间机构支链的杆组的特

性, 大多数情况下支链就是一个阿苏尔杆组, 少数情

况下是自由度大于零或小于零的广义的杆组.  

6) 同一个结构的杆组, 联接到具有不同阶的广

义副上面, 杆组的作用不同, 所得的虚拟环路的阶也

不同, 因此不能孤立的说某个杆组的阶和自由度是

多少. 例如, 把例 4 中的 2R 杆组添加到图 6 环路 III

的 TP 点, 由于广义副的阶为 2, 添加后 2R 杆组的自

由度为零, 它是一个阿苏尔杆组; 如果把它添加到一

个 6 阶的广义副上, 得到的虚拟环路的阶为 6, 杆  

组的自由度为−4, 杆组添加后给广义副施加了 4 个 

约束.  

由于机构结构的复杂性, 以及 dA,B 

j−1≤dj 的关系, 在

一些情况下 dA,B 

j−1的确定比 dj 的要简单, 少数情况下比

dj 的要复杂, 更通用的 dA,B 

j−1确定方法, 是今后要系统

研究的重要内容. 在计算机构自由度数目时, 消极自

由度并不影响计算结果, 但是它会对机构某些构件

的运动产生一定的影响, 这也是值得今后深入研究的.  

致谢 作者对黄真教授在研究中给予的帮助表示感谢. 
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