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摘要 本文提出稳健 Lq (0 < q < ∞) 正则化模型, 证明该模型解的全局渐近分布定理. 应用该定理可

进一步证明当 0 < q < 1 时所提出的模型具有变量选择一致性, 从而具有良好的变量选择能力. 基于

所获得的理论结果, 提出一类求解该模型的无参量加权迭代算法, 并给出相应的正则化参数选择策略.

数值试验表明本文提出的模型与算法可行、有效, 有广泛的应用价值.
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1 引言

随着信息获取技术的飞速发展,人们所面临处理的数据常常呈现高维、海量和不确定等基本特征.

如何发展有效的数据处理技术以适应这样的高复杂性数据已成为科学与工程技术领域广泛关注的焦

点. 线性回归模型作为一种最基本、最重要的数据分析技术已被广泛应用, 但对于海量、高维和不确

定的高复杂性数据仍遭遇前所未有的挑战.

经典的线性回归模型假定回归变量 y ∈ R 与预测变量 x ∈ Rp 之间存在线性关系

y = xTβ + ε, (1.1)

其中 β = (β1, β2, . . . , βp)T ∈ Rp, ε ∼ N(0, σ2) 服从正态分布. 为了估计系数 β, 一般假设已经采集了 n

个样本 {(xi, yi)|yi ∈ R, xi ∈ Rp, i = 1, 2, . . . , n}, 并采用最小二乘原理

min
β∈Rp

n∑

i=1

(yi − xT
i β)2

求解. 记 Y = (y1, y2, . . . , yn)T ∈ Rn 为回归样本, X = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn×p 为预测样本, 则模型

(1.1) 的最小二乘解为

β̂ols = (XTX)−1XTY.
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最小二乘估计使用非常广泛,且具有良好的理论性质 (如最优线性无偏估计性). 但问题是: 第一,最小

二乘估计对噪声敏感, 稳健性差, 尤其当误差为重尾分布时, 其预测效果不理想; 第二, 最小二乘估计

虽然可以在一定条件下达到无偏,但其估计值方差大.这两个缺陷使得它在应用中受到局限.为了克服

这些局限, 人们提出了稳健回归方法与正则化方法.

稳健回归方法作为一种能够克服大噪声的回归估计方法而被广泛使用,其中最为常用的是最小一

乘方法, 亦被称之为 LAD (least absolute deviation) 方法:

β̂LAD = arg min
n∑

i=1

|yi − xT
i β|.

LAD 方法作为稳健回归估计方法具有很长的研究历史 [1], 自 Chanes 等 [2] 提出使用线性规划方法快

速而高效地求解以来, 它特别引起了广泛的关注. 例如,文献 [4–10]详细分析了 LAD的大样本统计性

质 (如解的渐近分布性), 文献 [11–13] 揭示了它比最小二乘估计具有更好的稳健性.

正则化是针对如何均衡待估计统计量的偏差与方差, 以及解决病态问题而提出来的方法. 基于最

小二乘的正则化方法具有如下形式:

min
{ n∑

i=1

(yi − xT
i β)2 + λnPen(β)

}
,

这里 λn > 0 为正则化参数, Pen 是关于回归系数的函数, 通常取为 β 的某种范数形式. 例如, 取

Pen(β) = ‖β‖22, 该模型即为经典的岭回归 [14]; 取 Pen(β) = ‖β‖1 =
∑p

i=1 |βi|, 该模型即为 Lasso 模

型 [15]; 取 Pen(β) =
∑p

j |βj |q, 1 6 q < ∞ 时, 该模型为 Bridge 模型 [16]. Knight 和 Fu[17] 最先研究了

当 Pen(β) =
∑p

j |βj |q, 0 < q < ∞ 时, 该模型解的渐近性质; Huang[18] 等研究了 Bridge 模型的高维统

计渐进性质. 为了同时克服最小二乘估计的两个缺陷, 文献 [19] 首先提出了结合稳健回归与正则化方

法的 RLAD 模型, 文献 [20, 21] 又进一步将其推广到 LAD-Lasso 和 LAD-Adaptive Lasso 模型. 所有

这些模型都具有如下统一的形式:

min
{ n∑

i=1

|yi − xT
i β|+

p∑

j=1

λn,j |βj |
}

.

显然,这些模型属于稳健 L1正则化框架. 然而近期的研究发现, L1正则化框架有其明显的缺陷 [22−24],

而 Lq (0 < q < 1)正则化框架有更好的理论性质与应用表现. 例如文献 [22]通过实验研究了 L1 框架下

变量选择能力在高维情形下的不足;而对于稀疏信号重建问题,文献 [22–24]均说明使用 Lq (0 < q < 1)

框架需要比 L1 框架更少的采样; 进一步, 文献 [24] 使用 Donoho[25] 提出的相变理论验证了变量选择

能力上 Lq (0 < q < 1) 框架在很多情形下优于 L1 框架. 基于此, 我们本文提出如下稳健 Lq 正则化框

架

β̂n,q = arg min
{ n∑

i=1

|yi − xT
i β|+

p∑

j=1

λn,j |βj |q
}

, (1.2)

并称之为 LAD-Lq 模型, 这里 0 < q < ∞. 显然, 当 q = 1 时, LAD-Lq 模型退化为 RLAD[19], LAD-

Lasso[20] 和 LAD-Adaptive Lasso[21] 模型. 本文拟通过对以上 LAD-Lq 模型的研究, 试图从理论上揭

示 LAD-Lq 模型当 0 < q < 1 时比 q = 1 时有更优良的性质.

本文第 2 节证明 LAD-Lq 模型解的全局渐近分布定理. 第 3 节应用所证明的定理分析 LAD-Lq

模型的变量选择能力, 证明基于 L1 框架的 RLAD 模型在某些情况下不具有变量选择一致性, 而基于
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Lq (0 < q < 1) 正则化框架的 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型有良好的 Oracle 性质, 从而具有变量选择一致

性. 基于所获得的理论结果, 第 4 节提出一类无参量的加权迭代求解算法, 以及与该算法配套的参数

选择策略. 最后, 在第 5 节, 我们提供数值比较实验说明 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型较其它模型有更突

出的变量选择能力 (当误差分布为重尾分布时).

2 LAD-Lq 模型解的渐近分布

假定回归样本 Y = (y1, y2, . . . , yn)T, 预测样本 X = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn×p. 不失一般性 (必要

时可对数据正规化), 我们假设

n∑

i=1

yi = 0,
n∑

i=1

xij = 0,
n∑

i=1

x2
ij = 1, ∀ j = 1, 2, . . . , p.

为了叙述方便, 我们还假设:

(i) 对任意的 yi 成立 yi = xT
i β + εi, 其中 εi, i = 1, 2, . . . , n, 独立同分布 (其分布函数是 F (x)), 满

足 E(εi) = 0 和 Var(εi) = σ2.

(ii)

1
n

XTX → C (n →∞), (2.1)

这里 C 是正定矩阵.

(iii) 定义实值序列

φn(t) =
∫ t

0

√
n(F (s/

√
n)− F (0)))ds. (2.2)

假设对于任意向量 u ∈ Rp, 下述极限存在:

lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

φn(uTxi) = τ(u), (2.3)

其中 τ(u) 为定义在 [0,∞] 上的凸的实值函数.

本节证明如下有关 LAD-Lq 模型解的渐近分布定理.

定理 1 假定 0 < q 6 1 且上述 (i)–(iii) 成立, C 和 τ(u) 如 (2.1) 与 (2.2) 所定义, β̂n,q 为

LAD-Lq (0 < q 6 1) 模型 (1.2) 的解. 则对于任意的 j ∈ {1, 2, . . . , p}, 当 λn,j/
√

n → λj > 0 时

√
n(β̂n,q − β) →d arg min(V (u)),

其中, 当 0 < q < 1 时

V (u) = −uTW + 2τ(u) +
p∑

j=1

λjq|uj |qI(βj = 0); (2.4)

当 q = 1 时

V (u) = −uTW + 2τ(u) +
p∑

j=1

λj{ujsgn(βj)I(βj 6= 0) + |uj |I(βj = 0)},
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这里 W ∼ N(0, C). 进一步, 如果误差 ε 的分布函数 F (x) 满足 F ′(0) 6= 0 且 λj = 0, j = 1, 2, . . . , p, 则

√
n(β̂n,q − β) →d N

(
0,

C−1

4F ′2(0)

)
.

证明 首先易证对于任意的 x 6= 0, 成立下述不等式

|x− y| − |x| = −y[I(x > 0)− I(x < 0)] + 2
∫ y

0

[I(x 6 s)− I(x 6 0)]ds. (2.5)

记

Vn(u) =
n∑

i=1

{|yi − xT
i (β + u/

√
n)|}+

p∑

j=1

λn,j |βj + uj/
√

n|q −
n∑

i=1

{|yi − xT
i β|}+

p∑

j=1

λn,j |βj |q, (2.6)

把 Vn(u) 分解成三部分:

Vn(u) = Vn1(u) + Vn2(u) + Φ(λn),

其中

Vn1(u) = − 1√
n

n∑

i=1

xT
i u[I(εi > 0)− I(εi < 0)],

Vn2(u) = 2
n∑

i=1

∫ xT
i u/

√
n

0

[I(εi 6 s)− I(εi 6 0)]ds =
n∑

i=1

V i
n2(u),

Φ(λn) =
p∑

j=1

λn,j{|βj + uj/
√

n|q − |βj |q}.

我们将通过分别估计上述三部分的渐近分布来证明定理 1. 首先, 由 Lindeberg-Feller 中心极限定理,

对于任意的 u 易证, Vn1(u) →d −uTW, 这里 W ∼ N(0, C). 而由假设 λn,j/
√

n → λj > 0, 当 0 < q < 1

时显然有

Φ(λn) →
p∑

j=1

λjq|uj |qI(βj = 0),

而当 q = 1 时有

Φ(λn) →
p∑

j=1

λj{ujsgn(βj)I(βj 6= 0) + |uj |I(βj = 0)}.

对于 Vn2(u), 我们注意到, 它可改写为

Vn2(u) =
n∑

i=1

E(V i
n2(u)) +

n∑

i=1

(V i
n2(u)− E(V i

n2(u))).

利用假设 (ii) 和 (iii) 易导出

n∑

i=1

E(V i
n2(u)) = 2

n∑

i=1

∫ xT
i u/

√
n

0

[F (s)− F (0)]ds

=
2√
n

n∑

i=1

∫ xT
i u/

√
n

0

[F (t/
√

n)− F (0)]dt
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=
2
n

n∑

i=1

∫ xT
i u

0

√
n[F (t/

√
n)− F (0)]dt

=
2
n

n∑

i=1

φn(xT
i u) → 2τ(u).

Var(Vn2(u)) =
n∑

i=1

E[(Zi
n2(u)− E(V i

n2(u)))2]

6 2√
n

max
16i6n

|xT
i u|

n∑

i=1

E(V i
n2(u))

=
2√
n

max
16i6n

|xT
i u|E(Vn2(u)).

于是, 如果 τ(u) < ∞, 我们有

Vn2(u)− E(Vn2(u)) →p 0, 当 n →∞ 时,

所以 Vn2(u) →p 2τ(u); 而如果 τ(u) = ∞, 则由 Markov 不等式可导出

P (|Vn2(u)− E(Vn2(u))| > εE(Vn2(u))) 6 Var(Vn2(u))
ε2E(Vn2(u))2

6 2max16i6n |xT
i u|√

nε2E(Vn2(u))
→ 0,

这推出 Vn2 →p ∞ = τ(u). 于是我们得到

Vn(u) →d V (u), (2.7)

这里

V (u) =





−uTW + 2τ(u) +
p∑

j=1

λjq|uj |qI(βj = 0), 0 < q < 1,

−uTW + 2τ(u) +
p∑

j=1

λj{ujsgn(βj)I(βj 6= 0) + |uj |I(βj = 0)}, q = 1,

(2.8)

而根据 (2.6) 我们可以求得 √
n(β̂n,q − β) = arg min(Vn(u)).

如果 V (u) 具有唯一最小值, 通过 [26] 我们可以验证

arg min(Vn(u)) =
√

n(β̂n,q − β) →d arg min(V (u)).

进一步, 如果假设 F (x) 是误差项 ε 的分布函数, 且 F ′(0) 6= 0, λj = 0, j = 1, 2, . . . , p, 则

φ(t) = lim
n→∞

φn(t)

= lim
n→∞

∫ t

0

√
n(F (s/

√
n)− F (0))ds

=
∫ t

0

lim
n→∞

√
n(F (s/

√
n)− F (0))ds

=
∫ t

0

sF ′(0)ds
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=
t2

2
F ′(0).

而从 (2.3) 式知

τ(u) = lim
n→∞

1
n

n∑

i=1

φn(xT
i u) = lim

n→∞
1
n

n∑

i=1

1
2
F ′(0)uTxiX

Tu =
F ′(0)

2
uTCu. (2.9)

结合 (2.7) 和 (2.8), 我们推出

V (u) = −uTW + F ′(0)uTCu.

显然 V (u) 是凸函数, 令
dV

du
= −W + 2F ′(0)Cu = 0,

则立刻可得 V (u) 的极值点 u∗ = C−1W
2F ′(0) ∼ N(0, C−1

4F ′2(0) ). 根据 (2.7), 这即说明

√
n(β̂n,q − β) →d arg min(V (u)) = u∗ ∼ N

(
0,

C−1

4F ′2(0)

)
.

证毕.

定理 2 假设 q > 1, 则在定理 1 相同的条件下

√
n(β̂n,q − β) →d arg min(V (u)),

其中

V (u) = −uTW + 2τ(u) +
p∑

j=1

λjqujsgn(βj)|βj |q−1.

进一步, 如果 F (x) 是误差项 ε 的分布函数, 且 F ′(0) 6= 0, λj = 0, j = 1, 2, . . . , p, 则

√
n(β̂n,q − β) →d N

(
0,

C−1

4F ′2(0)

)
.

证明 证明过程类似于定理 1.

注 1 上述定理 1 和 2 刻画了 LAD-Lq (0 < q < ∞) 模型解的渐近分布, 它对于理解 LAD-Lq 模

型的意义与价值有重要作用 (例如见第 3 节). 注意到, 文献 [20, 21] 曾经证明过 LAD-L1 模型的渐近

分布定理. 虽然其证明的结论是全局性的,但其证明方法却为一种局部的方法 (本质上利用了 LAD-L1

模型的凸性). 而本文所运用的证明方法是一种直接的全局性方法, 不仅在 q = 1 时, LAD-L1 模型适

用, 而且还可以用于证明非凸的 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型的全局渐进分布定理. 另外, 我们注意到, 导

出回归模型解的渐近分布传统上总是假定误差服从正态分布 [6], 而上述定理 1 和 2 是在非常一般的

误差分布 (特别的, 不假设正态分布) 条件下证明的. 这从一定意义上预示着: 本文所提出的 LAD-Lq

模型较传统线性回归模型可能会更加稳健. 我们将在第 5 节给出应用实例进一步说明这一点.

3 LAD-Lq (0 < q 6 1) 模型的变量选择一致性

变量选择问题是在线性表示的意义下从繁多冗余的影响变量中确定真实主变量的问题.传统的变

量选择方法是比较待选变量的所有子集, 从中挑选特定意义下 (例如 AIC, BIC 和 Cp 准则) 的最优变
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量. 但是, 这样的方法对于高维数问题无法应用 (事实上, 一个含有 p 个影响变量的问题, 其待选子集

数为 2p − 1 个), 最小二乘正则化方法 (尤其是 Lasso[15] 方法) 是解决高维数变量选择问题的有力工

具. 但是正如文献 [27–29] 所指出的, Lasso 方法在很多条件下不具有变量选择一致性, 从而其变量选

择能力并不理想. 克服这一缺陷陆续产生了 Adaptive Lasso[28], Nonnegative Garotte[29] 和 SCAD[30]

等模型. 自然地, 人们也考虑运用稳健正则化方法来解决稳健回归中的变量选择问题, 例如先后提出

RLAD[19], LAD-Lasso[20] 和 LAD-Adaptive Lasso[21] 等模型. 正如本文引言所指出的,所有这些方法均

属于稳健 L1 正则化框架 (即 LAD-L1 模型). 一个自然的问题是: 像 RLAD这样的 LAD-L1 模型是有

效的变量选择方法吗？对于变量选择, LAD-L1 模型与 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型有不同吗?

本节证明: RLAD 模型在某些情况下不具有变量选择一致性, 而 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型具有变

量选择一致性. 这说明 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型比 LAD-L1 模型具有更优良的变量选择能力.

为了以下叙述方便, 假设集合 A = {j : βj 6= 0} 和 Af = {j : β̂j
f 6= 0} 分别为真实模型中的非零变

量指标集和某种估计方法 f 的非零变量指标集. 例如, 对于 RLAD 模型

β̂RLAD := arg min
{ n∑

i=1

|yi − xT
i β|+ λn

p∑

j=1

|βj |
}

,

有 ARLAD = {j : β̂j
RLAD 6= 0}.

我们首先来说明 RLAD 模型的变量选择非一致性.

定理 3 在 RLAD 模型中, 如果 λn/
√

n → λ0 > 0, 则 β̂RLAD 对变量选择不具有一致性, 换言之,

存在常数 0 6 c < 1 满足

lim sup
n→∞

P{ARLAD = A} 6 c < 1.

证明 我们简记 β̂RLAD 的第 j 个分量为 β̂j . 如果 ARLAD = A, 则显然 β̂j = 0 对任意

j /∈ A 成立, 从而, P (ARLAD = A) 6 P (
√

nβ̂j = 0,∀j /∈ A). 于是由弱收敛的性质与定理 1, 有

lim supn→∞ P (
√

nβ̂j = 0,∀j /∈ A) 6 P (u∗j = 0,∀j /∈ A). 因此我们只需证明 c = P (u∗j = 0,∀j /∈ A) < 1

即可. 以下分两种情况讨论:

情况 1: λ0 = 0, 此时 u∗j = 1
2F ′(0)C

−1
j W v N(0, (C−1

j )TCC−1
j /4F ′2(0)), 从而有 c = 0.

情况 2: λ0 > 0, 此时由 Karush-Kuhn-Tucker 最优性条件推知

| −W2 + 2F ′(0)C21u
∗
1| 6 λ0.

因此

c 6 P (| −W2 + C21C
−1
11 (W1 − λ0sgn(β̂n1))| 6 λ0) < 1.

证毕.

然而, 下述定理说明, 当 0 < q < 1 时, LAD-Lq 模型却具有变量选择一致性.

定理 4 设真实模型为 y = βTx, β = (βT
1 , βT

2 )T, 其中 β1 6= 0 和 β2 = 0. 而 β̂n,q = (β̂T
1,q, β̂

T
2,q)

T

是 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型所定义的估计值, 其中 β̂T
1,q, β̂

T
2,q 分别是与 βT

1 , βT
2 维数相同的分量. 则当

λn,j/nq/2 →∞, λn,j/
√

n → λj > 0 时, β̂n,q 满足以下 Oracle 性质:

(i) 渐近正态性:
√

n(β̂1,q − β1) →d N

(
D,

C−1
11

4F ′2(0)

)
,
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其中 D = (−qλ1|β1|q−1sgn(β1), . . . ,−qλp|βm|q−1sgn(βm))T, m 为 β1 的维数, C11 为正定阵 C 的前

m×m 维子矩阵.

(ii) 变量选择一致性:

lim
n→∞

P{ALAD-Lq(0<q<1) = A} = 1.

证明 假设 β1 = (β1, β2, . . . , βm)T 对于任意的 j = 1, 2, . . . , m, βj 6= 0且 β2 = (0, 0, . . . , 0)T. 则因

为 λn,j/nq/2 →∞ 和 λn,j/
√

n → λj > 0, 所以有

lim
n→∞

p∑

i=m+1

λn,j [|βj + uj/
√

n|q − |β|q] =





0, 当 um+1 = um+2 = · · · = up = 0,

∞, 其他.

于是, 依定理 1 和 (2.6) 式有

V (u) =





−uTW + 2τ(u) +
m∑

j=1

λjquj |βj |q−1sgn(βj), 当 um+1 = um+2 = · · · = up = 0,

∞, 其他,

且
√

n(β̂n,q − β) →d arg min(V (u)) = u∗ = (u∗1, u
∗
2),

所以

β̂2,q →d u∗2 = 0.

由于 F (x) 在原点可导, 有

V (u1) = −uT
1 W1 + F ′(0)uT

1 C11u1 +
m∑

j=1

λjquj |βj |q−1sgn(βj).

由 dV (u1)
du1

= 0, 于是

√
n(β̂1,q − β1) →d arg minV (u1) = u∗1 =

C11

2F ′(0)
(W1 + D) v N

(
D,

C−1
11

4F ′2(0)

)
.

这推出 β̂1,q 具有渐近正态性. 根据上式, 自然也推出 β̂n,q 具有变量选择一致性. 证毕.

注 2 按照文献 [30] 的标准, 一个变量选择方法是有效的, 如果它具有 Oracle 性质. 所以, 上述

定理 3 和 4 说明了: LAD-Lq (0 < q < 1) 模型是一个有效的变量选择方法, 但是 LAD-L1 (RLAD) 模

型并不是. 这一结论展示了模型 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型的价值与重要性.

4 一个无参量加权迭代算法

LAD-Lq (0 < q < 1) 模型是一类非凸优化问题, 对这类非凸优化问题近年来已发展出了有效的加

权迭代算法 (例如见文献 [22, 31, 32]). 该类算法的基本思想是: 对于正则项 |β|q 用其在某一点处的
Taylor 展式一阶近似替代, 即

|β|q ≈ |β0|q +
1

|β0|1−q
(|β| − |β0|).
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于是 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型的加权迭代算法可写为:

min
{ n∑

i=1

|yi − xT
i β|+

p∑

j=1

λn,j

|β0,j |1−q |βj |
}

.

而应用上述算法的关键是如何设计上述优化问题的正则化参数 (λn,j , j = 1, 2, . . . , p). 以下我们通过极

大化后验概率的方法给出参数 (λn,j , q) 的选择方式. 假设回归系数有如下先验分布

f(β) =
1
λ

exp{−λ‖β‖q},

则可得 BIC 型后验概率的似然函数为

n∑

i=1

|yi − xT
i β|+

p∑

j=1

(λn,j |βj |q − log(0.5λn,j) log(n)).

极大化上述后验概率给出 λn,j = log(n)
|βj |q . 一个自然的想法是利用 βj 的估计值来代替真实值, 而去获

得 λn,j 的估计值. 已经知道 [5], β̂LAD 是
√

n 一致的估计 (相对于真实值), 所以我们建议使用 β̂LAD,

于是取

λ̂n,j =
log(n)

|β̂LAD,j |q
.

容易验证, 以上选取的 λ̂n,j 满足定理 4 之假设, 于是, 根据定理 4, 这样的选择使得该算法的解具有变

量选择一致性.

总结以上结论, 我们提出求解 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型的如下算法:

步骤 1 令 t = 0, 设定最大迭代次数 K, 初始化 β0 = β̂LAD;

步骤 2 求解

βt+1 = arg min
{ n∑

i=1

|yi − xT
i β|+

p∑

j=1

log(n)
|βt

j |
|βj |

}
,

令 t = t + 1;

步骤 3 当 t < K 时, 转步骤 2; 否则终止.

注 3 (i) 上述步骤 2 中求解的是一个线性规划问题, 任何快速的线性规划求解方法都可以使用

(例如内点法等). (ii) 使用 [22, 定理 1] 或 [32, 定理 2] 可证明: 上述算法保证其目标函数单调下降, 并

收敛到某个稳定值. (iii)不同于已知的加权迭代算法,上述算法不涉及参数设定问题 (既不要设定正则

化参数 λ, 也不要选择 q), 是一类无参量算法, 应用非常方便.

5 数值比较实验

本节中, 我们提供一组实验, 比较各种已知变量选择方法的性能. 从而, 展示本文提出的 LAD-

Lq (0 < q < 1) 模型的优良稳健性与变量选择能力.

实验 1 考虑如下模型 y = xTβ + αε, 其中 β = (0.5, 1.0, 1.5, 2, 0, 0, 0, 0), ε ∼ t(3). 我们完成两组

实验: 第一组实验中训练样本与测试样本均由标准正态分布 N(0, I) 产生, 其中训练样本 50 个, 测试

样本 100 个 (这样产生的样本间不具有相关性). 第二组实中训练样本与测试样本均由非标准正态分

布 N(0,Σ),Σi,j = 0.5|i−j| 产生, 其中训练样本 50 个, 测试样本 100 个 (样本间具有相关性). 我们分

别应用 OLS, Ridge[14], Lasso[15], Adaptive Lasso[28], LAD[2], RLAD[19], LAD-Lasso[20], LAD-Adaptive
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Lasso[21] 和 LAD-Lq (0 < q < 1) 等九种算法, 并比较了它们在三种指标 (变量选择中的零变量正确个

数, 非零变量的不正确个数和测试集上的测试均方误差) 下 100 次试验的平均表现, 其中相应算法中

所涉及的参数都按照对应文献所建议的执行. 计算与比较结果见表 1 和 2.

从表 1 和 2 可看出: 在具有重尾分布的噪声下, (i) 稳健正则化模型的解明显比最小二乘的解稳

健, 测试误差较低; (ii) LAD-Lq (0 < q < 1) 模型在该组实验中的变量选择能力在大多数情况下都优于

其它已知方法.

在实验 1 中, 我们比较了 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型在低维数数据上的变量选择能力. 为了进一步

研究该模型在高维数数据上的变量选择能力,且由于试验 1已经说明稳健正则化模型的解在稳健性方

面明显优于最小二乘解,以下在实验 2中只比较稳健回归模型在重尾分布下的小样本高维数数据情形

下的性态.

实验 2 考虑如下模型:

y = xTβ + αε,

其中

β = (3, 1.5, 0, 0, 2, 0, 0, . . .)︸ ︷︷ ︸
p

, ε ∼ t(3).

训练样本与测试样本均由非标准正态分布 N(0,Σ), 其中 Σi,j = 0.5|i−j| 产生. 训练样本 50 个, 测试

样本 100 个, 而 p = 10, 20, 50, 100 变化. 我们应用 LAD, LAD-Lasso, LAD-Adaptive Lasso 和 LAD-

Lq (0 < q < 1) 等三种算法, 并比较它们在所述三种指标下 100 次试验的平均表现. 比较结果见表 3

和 4.

表 1 试验 1 比较结果 (样本间不相关情形)

α 方法 零系数正确个数 非零系数不正确个数 测试均方误差

0.5 OLS - - 0.9888

Ridge - - 0.9887

LAD - - 0.9577

Lasso 1.65 0 0.9816

Adaptive Lasso 2.96 0 0.9371

RLAD 2.71 0 0.9564

LAD-Lasso 3.97 0.03 0.9485

LAD-Adaptive Lasso 3.48 0 0.9192

LAD-Lq (0 < q < 1) 3.97 0 0.9191

1 OLS - - 3.1912

Ridge - - 3.1853

LAD - - 3.0084

Lasso 1.86 0.09 3.1588

Adaptive Lasso 2.88 0.19 3.0065

RLAD 2.80 0.04 3.0658

LAD-Lasso 3.68 0.22 2.9877

LAD-Adaptive Lasso 3.32 0.11 2.9311

LAD-Lq (0 < q < 1) 3.71 0.12 2.9330
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表 2 实验 1 比较结果 (样本相关情形)

α 方法 零系数正确个数 非零系数不正确个数 测试均方误差

0.5 OLS - - 0.8586

Ridge - - 0.8583

LAD - - 0.8329

Lasso 2.27 0 0.8351

Adaptive Lasso 2.99 0 0.8080

RLAD 2.88 0 0.8206

LAD-Lasso 3.95 0.04 0.7989

LAD-Adaptive Lasso 3.31 0 0.7883

LAD-Lq (0 < q < 1) 3.96 0 0.7873

1 OLS - - 4.1136

Ridge - - 4.1123

LAD - - 4.0150

Lasso 2.05 0.12 4.0638

Adaptive Lasso 2.62 0.20 3.9749

RLAD 2.88 0.01 3.9591

LAD-Lasso 3.64 0.32 3.9264

LAD-Adaptive Lasso 3.12 0.09 3.8766

LAD-Lq (0 < q < 1) 3.66 0.14 3.8801

表 3 实验 2 比较结果 (参数 α = 1)

p 方法 零系数正确个数 非零系数不正确个数 测试均方误差

10 LAD - - 1.3774

LAD-Lasso 6.68 0 1.1235

LAD-Adaptive Lasso 6.93 0 1.1147

LAD-Lq (0 < q < 1) 6.94 0 1.0926

20 LAD - - 2.0080

LAD-Lasso 15.87 0 1.1449

LAD-Adaptive Lasso 18.58 0 1.1260

LAD-Lq (0 < q < 1) 16.60 0 1.1047

50 LAD - - 8.7660

LAD-Lasso 25.80 0.02 3.7163

LAD-Adaptive Lasso 25.95 0.03 8.5037

LAD-Lq (0 < q < 1) 46.01 0.01 1.6582

100 LAD - - 9.6330

LAD-Lasso 92.58 0.01 1.2566

LAD-Adaptive Lasso 95.72 0.01 1.2414

LAD-Lq (0 < q < 1) 96.54 0 1.0895
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表 4 实验 2 比较结果 (参数 α = 2)

p 方法 零系数正确个数 非零系数不正确个数 测试均方误差

50 LAD - - 19.0200

LAD-Lasso 16.40 0 18.4615

LAD-Adaptive Lasso 25.00 0.05 18.0693

LAD-Lq (0 < q < 1) 45.04 0.04 5.8146

100 LAD - - 16.0507

LAD-Lasso 88.44 0.02 5.7928

LAD-Adaptive Lasso 92.68 0.03 5.5179

LAD-Lq (0 < q < 1) 95.32 0 4.7892

表 5 板材抗拉强度数据集比较结果

方法 测试均方误差 变量数 所选择变量

LAD 0.4977 24 全部

LAD-Lasso 0.5951 13 (2, 8, 9, 10, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24)

LAD-Adaptive Lasso 0.4683 12 (2, 3, 4, 8, 10, 11, 12, 14, 18, 20, 22, 23)

LAD-Lq (0 < q < 1) 0.4698 9 (2, 4, 8, 10, 11, 18, 20, 22, 23)

实验 3 (板材抗拉强度数据集) 抗拉强度 (MPa) 是衡量板材质量的一个重要指标. 在热连轧质

量控制研究中, 提高板材的抗拉强度, 就能提高产品质量, 并增强产品在国际市场上的竞争力. 而热连

轧生产是非常复杂的生产过程 (数据产生的过程中存在大量复杂噪声),至今仍然没有完全了解影响其

抗拉强度的主要控制因素.本实验运用我们在 2009年某钢铁企业所收集的 1549毫米热连轧生产线生

产中的板材抗拉强度数据集,它主要由以下被认为影响抗拉强度的 24个控制因素组成: 连铸坯的化学

成分 (C、Mn、S、Si、Al的含量)、5个粗轧变形率、粗轧出口温度、7个精轧变形率、精轧出口温度、卷

取温度、穿带速度、加速度和成品厚度等工艺参数. 该数据集有 300个训练样本, 90个测试样本. 标准

化处理该数据集, 使用稳健的回归方法 LAD, LAD-Lasso, LAD-Adaptive Lasso 和 LAD-Lq (0 < q < 1)

在该数据集上进行了测试. 测试结果见表 5.

由表 5可看出: LAD-Adaptive Lasso模型在该数据集上具有最好的预测误差,而虽然 LAD-Lq (0 <

q < 1) 模型预测误差稍低, 但其所选择的影响抗拉强度的主要控制变量个数最少. 这说明, 在该组实

验中 LAD-Lq (0 < q < 1)模型具有稳健的选择较少变量的能力. 我们已经把这一实验结论用于该钢厂

的生产质量控制.

以上实验均验证了本文所提出的理论的正确性, 以及 LAD-Lq (0 < q < 1) 模型的广泛可用性

与有效性. 然而, 值得注意的是, LAD-L1 模型已有成熟的算法与应用软件方便使用. 相比较而言,

LAD-Lq (0 < q < 1) 模型的求解更为复杂, 如何设计更高效的、更实用的优化解法是一个难点.

致谢 作者衷心的感谢审稿人提出的宝贵意见.
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Robust regularization theory based on Lq (0 < q < 1) regulariza-
tion: the asymptotic distribution and variable selection consis-
tence of solutions

CHANG XiangYu, XU ZongBen, ZHANG Hai, WANG JianJun & LIANG Yong

Abstract In this paper, we introduce the robust Lq (0 < q < ∞) regularization model, and then prove the

global asymptotic distribution theorem for solutions of the model we propose. Applying the results, we can

derive the model based on Lq (0 < q < 1) regularization satisfying the consistent property of variable selection;

in other words, it has the capacity of variable selection. To solve this model, we develop an iterative weighted

algorithm without extra parameters, and give the corresponding strategy of selecting regularization parameters.

The experiment results reveal that the algorithm we introduce is available, efficient and widely valuable.

Keywords: robust regression, asymptotic distribution, variable selection, oracle property, LAD
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