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摘要 给定一个物理装置, 对于一个物理可观察量能够得到的测量精度是什么? 为了回答这一问

题,本文以最近量子精密测量的发展为主线,量子参数估值方法为核心,介绍单粒子 (线性耦合)体系

和多粒子 (非线性耦合) 体系物理量测量精度的量子限制. 作为例子, 对光学量子精密测量中如何突

破标准量子极限, 甚至海森堡极限做了简明阐述. 特别总结了非线性精密测量在突破海森堡极限方

面的最新进展.最后,探讨了量子精密测量未来发展的可能趋势.

关键词 量子精密测量 标准量子极限 海森堡极限 超海森堡极限 相位灵敏度 量子免疫的子

系统

1 引言

计量学是研究测量以及测量误差的一门综合性学科.近几十年来随着测量技术的飞速发展以及测

量精度的不断提高, 计量学的研究已从宏观进入微观世界. 在微观层次, 计量学与量子力学的结合是

必然的, 这样的结合逐渐孕育出了量子精密测量这一广受关注的前沿领域 [1∼12]. 量子精密测量研究

的核心内容包含两个方面, 首先是量子力学不确定性原理对可观测的物理量的精度的量子限制, 其次

是怎样在量子力学原理允许的范围内实现测量精度的量子限制的突破.

量子力学的测量结果普遍都是统计的, 测量结果都受到统计误差的影响. 这些误差除了来自实验

上的不完善性, 更重要的从本质上来自于量子力学不确定性原理的限制. 为了减少误差的影响, 经典

的测量方法就是在完全相同的条件下重复测量, 获得平均结果. 但是量子力学给这样测量过程的参量

精确程度设定了限制. 测量结果的涨落至少正比于一个比例因子 1/
√
N , N 是重复测量的次数. 这个

比例因子定义了所谓的标准量子极限 (standard quantum limit),它已经被证实是通过经典的重复测量

方法不可突破的极限 [9]. 这个标准量子极限不是原理上不可突破, 仔细设计量子的测量过程就能突破

这个极限. 量子的测量过程提供了两条路径来突破这一极限: (1) 制备特殊的探测态, 即改变系统初始

的量子统计性质; (2) 设计特殊的测量相互作用, 即改变耦合哈密顿量 (Hamiltonian) 的形式. 单独或

结合使用这两种方法, 都能够使测量精度突破标准量子极限. 可供参考的例子如, 利用路径纠缠的态
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(NOON态 |ψ⟩ = (|N, 0⟩+ |0, N⟩)/
√
2)能够增强成像或空间分辨率 [13,14],利用压缩光实验上实现的光

学干涉法检测引力波 [15,16], 利用自旋压缩态测量原子光谱 [17,18], 提高频率校准精度 [19∼22] 等等.

然而, 量子力学的基本性质 — 海森堡不确定原理为量子精密测量理论设置了下限. 这个下限也

因此得名为海森堡极限 (Heisenberg limit),是量子测量理论中可能实现的最高精度.多年来,测量的海

森堡极限的值被表示为 1/N . 然而近年来在非线性量子精密测量的理论 [23∼36] 与实验上 [37] 的研究

表明, 粒子之间的相互作用 (非线性耦合的哈密顿量)能够有助于提高测量的灵敏度.而且非线性量子

精密测量能够超过在线性情况下最佳测量精度, 给出的最佳精度能够突破 1/N , 因此被称为超海森堡

极限 (Super-Heisenberg Limit) 的测量. 到目前为止非线性量子精密测量已经有很多细致的理论方案,

比如基于玻色凝聚体中的散射 [27∼29]、纳米机械振子中的 Duffing非线性 [30]、两次通过原子系综中产

生的有效非线性 [31]、克尔非线性 [32∼34] 以及非线性的光子 – 原子量子界面 [35] 等系统. 2011 年西班

牙的 Mitchell 小组在实验上首次获得超海森堡极限的灵敏度 [37]. 目前, 对这些利用非线性突破量子

力学测量极限的工作仍然存在一些争议.代表性的意见之一认为打破的只是 1/N 这个表达式, 而不是

海森堡极限 [11,12]. 他们认为 1/N 只是利用光学干涉测量相位时海森堡极限的表达式, 仅仅是一个特

例. 而对于其他系统, 特别是考虑多粒子系统非线性耦合的情形, 将产生新的海森堡极限的表达式, 海

森堡极限却仍然存在, 没有被打破. 我们将会在后面作详细阐述. 意见二认为这只是整个量子系统的

局部精度, 特别是存在损耗的情形下, 非线性的方案是否还能获得超海森堡灵敏度还需要进一步去研

究 [38].

在本文中,我们首先综述了量子参量估计的进展.通过改变哈密顿量从线性耦合到非线性耦合,物

理量测量的最佳灵敏度能够得到提高, 对于 k ―体非线性耦合的情形, 直积的探测场最优的灵敏度是

N−k+1/2, 纠缠的探测场最优的灵敏度是 N−k. 在线性光精密测量, 总结了测量精度突破标准量子极

限达到海森堡极限的所使用的量子技术. 在非线性精密测量方面, 介绍了非线性精密测量在突破海森

堡极限方面的进展. 最后, 给出了量子精密测量未来发展的看法.

2 量子参量估计

测量是一个物理过程, 测量的精度是由物理规律所限定. 如果我们要测量一个连续参量, 首先要

挑选一个试探系统, 其演化依赖于待测参量, 这样我们就可以通过对试探系统初末态的比较来测定这

个待测参量. 而测量的精度则取决于 (1) 系统的初态性质; (2) 依赖于待测参量的演化过程; (3) 对系

统末态的读取方法,此外还要考虑测量过程中环境对系统的扰动.有些连续参量本身不是厄米算符,这

些参量数值的测量必须通过测量与它有确定关系的可观测量来获得. 这类连续参量值的获得不是通过

直接测量, 而是通过测量其它量的间接过程来获得, 这样的测量过程就是参量估计. 对参量测量精度

估计的极限, Helstrom [1,2] 与 Holevo [3] 两人首先作了奠基性的理论研究,给出了参量测量误差的最终

量子限制, 即 Helstrom-Holevo 界 (Helstrom-Holevo bound). 后来根据费歇尔 (Fisher) 信息, 得到了一

个比 Helstrom-Holevo 界更为严格的下限, 称为克拉美 – 罗界 (Cramér-Rao bound). 为了消除估计值

与真正值之间系统的偏差, Braunstein 与 Caves 给出了一个介于两者之间更为有效的形式 [5,6]: 下面

做详细描述.

待测未知参量 γ 与试探系统发生作用, 可由如下的哈密顿量描述:

Hγ = γH, (1)
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图 1 (网络版彩图) 线性耦合的单参数估计. U=e−iHγ 其中 H=
∑N

j=1 hj. (a) 直积态输入; (b) 纠缠态输入.

P: 通过非线性过程把直积态制备成纠缠态

Figure 1 (Color online) A linear coupled single-parameter estimation. U = e−iHγ with H =
∑N

j=1 hj . (a) Product state

input; (b) entangled state input. P: the entangled state is prepared throught the product state based on the nonlinear

process

其中 γ 为一个耦合常数, H 为无量纲的耦合哈密顿量 (这里让 ~ = 1, 因此 γ 是频率的单位) [24]. 通过

相互作用, 试探系统获取了参数 γ 的信息.

如图 1(a) 左边所示, 用一个单体试探系统进行 N 次重复测量可以等价地表示为, 由同样的 N 个

无相互作用单体构成的系统的一次测量. 假设 {ξ1, . . . , ξN} 是 N 体试探系统的测量结果或者 N 次重

复测量的结果,通常根据它们就可以获得对应参量 γ 的估计子的值 γest. 如何描述 N 次测量的精确程

度, 与以前参量估计理论中直接使用估计子的涨落 ⟨(∆γest)2⟩ = ⟨(γest − ⟨γest⟩)2⟩不同的是, Braunstein

与 Caves 给出了一个更为有效的形式. 理由是: (1)如果估计值与真正值之间有个系统的偏差, 也就是

⟨γest⟩ 不等于 γ, 那么即使估计子的涨落很小但测量精度可能很差; (2) 如果估计子与参量之间有不同

的单位, 很难用估算子的涨落去表示待测参量的精度. 正因为如此, 他们给出由测量的估计值 γest 与

真正值 γ 之间的单位修正的平均方差, 统计测量估计的精度如下 [5,6]:

(δγ)2 =

⟨(
γest

|d⟨γest⟩/dγ|
− γ

)2
⟩1/2

> 1

NFc(γ)
, (2)

其中不等式是由经典的参量估计理论得到的克拉美 – 罗界, Fc(γ) 是经典的费歇尔信息,

Fc(γ) =

∫
dγest

1

p(γest|γ)

(
∂p(γest|γ)

∂γ

)
. (3)

它表征的是对参数 γ 测量获得的最大的信息量. 如果 Fc(γ) 是一个与 N 无关的数, 根据上面不等式

方程 (2), 克拉美 – 罗界就给出了测量的标准量子极限 δγ > 1/
√
N .

这里要强调的是, 如果这 N 个单体之间有相互作用, 则整个测量系统存在非线性, 以上的等价性

将不再成立. 所以在量子参量估计中, 对于 N 体非线性系统的测量精度的极限完全有可能与线性系

统的不同, 这就为突破标准量子极限提供了机会. 最初突破标准量子极限的工作大多集中在优化试探

系统的初态性质, 如图 1(b) 所示, 将试探系统制备到压缩态、纠缠态等非经典的态 [4,39]. 这些非经

典态都内含非线性, 因为它们的制备过程大多依赖于单体间的相互作用. 其中一个特别的例子是将试
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探系统制备到 ”NOON” 态, 此时由于非线性效应, Fc(γ) 与试探系统中的单体数目 N 有关, 通过克拉

美 – 罗界得到 δγ > 1/N , 即所谓海森堡极限 [39]. 这个极限一度被认为与海森堡测不准关系对应, 是

量子测量不能超越的. 然而近来的不少工作发现, 如果在耦合哈密顿量 H 中引入单体间的相互作用,

即非线性的耦合哈密顿量, 1/N 这个测量精度极限也是可以被突破的. 突破 1/N 是否是突破海森堡

极限,目前存在争议.部分学者认为是,并且命名为超海森堡极限.部分学者认为 1/N 只是线性海森堡

极限, 非线性耦合情形有个更小的非线性的海森堡极限, 所以海森堡依然存在, 没有被突破.

费歇尔信息依赖于系统的态和测量所用的可观察量, 对于某一个特定的测量方案, 克拉美 – 罗界

能够给出关于 γ 的最大测量精度. 但另一方面, 我们能选择各种各样与 γ 相关的可观测量, 从而会产

生不同的费歇尔信息, 以及不同的克拉美 – 罗界. 理论上我们可以穷举所有可观测量从而得到一个最

优的值,但实际实验中却不可行. 为了解决这一问题,可以引入量子费歇尔 (quantum Fisher)信息 [5,6],

它可以描述量子态内禀的信息而与具体的测量过程无关. 它的值至少与上述最优值一样大.

量子费歇尔信息根据量子态的密度矩阵计算获得,

Fq(γ) = tr[ρ′Lρ(ρ
′)], ρ′ =

dρ

dγ
, (4)

其中 Lρ 是超算符, 具有如下的形式:

Lρ(Ô) =
∑ 2

pj + pk
Ojk|j⟩⟨k|, (5)

这里 pj 是 ρ̂的本征值, Ô 是与 ρ在同一态空间的自伴算子. 根据量子费歇尔信息,对处于纯态的试探

系统, 参量估计精度的基本限制由量子的克拉美 – 罗界给出 [1,3,5,6],

δγ > 1

2t∆H
, (6)

t 是试探系统在 Hγ 作用下演化的时间, ∆H = (⟨H2⟩ − ⟨H⟩2)1/2 表示 H 在试探系统量子态下的不确

定度. 根据这个新的不等式, 就可以很清楚的展示非经典态与非线性耦合哈密顿量是如何作用于量子

测量极限的.

2.1 线性耦合的哈密顿量

在线性耦合情形, 如图 1 所示, 试探系统的 N 组份各自独立耦合于参量, 因此耦合哈密顿量为

H =

N∑
j=1

hj , (7)

其中 hj 是单体算符作用于探测系统中第 j 组份 (如图 1 所示). 如果优化的探测态仅限于组份间的直

积状态, 探测系统可以被视为独立的, ∆H 比例于
√
N , 产生所谓的标准测量极限. 如果优化的探测态

可以制备成纠缠态, 譬如使用下面形式的初始态:

1√
2
(|Λmax, . . . , Λmax⟩+ |Λmin, . . . , Λmin⟩), (8)

其中 |Λmax⟩ (|Λmin⟩) 是 hj 的本征态, 对应的本征值为 Λmax (Λmin). 产生的偏差:

∆H = N(Λmax − Λmin)/2 = N ||H||/2, (9)
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图 2 (网络版彩图) 非线性耦合的单参数的估计. Uγ = e−iHγ 其中 H = (
∑N

j=1 hj)
k. (a) 直积态输入;

(b) 纠缠态输入. P: 通过非线性过程把直积态制备成纠缠态

Figure 2 (Color online) A nonlinear coupled single-parameter estimation. Uγ = e−iHγ with H = (
∑N

j=1 hj)
k. (a)

product state input; (b) entangled state input. P: the entangled state is prepared throught the product state based on the

nonlinear process

其中 ||H|| ≡ Λmax − Λmin 线性比例于 N . 根据方程 (6) 的量子的克拉美 – 罗界可知, δγ 的测量精度

正比于 1/N , 这个比例称为海森堡极限. 在时间 t 的演化下, ∆H 不变, 则引入了一个相对相位 eiϕ(t)

进入了该态, 其中 ϕ(t) = γtN ||H||. 通过测量两个本征态 |±⟩ = (|Λmax⟩ ± |Λmin⟩)/
√
2 中的每个探测系

统的可观测量获得海森堡极限 [25].

2.2 非线性耦合哈密顿量

如果在测量过程中也允许非线性耦合, 如图 2 所示, k ―体耦合的非线性哈密顿量为 [24]

H =

 N∑
j=1

hj

k

=
∑

j1,...,jk

hj1hj1 · · ·hjk . (10)

这个哈密顿量 H 描述了一个系统拥有 k ―体对称性的非线性耦合, 包括自相互作用, 共有 nk 项. 研

究结果得到, 对于初始的直积输入态如图 2(a), 它的最优敏感度比例于 ∆γ ∝ N−k+1/2 [23,24]; 对于纠

缠的输入态如图 2(b), 产生的误差 2∆H = Nk(Λk
max − Λk

min), 它的最优敏感度比例于 ∆γ ∝ N−k [25].

这些研究工作表明多体相互作用作为一个新的资源, 可以为量子计量提高测量精度.

现在我们介绍一个实现非线性耦合情形的物理系统. 系统的组份是由自旋 1/2 的粒子组成, 算符

hj 是第 j 个粒子的自旋 z 组份, 因此哈密顿量 H 描述了参量耦合于总角动量的 z 组份的 k 阶幂.对

于 k = 2 的情形, 耦合的哈密顿量可写为

Hγ = γH = γ

 N∑
j=1

hj

2

. (11)

对于单体算符, 一个特殊的形式就是 hj = Zj/2, 产生以下耦合的哈密顿量:

Hγ = γ

 N∑
j=1

Zj

2

2

= γJ2
z , (12)
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Figure 3 (Color online) The uncertainty disc of a coherent state |α⟩ introduces both photon number and phase uncertainty.

X1 与 X2 are dimensionless quadrature amplitude and phase

这里 Jx =
∑

j Xj/2, Jy =
∑

j Yj/2, Jz =
∑

j Zj/2 分别是总角动量的 x, y 与 z 组份, 其中 X, Y , Z 是

泡利算符表示单体角动量的各组份. 这个例子的物理系统可以通过玻色 – 爱因斯坦凝聚体的原子内

态去完成 [24,26,28], 试探系统的初态为角动量相干态的直积态, 经过很短的时间 (ϕ ≡ γt≪ 1) 演化, 对

探测光的终态用可观测量 Jx 与 Jy 去估计, 给出灵敏度 δϕx,y ≃ 2/N3/2 [24,28]. 这个超 1/N 的测量精

度已经被几个研究小组独立获得 [24,26∼28,30,37]. 比较线性耦合与非线性耦合的测量精度, 非线性耦合

确实提高了测量精度, 而且这个精度也超越了线性海森堡极限 1/N .

3 突破标准量子极限的光学相位测量

相位在光学精密测量中是一个非常重要的物理量,在这一章中我们将综述量子参量估计原理在这

方面的应用. 根据量子力学, 光的强度不可能被测量的无限精确, 它会围绕着某个平均值上下涨落, 这

些涨落来自于量子化的电磁场的真空涨落. 这些基本的量子强度涨落暗示着有一个类似海森堡不确

定原理的机制在起作用. 狄拉克首先建议了光子数和相位间的不确定关系 [40], 后来 Heitler 在他的书

中也详细描述了这种关系 [41]. 如果我们标注相位的涨落为 ∆ϕ, 强度的涨落为 ∆n, 它们满足如下不

等式:

∆n∆ϕ > 1. (13)

虽然相位在量子力学中不能用完全自洽的厄米算符描述 [42], 这个不等式与海森堡不确定原理的关系

还存在争议, 但这并不妨碍我们用这个不等式估计光学相位测量的精度.

目前相位估计的研究分为两大类 [43,44],一是未知的相位围绕着一个已知的相位,在一个非常小的

间隔内变化, 研究测量装置对相位变化的灵敏度 (phase sensing); 二是待测量未知的相位在一个很宽

的范围内随着时间随机变化, 通常称为相位追踪 (phase tracking)[44∼46]. 这两类相位估计都很重要,但

不是等价的.

3.1 光学相位估计的标准量子极限

对于相干度最好的光源 -激光,它光场的量子描述可以很好的近似为一个相干态 |α⟩ (α = |α|eiϕ),
它的本征值方程为 a|α⟩ = α|α⟩. 其中湮灭算符 a 可以表示为两个线性厄米算符的叠加 a = (X1 +

iX2)/2, X1 与 X2 给出的是无量纲振幅, 如图 3 所示. 相干态的模为 |α| =
√
n̄, 粒子数的涨落为 ∆n =
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图 4 (网络版彩图) 马赫 - 曾德干涉仪. A, B: 输入端; C, D: 输出端; AI , AII : 内部场; ∆ϕ: 相位差

Figure 4 (Color online) A Mach-Zehnder interferometer. A, B: input ports; C, D: output ports; AI , AII : inside fields;

∆ϕ: phase difference

√
n̄, 正交振幅相位的涨落为 ∆X1 = ∆X2 = 1, 这说明相干态是一个最小不确定态 [47].

从图 3 所描述的相干态的强度与相位的涨落关系. 从简单的几何关系, 可得到在角度 ϕ 方向的

涨落

∆ϕ =
uncertainty diameter

|α|
=

1√
n̄
, (14)

其中, 使用了不确定圆盘的直径 ∆X1 = ∆X2 = 1. 利用 ∆n =
√
n̄, 得到相干态的粒子数涨落和相位涨

落间的基本关系为

∆n∆ϕ = 1. (15)

其相位的不确定度即标准量子极限 ∆ϕSQL = 1/
√
n̄, 其中 n̄是平均光子数 [4,10,39]. 实验中常用这个精

度标准来作为经典与量子测量工作的分界.

3.2 突破标准量子极限的光学相位测量

光学精密测量使用光学干涉法作为其主要工具进行相位估计 [4,10,39]. 光学干涉仪是一种非常有

用的和灵活的测量工具. 如图 4 所示的马赫 – 曾德干涉仪 (Mach-Zehnder interferometer), 以及它的

其他衍化形式多年来一直被用来作为相位测量的标准设备. 如果用处于相干态的光输入干涉仪, 相位

灵敏度可以达到标准量子极限 ∆ϕ = 1/
√
n̄.

为了实现测量精度突破标准量子极限, 部分研究工作考虑如何改进输入态. 在 1981 年, Caves 首

次提出利用光的非经典的态 (压缩态) 的想法, 来提高光学干涉仪的灵敏度, 突破散粒噪声极限 [4]. 注

入压缩真空到干涉仪一般不使用的端口 B, 可以获得提高测量精度到 1/N3/4 [4,48]. 为什么输入压缩

可以提高灵敏度, 突破散粒噪声极限. 在他的 1981 年的文章中指出, 如图 4 的干涉仪, 只要你在端口

B 什么场都不输入 (即输入量子真空), 那么在干涉仪的端口 A, 无论什么状态的光子场你输入, 得到

的最优的灵敏度总是散粒噪声极限. 所以, 散粒噪声极限起因于相位噪声, 由于量子真空涨落从未使

用的端口 B 泄露进干涉仪, 而不管你在端口 A 输入什么态. 后来有人研究在干涉仪的两个输入端 A

与 B 都注入压缩态, 然后在输出端 C 与 D 处测量强度差 [49,50], 或者在输入端注入 Fock 态, 在输出

端计算光子计数几率 [51]. 这些量子程序能够获得的 1/N 敏感度.

除了使用压缩光外,还可以利用纠缠光输入来突破极限.譬如 NOON态 |ψ⟩ = (|N, 0⟩+ |0, N⟩)/
√
2

被注入线性干涉仪 [39]. 这个 NOON态通过 ϕ的移相器,演化成 (|N, 0⟩+ eiNϕ|0, N⟩)/
√
2,测量精度可

达到 1/N , 即海森堡极限. 利用参量下转换制备了 N = 2 的 NOON 态, Boto 等人成功突破成像和光

刻中的瑞利衍射极限 [52]. 然而目前产生一个高 N 的 NOON态在技术上是非常困难的. 随后 Agarwal
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图 5 (网络版彩图) SU(1,1) 干涉仪的示意图. 在传统的马赫 – 曾德干涉仪中, 两个光学参量放大器取代了两个

分束器, 变成了 SU(1,1) 干涉仪. g1, θ1 与 g2, θ2 分别描述的是光学参量放大过程 1 和 2 的强度和相移. ai 与

bi (i = 0,1,2) 表示在不同过程中的两光束. ϕ: 相移; M: 平面镜. 两个泵浦场之间有 π 相位差

Figure 5 (Color online) The schematic diagram of SU(1,1) interferometer. Two optical parameter amplifications (OPAs)

take the place of two beam splitters in the traditional Mach-Zehnder interferometer. g1 (g2) and θ1 (θ2) describe the

strength and phase shift in the OPA process 1 (2), respectively. ai and bi (i = 0, 1, 2) denote two light beams in the

different processes. The pump field between the two OPAs has a π phase difference. ϕ: phase shift; M : mirrors

等人 [53] 修改了这个方案, 通过一个高增益的参量放大器取代了方案中的参量下转换, 这样会产生两

个关联的光束, 双光子计数的条纹的可见度会下降. 但是对应用, 比如全息, 已经足够了. 这样修改后,

首先高光子数会产生高的分辨率, 其次, 更容易在实验上实现. 这个修改后的方案被 Sciarrino 等在实

验上实现了 [54]. 还有部分研究工作聚焦于如何改进测量方法提高相位的灵敏度来突破散粒噪声极限,

譬如双输出端的光子计数 [55,56], 奇偶测量法 [57,58] 等等.

除了改进输入态, 或者输出端的探测方法, 根据前一章的分析在参量耦合过程中引入非线性也可

以突破标准量子极限甚至海森堡极限.因此有相当一部分研究工作在线性的干涉仪中引进了非线性元

件来增强分辨率或灵敏度 [59∼64]. 在 1985年 Yurke等人在理论上提出了这样一类新的干涉仪,使用非

线性参量过程或四波混频过程代替干涉仪中的分束与合束器, 如图 5 所示. Yurke 等的理论计算表明

这装置的灵敏度可达到海森堡极限 [59]. 最近, Plick等人 [65] 在理论上对这种干涉仪进行了更改,就是

在第一个四波混频器的输入端用相干态代替真空态入射, 这样四波混频器就变成了光学参量放大器.

这样做的优点是这个非常亮的相干光在干涉仪中能够促进压缩光在阈值以上的光学参量放大器中产

生, 而且能够维持在散粒噪声以下, 避免了实验中光子数低的问题 [66]. 最近, 我们组在实验上成功实

现了这种非线性干涉仪 [67,68]. 利用强度探测, Plick 等人还在理论上仔细研究了对于这种相干态作为

输入态的干涉仪的灵敏度 [65]. Marino 等人随后考虑这种干涉仪的内部和外部损耗, 进一步研究了相

位测量精度的极限 [69]. 如果一个输入端注入相干态, 另一个输入端注入压缩真空, 增强的信噪比可以

突破标准量子噪声极限 [63], 最优的相位测量精度接近海森堡极限 [70]. 还有部分实验研究工作直接用

非线性相互作用代替干涉仪的移相器, 相位测量精度达到了海森堡极限 [71,72].

4 “突破” 海森堡极限的磁化强度测量

在文章的第 2 节, 我们已经介绍了利用非线性耦合哈密顿量, 达到超海森堡极限的参量估计的理

论, 即对于 k ―体非线性耦合的情形, 直积的探测场最优的灵敏度是 N−k+1/2, 纠缠的探测场最优的

灵敏度是 N−k. 下面介绍一个 “突破” 海森堡极限的磁化强度测量的实验.

2011 年, 西班牙的 Mitchell 小组基于冷原子系综, 实验上完成了超海森堡极限的参量估计. 在他

们的实验中, 光偶极阱中原子系综包含 7× 105 Rb-87 原子, 光学深度 d > 50, 线性探测可以达到亚投

影噪声. 光与原子的相互作用可以用集体的连续变量与简并的微扰理论去描述. 对于 F = 1 的原子,
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系综的有效哈密顿量 Heff 的四阶微扰的贡献为

H
(4)
eff = β

(0)
J Ŝ2

z Ĵ0 + β
(0)
N Ŝ2

zNA + β
(1)
N Ŝ0ŜzĴz + β(2)Ŝ0(ŜxĴx + ŜyĴy). (16)

J ≡
∑

i j
(i) 是 NA 个原子的集体变量, (16) 式中的下标 N 表示探测场的光子数目. 由于激发态的超

精细结构, 系数 β 强烈依赖于探测频率. 那些包含参量 β 的项是非线性的, 表明了光子 – 光子间有有

效的相互作用. 包含 β(0) 与 β(1) 项类似于本文第 2 节中介绍的哈密顿量 (12). 由于只使用了两体相

互作用并没有使用纠缠资源,对系综磁化强度 ⟨Fz⟩的测量精度,可达到第 2节中理论估计的超海森堡

极限 δFz ∝ N−3/2, 其中 N 是光子数目.

历史上, 海森堡极限首先由 Holland 与 Burnett 引入 [73], 用来描述 Heitler [41] 书中的粒子数 - 相

位的不确定关系, 海森堡极限与海森堡不确定性原理之间的关系存在争议. Pieter Kok 等人认为海森

堡极限是最优的, 没有被打破, 打破的只是 1/N 这个表达式, 而这个表达式不能完全代表海森堡极限
[11]. 对于考虑了多粒子系统非线性耦合的情形, 将产生新的海森堡极限的表达式, 但海森堡极限仍然

存在. Pieter Kok 等人不是根据涨落而是根据期望值, 给出了单次测量得到的海森堡极限的新的定义

∆ϕ > 1

2|⟨H⟩|
. (17)

他们认为海森堡极限不是海森堡不确定原理的一种形式, 而是马哥勒斯 – 列维京界 (Margolus-Levitin

bound)[74]. 并且他们在文章中重新计算了 Beltrán 与 Luis [33] 超海森堡极限的量子测量方案, 根据新

的定义, 测量精度并不能超越海森堡极限. 具体计算内容如下:

一正比于光子数算符的平方的光学非线性 n̂2 作用于单模相干态 |ψ(0)⟩ = |α⟩, 在探测之前演化
后的态为 |ψ(φ)⟩ = exp(−iφn̂2)|α⟩. 经计算均方差为 δφ ≃ 1

4 ⟨n̂⟩
−3/2 = 1

4 |α|
−3/2, 精度表达式超越了平

均光子数 n̂, 这个测量方案似乎超越了海森堡极限. 为了解决这个悖论, 他们注意到关于 φ 变换的生

成器是高阶的非线性 H = n̂2 而不是光子数算符 n̂. 所以, 恰当的资源数应该为 ⟨H⟩ = ⟨n̂2⟩. 这样很
容易得到 δφ 的理论下限为 1/⟨n̂2⟩ = 1/|α|4. 因此这个参量估计方案甚至海森堡极限都没达到, 更不

要说超海森堡极限了. 如果改变单模输入态为 |ψ0⟩ = (|0⟩ + |N⟩)/
√
2, 重新测量就能得到海森堡极限.

在探测之前演化后的态为 |ψ(φ)⟩ = exp(−iφn̂2)|0⟩ = (|0⟩ + e−iφN2 |N⟩)/
√
2. 定义测量的可观察量为

X = |0⟩⟨N |+ |N⟩⟨0|, 计算它的平均值为 ⟨X⟩ = ⟨ψ(φ)|X|ψ(φ)⟩ = cos(N2φ) 以及涨落 ∆X = sin(N2φ).

利用标准的方均差的表达式, 得到 δφ = ∆X|d⟨X⟩/dφ|−1 = N−2. 既然 |⟨H⟩| = ⟨n̂2⟩ = 1
2N

2. 根据方程

(17), 得到是海森堡极限而不是超海森堡极限.

利用多粒子 (非线性耦合) 体系, 西班牙的 Mitchell 小组实验上提高了测量精度, 实现了超 1/N

的磁化强度测量, 但突破的仅仅是线性海森堡极限, 而真正的非线性的海森堡极限并没有突破.

5 展望

量子精密测量未来可能的发展趋势, 有如下几个方面: (1) 在弱测量方面, 它是由 Aharonov 等几

位科学家在 1988年提出的一种测量方法 [75]. 弱测量在经典 [76] 和非经典的系统 [77] 中都得到了实现.

在过去的十年里, 对弱测量的研究兴趣逐渐在增长, 主要由于研究人员有能力以相干的形式去询问量

子系统 [78,79]. 弱测量而且提供了直接观察量子波函数 [80]、量子态 [81] 的可能, 以及洞察一些基本量

子效应的可能, 比如在双缝干涉实验中不确定性原理的作用 [82,83] 等等. 国内, 对弱测量也展开了研

究, 特别是中国科技大学提出了对单光子到达时间的弱测量方案, 并进行了实验验证 [84]. 越来越多的

实验工作将迫使物理学家重新思考测量意味着什么, 因为它已不再在教科书所写那样是简单的事情.
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因此,利用弱测量的方法进行量子精密测量是未来发展的一个非常有潜力的研究方向. (2)由于量子信

息是一个令人兴奋的、快速增长的科学兴趣和发展领域, 吸引了全球最先进的理论和实验研究. 其快

速发展产生了许多新奇的量子应用, 在测量的许多领域激动人心的打开了新的视野. 量子信息、量子

计算与精密测量的结合, 也是未来量子精密测量发展的一个可能趋势. (3) 多粒子关联挑战某些量子

极限的一些可能性探索,多体关联与量子精密测量结合也是未来发展的一个可能方向. (4)就是相位估

计研究的新的理论与实验开拓. 下面重点介绍一个由量子规律免疫的子系统 (quantum-mechanics-free

subsystem) 进行的精密测量的新方法 [85,86].

量子精密测量中最根本的问题是如何克服测量反作用附加给测量信号的噪声. 量子测量精度的

标准量子极限都是由这些噪声导致的. 最初不少克服测量反作用的策略都是在对引力波测量的研究

工作中发展出来的 [87∼90], 例如 “反作用规避” 或者 “量子非破坏” 测量法; 以及一些如本文第 2 节介

绍的借助于非经典态的奇异量子涨落性质或非线性效应的方法. 近年来, 这些策略又在 Caves [86] 和

Polzik [91] 各自领导的研究组的推进下或得了显著的进展. 他们的研究发现有时可能从完整的量子系

统中分离出一个量子规律免疫的子系统 —— 顾名思义, 其中所有的变量都是 “经典的”, 不受测量反

作用影响. 这样的系统在弱力与场的测量上将有一系列的应用, 诸如用于光力学探测, 磁力计, 以及引

力波测量.

一个最简单的量子规律免疫子系统可以在一个双振子系统中实现. 这 2 个振子必须有相反的质

量和相同的频率, 其哈密顿量可写作

H =
p̂2

2m
+

1

2
mω2q̂2 − p̂′2

2m
− 1

2
mω2q̂′2. (18)

这个特殊的振子对系统可以由具有相反自旋的原子系综构成 [91], 也可以由相反失谐的腔摸光子 [86]

或者由相反失谐光场驱动的腔镜构成 [92]. 最近, 我们还发现通过操控原子凝聚体的色散性质也可以

实现这一特殊的系统 [93].

我们假设这对质量相反的振子与同一个腔光场 ĉ通过光力学相互作用耦合,此外 2个振子还分别

与时间依赖的外部弱扰动 fA 和 fB 耦合. 其相互作用哈密顿量为

V = ~[∆c +G(q̂ + q̂′)]ĉ†ĉ+ fAq̂ + fB q̂
′. (19)

定义复合变量

Q̂ = q̂ + q̂′, P̂ =
1

2
(p̂+ p̂′), Φ̂ =

1

2
(q̂ − q̂′), Π̂ = p̂− p̂′, (20)

易证明 [Q̂, Π̂] = 0 并且有

˙̂
Q =

Π̂

m
,

˙̂
Π = −mω2Q̂+ fB − fA, ˙̂c = i∆cĉ− iGQ̂ĉ. (21)

从这动力学方程组中我们可以发现集体位置算符 Q̂与相对动量算符 Π̂构成了一个量子规律免疫子系

统. 图 6 展示了由测量引起的完整动力学关系图.

方程组 (21) 的形式与在外力差 fB − fA 驱动下谐振子的运动方程一致. 振子的运动导致腔场频

率的平移, 而这种平移可以通过干涉法来测定. 然而与普通光力学测量系统的不同之处在于, 辐射压

的效果在振子的方程中完全没有出现. 也就是说通过这种测量方案测量外力差 fB − fA 没有任何测量

反作用, 因此测量精度也不会受测量反作用的限制. 其实这只是在系统的局部精度上突破了位移测量

的标准量子极限, 测量的反作用全被施加到由复合算符 Φ̂ 与 P̂ 构成的另一个子系统中. 详细的讨论

与分析可以在我们近来的工作 [93] 中读到.
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图 6 (网络版彩图) 量子规律免疫系统的原理图: 左图为原始表象, 右图为复合表象. 复合振子 E 的位移导致腔场

C 的相位变化, 这种变化可以通过干涉法测定, 同时测量的反作用只会影响测量无关的复合变量 D

Figure 6 (Color online) Relationship diagram for the back-action evading setup in the “bare” (left) and “composite”

(right) representations. The displacement of the composite oscillator E results in a change in the phase of the cavity

field C that could be measured by homodyne detection, but the measurement back-action only affects the composite

oscillator D

6 结论

本文总结了线性耦合体系和非线性耦合体系中物理量测量精度的量子极限研究的进展.由于粒子

间的相互作用作为一种新的资源,非线性耦合体系中物理量测量精度能够超越线性情形下最好的精度,

对于 k ―体非线性耦合的情形, 使用直积的探测场能够得到的最优灵敏度是 N−k+1/2, 使用纠缠的探

测场能够得到的最优灵敏度是 N−k. 但 1/N 只是线性海森堡极限, 非线性耦合情形有个更小的非线

性的海森堡极限, 所以海森堡极限依然存在, 并没有被突破.
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Abstract Given a physical setup, what is the precision that can be obtained? In this paper, we firstly review

the recently theoretical developments about the quantum parameter estimation. The measurement sensitivity

can be improved from the Heisenberg limit (HL) to super-Heisenberg limit (SHL) by changing the coupling

Hamiltonian from linear to nonlinear. Then we review some techniques which have been used to break through

the standard quantum limit (SQL) and reach the HL in optical quantum metrology, and describe the experiment

of nonlinear quantum metrology where the interaction among particles as a valuable resource can contribute to

measurement sensitivity and give scaling beyond the HL. Finally, we introduce a potential new approach to the

future developments of quantum metrology.

Keywords quantum metrology, standard quantum limit, Heisenberg limit, super-Heisenberg scaling, phase

sensitivity, quantum-mechanics free subsystems
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