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摘要 本文介绍同余数问题的最新进展, 特别地, 同余椭圆曲线 Goldfeld 猜想的进展.
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1 同余数问题

本节用初等语言叙述同余数问题中的基本猜想及结果,但这些猜想更为系统的背景以及这些结果

的建立均涉及后面介绍的椭圆曲线深刻算术理论.

定义 1.1 一个正整数 n 称为同余数, 若它是一个有理直角三角形的面积, 即存在正有理数 a、b

和 c, 使得

a2 + b2 = c2,
1

2
ab = n.

根据史料记载,对同余数的研究可追溯到公元 972年的一份阿拉伯文稿. 人们很早就知道 5、6和

7 都是同余数 (见 Fibonacci 1225 年的著作《平方数》), 相对应的直角三角形有边长(
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)
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事实上, Euclid 在《几何原本》中给出了边长为无公因子整数的直角三角形 (称其为本原直角三角形)

的边长公式. 对任意互素正整数 α > β 使得 2 - α+ β, 则

α2 − β2, 2αβ, α2 + β2
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是一个本原直角三角形的边长. 反之,任何本原直角三角形的边长都由唯一的一对这样的 (α, β)给出.

由此不难看出, 一个正整数 n 是同余数当且仅当存在这样的 (α, β) 及有理数 t 使得

αβ(α2 − β2) = nt2.

取 (α, β) = (5, 4), (2, 1), (16, 9), 我们就得到了上述对应于 5、6 和 7 的直角三角形.

Fibonacci在《平方数》中还不加证明地断言 1不是同余数,这直到 400年后 (1659年)才由 Fermat

发现无穷下降法给出了其证明. 回顾 Fermat 证明 n = 1, 2, 3 不是同余数的方法. 如不然, 则对某个正

整数 t, 存在面积为 nt2 的本原直角三角形, 即有互素的一奇一偶正整数 α 和 β 使得

αβ(α2 − β2) = nt2.

考虑模 8 的剩余可知, 存在正整数 r、s、u 和 v 使得

α = r2, β = ns2, α+ β = u2, α− β = v2.

这样, 容易看出 (
u+ v

2
,
u− v

2
, r

)
也是一个整边长直角三角形, 其面积为 n(s/2)2, 但其斜边 r =

√
α < α2 + β2. 除去边长的公因子, 我

们得到一个比原来小的本原直角三角形, 它的面积形如 nt21. 这样的过程无限进行下去就给出了矛盾

(没有无限严格下降的正整数序列). 同理可证模 8余 3的素数不是同余数. Fermat发现的这个无穷下

降法有相当深远的影响, 例如, 后面会看到 Mordell在 1922 年建立的椭圆曲线上有理点形成一个有限

生成交换群的这一重要定理就深受它的影响.

上面阐述的方法使得人们有如下更多同余数和非同余数的例子 (浅灰部分为非同余数):

n mod 8 1 2 3 5 6 7

n 1 2 3 5 6 7

9 10 11 13 14 15

17 18 19 21 22 23

25 26 27 29 30 31

33 34 35 37 38 39

41 42 43 45 46 47

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

217 218 219 221 222 223

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

这些数据使得人们猜测任意模 8 余 5、6 和 7 的正整数都是同余数 (参见文献 [1]), 而模 8 余 1、2 和

3 的正整数是同余数的概率为 0. 下面给出同余数研究中的关键问题, 其中最基本的问题如下:

基本问题 是否存在一个算法, 通过有限步能判断一个给定的正整数是否为同余数? 对同余数,

怎样找出所有对应的直角三角形.
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由文献 [2] 知, 若假设椭圆曲线的 BSD 猜想成立, 则对一个无平方因子的正整数 n, 使得若 n 为

奇数, 令 a = 1, 否则令 a = 2, 则 n 为同余数当且仅当三元二次型方程

n

a
= 2ax2 + y2 + 8z2, x, y, z ∈ Z

的整数解中 z 为奇数的解与 z 为偶数的解个数相同. 事实上, 由 Coates 和 Wiles [3] 在 Birch 和

Swinnerton-Dyer (BSD) 猜想方面的工作知, 上述论断的必要性方向成立 (从而 Tunnell 获得了非同

余数的一个充分性条件,例如,我们由它可知 1、2和 3不是同余数). 这样如果假设 BSD猜想成立,上

述问题的前半部分有肯定的解答. 在 Tunnell (基于 Coates-Wiles 和 Shimura-Waldspurger) 的工作后,

上述基本问题遗留部分可叙述如下:

基本猜想一 假设三元二次型方程

n

a
= 2ax2 + y2 + 8z2, x, y, z ∈ Z

的整数解中 z 为奇数的解与为偶数的解个数一样多, 则 n 为同余数, 进而存在一个有效算法在有限步

找出它所对应的所有有理边长直角三角形.

上述猜想本质是 BSD 猜想. 对模 8 余 5、6 和 7 的正整数 n, 我们可知 2ax2 + y2 + 8z2 = n/a 无

解, 从而 n 为同余数.

关于非同余数的分布有如下基本猜测: 模 8余 1、2和 3的正整数是同余数的概率为 0. Goldfeld [4]

有如下一个更强的猜测 (这之所以更强是由于前面提到的 Coates-Wiles 的工作):

基本猜想二 (偶情形 Goldfeld 猜想) 对几乎所有 (按概率 100%) 的模 8 余 1、2 和 3 的无平方

因子的正整数 n, 三元二次型方程

n

a
= 2ax2 + y2 + 8z2, x, y, z ∈ Z

的整数解中 z 为奇数的解与为偶数的解个数不等.

注意, 上面的基本猜想一已经猜测任意模 8 余 5、6 和 7 的正整数都是同余数. 我们稍后会看到

Goldfeld [4] 对模 8 余 5、6 和 7 的情形类似基本猜想二, 也有一个 “极小情形概率为 1” 的猜想 (参见

猜想 2.8).

定理 1.2 [5, 6] 对任意整数 k > 1, 在每个模 8 余 5、6 和 7 的剩余类中都存在无穷多恰有 k 个奇

素因子的无平方因子同余数.

定理 1.3 [7, 8] 在每个模 8 余 5、6 和 7 的剩余类中, 同余数都有正密度.

定理 1.4 [9] 在模 8 余 1、2 和 3 的正整数中, 同余数出现的概率为 0.

定理 1.5 [10] 关于上述同余数的偶情形, Goldfeld 猜想成立.

注 1.6 对任意大于 2 的整数 m, m(m2 − 1) 都是一个同余数. 由此不难证明对每个模 8 余 1、2

和 3 的剩余类都存在无穷多个无平方因子的同余数.

2 椭圆曲线

本节以同余数问题引入椭圆曲线, 首先讲述 Mordell-Weil 群的有限生成性与 Fermat 无穷下降法

的联系, 进而提出关于 L- 函数在中心点处 Taylor 展式的首项的 3 个基本问题, 最后给出本文主要概

述的结果 (参见主定理 B).
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从上面的讨论易知, n 是一个同余数当且仅当存在非零整数 α 和 β 及有理数 t 使得

nt2 = αβ(α+ β)(α− β) 或 n

(
t

β2

)2

=
α

β

((
α

β

)2

− 1

)
,

从而当且仅当椭圆曲线

E(n) : ny2z = x3 − xz2

存在使得 y ̸= 0 的有理数解 [x : y : 1]. 注意, 曲线 E(n) 有另一个等价的定义方程 y2z = x3 − n2xz2.

一般地, 有理数域 Q 上的椭圆曲线是指定义在有理数域上的亏格 1 的射影光滑代数曲线且带有一个

有理点 O, 或等价地, 是射影平面上由如下方程定义的一条光滑曲线:

A : y2z = x3 + axz2 + bz3, a, b ∈ Q.

其上有理点的集合 A(Q) 有 Abel 群的结构: 以 O = [0 : 1 : 0] 为零元, 三点 P、Q 和 R 共线当且仅当

P +Q+ R = O. 以同样的方式, A 上坐标为代数数的点形成一个交换群 A(Q). 特别地, A(Q) 上的满

足 2P = O 的点 P 构成一个 4 阶群 A[2] = {[x : y : 1] ∈ A(Q) | y = 0} ∪ {O}.
定理 2.1 [11] 令 A/Q 为定义在有理数域上的椭圆曲线, 则 A(Q) 为一个有限生成的交换群.

记 A(Q) 的秩为 rankA(Q), 也称为 A 的秩. 记 A(Q) 的扭子群为 A(Q)tor.

命题 2.2 对椭圆曲线 E(n) : y2 = x3 − n2x, 有 E(n)(Q)tor = E(n)[2] ∼= (Z/2Z)2.
推论 2.3 一个正整数 n 为同余数当且仅当 E(n) 的秩为正.

现在回顾用椭圆曲线语言描述的 Fermat 无穷下降法以及它在 Mordell 定理证明中所扮演的重要

角色.假设 A为椭圆曲线且 A[2] ⊂ A(Q),不妨记它的方程为 A : y2 = (x− c1)(x− c2)(x− c3). 对 A中

任意一个满足 x ̸= ci 的有理点 (x, y), 记

x− ci = miy
2
i , 1 6 i 6 3

和 m = (m1,m2,m3), 其中 mi 为 x − ci 的平方自由部分 (例如, − 3·125
4·7 = (−3 · 5 · 7) · (5/2 · 7)2), 则

[y1, y2, y3, 1] 为 P3 中如下定义的射影曲线 C(m) 的一个有理点:

C(m) : miy
2
i −mjy

2
j = (cj − ci)t

2, 其中 1 6 i < j 6 3.

C(m) 为 A 的一个 2 覆盖. 考虑如下集合 (也可看成 (Q×/(Q×)2)3,N=1 的子群):

{(m1,m2,m3) | mi 无平方因子, m1m2m3 为平方数, C(m)(Q) ̸= ∅},

则逐项相乘给出了该集合的乘法群结构. 由此, 有群同构:

κ : A(Q)/2A(Q)
∼→ {(m1,m2,m3) | mi 无平方因子, m1m2m3 为平方数, C(m)(Q) ̸= ∅}.

为使 C(m) 在局部域 Qp 上有解, mi 的素因子必须整除 2
∏
(ci − cj). 回到 Fermat 考虑的情形, E(n) :

y2 = x3−n2x,此处 n = 1, 2, 3. 考虑 E(n)(Q)上的非扭点 P1 = (nα/β, n2t/β2),其中 (α, β) = 1, 2 - α+β.

考虑模 8 的剩余, 我们知道

α = r2, β = ns2, α+ β = u2, α− β = v2,
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从而 P1 对应的 2- 覆盖有

(m1,m2,m3) =

(
nα

β
,
nα

β
− n,

nα

β
+ n

)
= (1, 1, 1),

因而是平凡的. 故 E(n)(Q)/2E(n)(Q) ∼= E(n)[2], 可知存在 P2 ∈ A(Q) 使得 P1 ∈ 2P2 + E(n)[2] 但是 P2

比 P1 的 “高度”更小,这里 P1 的高度可以认为是对应直角三角形的斜边 α2 + β2. 上述过程实际上给

出了 Mordell 定理的证明的本质部分, 即对 Q 上椭圆曲线 A,

(1) A(Q)/2A(Q) 是有限的;

(2) 存在一个正定二次的高度函数 ĥ : A(Q) ⊗Z R → R 具有如下性质: 对任意常数 C > 0, 满足

ĥ(P ) < C 的点 P ∈ A(Q) 个数有限.

对 Q 上椭圆曲线 A, 可以定义类似于 Riemann zeta 函数的一个解析不变量, 称为 A 的 L 函数,

记作 L(A, s). 它定义为一个 Euler 乘积

L(A, s) :=
∏
p

Lp(A, s).

这里 p 取遍所有素数, 假设 ∆ 为 A 的判别式, 不整除 2∆ 的素位 p 处的 Euler 因子

Lp(A, s) = (1− ap(A)p
−s + p1−2s)−1,

其中若令 Ã为 A在 p处的约化,则 ap(A) := p+1−#Ã(Fp). 对整除 2∆的坏素位处的局部 L函数的

定义参见文献 [12]. 例如, 对无平方因子正整数 n, 椭圆曲线 E(n) : y2 = x3 − n2x 在所有坏素数 p | 2n
处的 Euler 因子 Lp(E

(n), s) = 1. 对于定义在数域上的椭圆曲线, 我们也类似地定义 L 函数.

椭圆曲线 A 的 L 函数收集了其局部信息 #Ã(Fp), 且 Euler 乘积在 ℜ(s) > 3/2 时绝对收敛.

定理 2.4 [13–15] 设 A 是 Q 上椭圆曲线, 则其 L 函数 L(A, s) 有全纯延拓至整个复平面且满足对

称点为 s = 1 的函数方程

Λ(A, s) := Ns/2 · 2(2π)−sΓ(s)L(A, s) = ϵ(E)Λ(A, 2− s),

其中 N ∈ Z>1 为 A 的导子, ϵ(A) ∈ {±1} 为 L(A, s) 的根数.

例 2.5 令 n 为一个无平方因子的正整数, 则 E(n) 的 L 函数的根数为

ϵ(E(n)) =

+1, 若 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8),

−1, 若 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8).
(2.1)

对于椭圆曲线 A 的算术, 其 L 函数在对称中心 s = 1 处 Taylor 展式的首项系数尤为重要:

L(A, s) = ar(s− 1)r + (高次项), ar ̸= 0.

其中首项次数 r 记作 ords=1 L(A, s). 我们关心首项 ar(s− 1)r 的如下问题:

(1) 它的算术意义. BSD 猜想断言首项次数 r 等于 A(Q) 的秩, 而首项系数由包括 A 的 Mordell-

Weil 群 A(Q) 及 Shafarevich-Tate 群X(A/Q) 等算术不变量给出.

(2) 它在 A 的二次扭族中的变化行为. 关于首项次数 r 有 Goldfeld 猜想, 以及 ar 的 “代数部分”

的分布和特殊值 L(A, 1) 的模性 (猜测参见猜想 2.9).
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(3) 它和 “motivic” 对象的关系. 例如, 令 K 是一个虚二次数域, AK 为 A 在 K 上的基变换, 当

AK 的根数为 +1时, Waldspurger公式联系了 L(AK , 1)和环面周期;当根数为 −1时, Gross-Zagier公

式联系了 L′(AK , 1) 和 Heegner 点.

现在给出以上 (1)和 (2)中所涉及内容的细节 (关于 (3)见第 3和 4节,特别地见定理 4.7和 3.9).

首先回顾 BSD 猜想. 椭圆曲线的 Shafarevich-Tate 群如下定义, 它被猜测是一个有限群:

X(A/Q) := ker

(
H1(Q, A) →

∏
v

H1(Qv, A)

)
.

猜想 2.6 (BSD 猜想) 令 A/Q 为一条椭圆曲线, 则 L(A, s) 的首项次数有

r := ords=1 L(A, s) = rankZ A(Q),

首项系数的代数部分 (称为 A 的解析 Sha)

L(A) :=
L(r)(A, 1)

r! ·R(A) · Ω(A)
· (#A(Q)tor)

2∏
ℓ cℓ(A)

= #X(A/Q),

其中 R(A)、Ω(A) 和 cℓ(A) 分别为 A 的正则子、周期和在素数 ℓ 处的 Tamagawa 数 (参见文献 [12]).

对一个素数 p, 若上述等式两边均为非零有理数且 p 进赋值相等, 则称 A 的 p 部分 BSD 猜想

成立.

注 2.7 假设 BSD 猜想成立, 则存在一个有效算法来给出正则子的上界, 从而给出一个有效算

法来计算 A(Q) 的生成元 (参见文献 [16]).

关于 L 函数特殊值在二次扭族中的变化行为, 有如下猜想.

猜想 2.8 [4] 令 A : y2 = x3 + ax+ b 为 Q 上的椭圆曲线, 对无平方因子整数 n, 称

A(n) : ny2 = x3 + ax+ b

为 A 的在 Q(
√
n) 上的二次扭. 对整数 r > 0, Goldfeld 猜测如下:

Prob
(
ord
s=1

L(A(n), s) = r
)
=


1

2
, 若 r = 0, 1,

0, 若 r > 2.

关于 L 函数的首项系数在二次扭族中的分布, 我们有如下猜测.

猜想 2.9 (解析 Sha的分布猜想) 令 A/Q为一条椭圆曲线,满足 A[2] ⊂ A(Q)且 A没有定义在

Q 上的 4 阶循环子群, 则对 r = 0, 1 和 t ∈ Z>0, 有

Prob(ord2(L(A(n))) = 2t, ords=1 L(A
(n), s) = r | ϵ(A(n)) = (−1)r) = πr,t,

其中

πr,t := lim
n→∞

n≡r mod 2

Vol({M ∈ Xr(n) | #coker(M)tor = 22t}),

这里 Xr(n) 为如下的带有典范概率测度的 2- 进集合:

Xr(n) := {M ∈ Mn×n(Z2) | tM = −M, corank(M) = r}.
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注 2.10 这里, 赋予 Xr(n) 以 2- 进拓扑, 记 d 为 Xr(n) 的维数. 可知在 Xr(n) 的 Borel σ- 代数

上存在一个唯一的有界实值测度 µ (参见文献 [17]) 使得对任意的 Xr(n) 的既开又闭子集 S, 有

µ(S) = lim
m→∞

#{S 在 Mn×n(Z2/2
mZ2) 中的像}

2md
.

上述定理中的概率测度为 1
µ(Xr(n))

µ.

本文主要概述主定理 (见定理 1.3 和 1.5) 如下.

主定理 A [10] 对于同余椭圆曲线 E : y2 = x3 − x, Goldfeld 猜想对 E 的二次扭族和 r = 0 成立.

主定理 B 对同余椭圆曲线 E : y2 = x3 − x, 有

B0: 解析 Sha 分布猜想对 E 的二次扭族和 r = t = 0 成立, 即

Prob(ord2(L(E(n))) = 0, ords=1 L(A
(n), s) = 0 | ϵ(E(n)) = 1) = π0,0,

B1: 对 r = 1 和 t = 0 有

Prob(ord2(L(E(n))) = 0, ords=1 L(A
(n), s) = 1 | ϵ(E(n)) = −1) > 2

3
π1,0.

3 椭圆曲线的基本算术理论

现在解释在上述 Goldfeld 猜想及解析 Sha 分布的结果中所涉及的思想方法. 我们从同余数椭圆

曲线二次扭族的偶 Goldfeld 猜想开始. 令 n 为一个无平方因子正整数, 令 a = 1, 若 n 为奇数; 令

a = 2, 若 n 为偶数. 定义

L(n) := #

{
(x, y, z) ∈ Z3

∣∣∣∣ 2ax2 + y2 + 8z2 =
n

a
, 2 | z

}
−#

{
(x, y, z) ∈ Z3

∣∣∣∣ 2ax2 + y2 + 8z2 =
n

a
, 2 - z

}
.

重述定理 1.5 (主定理 A 的等价形式) 如下:

主定理 A′ 在所有满足 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 的无平方因子正整数中, 那些使得 L(n) ̸= 0 的 n 的

密度为 1, 即

Prob(L(n) ̸= 0 | n ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 无平方因子正整数) = 1.

证明 由定理 3.6–3.8 可得.

上述定理的证明基于椭圆曲线的算术, 其中 Selmer 群是一个基本对象.

3.1 Selmer 群

假设 A[2] ⊂ A(Q), 沿用上一小节的记号, 定义

Sel2(A/Q) := {(m1,m2,m3) | mi 平方自由, m1m2m3 为平方数, C(m)(Qv) ̸= ∅,∀ v},

则该集合有限 (因为 mi 只能被 2
∏
(ci − cj) 的素因子整除). 故有如下 2- 递降过程:

κ : A(Q) � A(Q)/2A(Q) ↪→ Sel2(A/Q).

记X(A/Q)[2] 为上述映射的商. 可知若 Sel2(A/Q)/κ(A(Q)tor) = 0, 则 A 的秩为 0.
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猜想 3.1 dimF2 X(A/Q)[2] 为偶数. 特别地, 若 dimF2 Sel2(A/Q)/κ(A(Q)tor) 为奇数, 则 A 的秩

为正.

对同余椭圆曲线 E(n), 有

dimF2 Sel2(E
(n)/Q)/κ(E(n)(Q)tor)

是偶数, 若 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8),

是奇数, 若 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8).

因此, 由上述猜想可以得到任意模 8 余 5、6 和 7 的正整数都是同余数.

问题 3.2 当 dimF2 Sel2(A/Q)/κ(A(Q)tor) = 1 时, 如何构造一个 A(Q) 中的非挠元素并且证明

A 的秩为 1?

注 3.3 [7] 假设 n = p1 · · · p2k+1 无平方因子, 其中 pi 为模 8 余 5 的满足对任意 i ̸= j 都有

( pi

pj
) = −1 成立的素数, 则 dimF2 Sel2(E

(n)/Q)/κ(E(n)(Q)tor) = 1 且 n 是同余数.

基于 Heath-Brown、Swinnerton-Dyer 和 Kane 的工作, 有如下描述 Selmer 群在二次扭族中变化

行为的定理:

定理 3.4 [18–20] 假设 A/Q 为一条满足 A[2] ⊂ A(Q) 的椭圆曲线, 且 A 没有 4 阶循环子群, 那么

对任意自然数 d, 均有

Prob(dimF2 Sel2(A
(n)/Q)/κ(A(n)(Q)tor) = d) =

2d∏d
j=1(2

j − 1)
∏∞

j=0(1 + 2−j)
.

一般 Selmer群的定义需要 Galois上同调.对一条椭圆曲线 A/Q和一个素数方幂 pn,有 Kummer

映射

κ : A(Q)/pnA(Q) ↪→ H1(Q, A[pn]), P 7→
(
σ 7→ (σ − 1)

(
P

pn

))
.

类似地, 有局部 Kummer 映射 κv : A(Qv)/p
nA(Qv) ↪→ H1(Qv, A[pn]). 有如下的交换图表成立:

A(Q)/pnA(Q)
κ //

��

H1(Q, A[pn])

��∏
v A(Qv)/p

nA(Qv)

∏
v κv // ∏

v H
1(Qv, A[p

n]).

定义 A 的 pn-Selmer 群为

Selpn(A/Q) := ker

(
H1(Q, A[pn]) →

∏
v

H1(Qv, A[pn])

ℑ(κv)

)
.

可知 Selpn(A/Q) 为一个有限交换群, 且满足如下的短正合列:

0 → A(Q)/pnA(Q)
κ−→ Selpn(A/Q) → X(A/Q)[pn] → 0.

类似地, 定义 A 的 p∞-Selmer 群为

Selp∞(A/Q) := ker

(
H1(Q, A[p∞]) →

∏
v

H1(Qv, A[p∞])

ℑ(A(Qv)⊗Qp/Zp ↪→ H1(Qv, A[p∞]))

)
.

它是余有限生成 Zp 模, 带有辛结构, 且满足如下正合列:

0 → A(Q)⊗Qp/Zp → Selp∞(A/Q) → X(A/Q)[p∞] → 0.

Bhargava-Kane-Lenstra-Poonen-Rains 提出如下猜想 (BKLPR 猜想).
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猜想 3.5 [17] 椭圆曲线 A 按照高度排序, 对给定的 r 和有限辛 p- 群 G, 有如下概率的分布:

Prob(Selp∞(A/Q) ∼= (Qp/Zp)
r ⊕G)

=
(#G)1−r

#Aut(G)
×


1

2

∞∏
i=r+1

(1− p1−2i), 若 r = 0, 1,

0, 若 r > 2,

这里 Aut(G) 为保持辛结构的自同构群.

在二次扭族中, 可以猜测 Sel2∞(A/Q) 的分布也遵从上述对所有椭圆曲线的分布行为的某种修正.

特别地, 当 A[2] ⊂ A(Q) 且没有定义在 Q 上的 4 阶循环子群时, 两种分布是一致的 (见下面定理 3.6).

现在概述主定理 A′ 的证明, 其主要通过如下定理得到:

定理 3.6 [8, 9] 假设 A/Q 为一条椭圆曲线且满足如下条件:

• 所有 A 的 2- 挠点都是有理的;

• A 没有定义在 Q 上的 4 阶循环子群,

则在 A 的满足根数为 +1 (或 −1) 的二次扭族 {A(n)} 中, 满足 corankZ2 Sel2∞(A(n)/Q) = 0 (或 = 1)

的子集的密度为 1, 即对 r = 0, 1,

Prob(corankZ2 Sel2∞(A(n)/Q) = r | ϵ(A(n)) = (−1)r) = 1.

更进一步地, 对任意整数 r > 0 和任意辛 2- 群 G, 有

Prob(Sel2∞(A/Q) ∼= (Q2/Z2)
r ⊕G)

=
(#G)1−r

#Aut(G)
×


1

2

∞∏
i=r+1

(1− 21−2i), 若 r = 0, 1,

0, 若 r > 2.

定理 3.7 [21] 1) 令 A/Q 为一条带复乘的 (with complex multiplication, CM) 椭圆曲线, p 为任意

一个素数, 则

corankZp
Selp∞(A/Q) = 0 当且仅当 L(A, 1) ̸= 0.

更一般地, 令

• f ∈ Sk(Γ1(N)) 为一个 CM 特征模形式, k 为偶数;

• p 为任意素数;

• F 为 f 的系数域;

• λ 为一个 F 的位于 p 之上的素位;

• VFλ
(f) 为 f 对应的 λ- 进 Galois 表示,

则

H1
f

(
Q, VFλ

(f)

(
k

2

))
= 0 当且仅当 L

(
f,

k

2

)
̸= 0,

其中 H1
f 为 Bloch-Kato Selmer 群 (参见文献 [22]).

基于 Waldspurger-Shimura 的工作, Tunnell 有如下结果 (Qin 在脚注 2) 中给出了新证明):

1) Ashay B, Tian Y. A rank zero p converse to a theorem of Gross-Zagier, Kolyvagain and Rubin II. Preprint

2) Qin H R. Congruent numbers, quadratic forms and K2. Preprint
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定理 3.8 [23] L(E(n), 1) ̸= 0 当且仅当 L(n) ̸= 0. 更精确地, 存在权为 3/2 的模形式
∑∞

n=1 anq
n

∈ S3/2(128, χ1) 和
∑∞

n=1 bnq
n ∈ S3/2(128, χ2), 使得对所有的平方自由的 n ∈ Z>0, 有

L(n) =

an,

bn/2,
以及

L(E(n), 1)

Ω/
√
n

=


a2n
16

, 若 n ≡ 1, 3 (mod 8),

b2n/2

8
, 若 n ≡ 2 (mod 8),

其中 Ω =
∫∞
1

dx√
x3−x

.

为了研究关于 L 函数的 Goldfeld 猜想, 我们基于 Selmer 群的分布 (例如, Smith 的工作), 然后通

过 BSD猜想上的结果过渡到 L函数的分布行为.而 BSD方面的结果是由椭圆单位和 Beilinson-Flach

元素的研究得到. 一般地, 关于椭圆曲线的算术, 有如下图表.

下面证明主定理 B. 由于还不能直接证明 2 部分 BSD 公式, 因此定理 B0 的建立利用了环面

周期.

主定理 B0 在所有模 8 余 1、2 和 3 的正整数中,

Prob(2−µ(n)L(n) 是奇数) = π0,0 =
∞∏

n=1

(1 + 2−n)−1 = 0.4194 · · · ,

其中 π0,0 如猜想 2.9 所示. 特别地,

Prob(L(n) ̸= 0 | n ≡ 1, 2, 3 (mod 8)) > π0,0.

证明 由定理 3.10、3.4 和 3.11 可得.
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在该证明中, 一个关键步骤是应用环面周期的 Waldspurger 公式. 下面给出 Waldspurger 公式的

一个简单应用, 其方法也是后面用归纳法证明定理 3.10 的初始步骤.

定理 3.9 假设 p 为模 8 余 3 的一个素数, 则

L(E(p)) ∈ 1 + 2Z,

其中 L(E(n)) = 2−µ(n)L(n).
证明概要如下. 考虑定义在 Q 上只在 2 和 ∞ 处分歧的四元数代数 B. 记 K = Q(

√
−p). 令 R

为 B 的一个阶使得其判别式等于 32且存在嵌入 OK → R,则上述嵌入诱导了映射 Pic(OK) → XR :=

B×\B̂×/R̂×. 记 f 为文献 [24] 中的 Z 本原的测试向量, 则 Waldspurger 公式将 L 函数 L(EK , 1) 与周

期 PK(f) =
∑

t∈Pic(OK) f(t) 联系起来:

PK(f) = ±µKL(E)L(E(p)),

其中 µK = [O×
K : Z×]. 另一方面可以知道 f 在 Pic(OK) 的像上取值为奇数, 故 L(p) 为奇数.

对任意平方自由正整数 n, 定义

G(n) =
∑

n=d0d1···dr

d0≡1 (mod 8)

∏
i

g(di) (mod 2) ∈ F2.

更一般地, 有如下结论:

定理 3.10 [7] 假设 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 为一个无平方因子的正整数, 则

2−µ(n)L(n) ≡ G(n) (mod 2),

这里 µ(n) 为 n 的素因子个数加 1.

上述定理的证明通过归纳法得到, 该方法首先在文献 [5] 中引入, 后来在文献 [7] 中推广. 之后

Smith 证明了如下定理:

定理 3.11 对任意一个模 8 余 1、2 和 3 的正整数 n,

G(n) ≡ 1 (mod 2) ⇔ Sel2(E
(n)/Q)/E(n)(Q)[2] = 0.

从而结合前述 Heath-Brown 等的定理 3.4, 可知定理 3.1 成立. 结合 Rubin 的定理 [21] 有如下

推论:

推论 3.12 对任意一个模 8余 1、2和 3的正整数 n,当 2−µ(n)L(n)是奇数或 Sel2(E
(n))/E(n)[2]

= 0 时, E(n) 对应的 BSD 公式成立, 即

L(E(n), 1)

ΩE(n)

=
#X(E(n)/Q) ·

∏
cℓ

#E(n)(Q)2tor
.

4 复乘理论和 Heegner 点

前面考虑了非同余数的分布.事实上,同余数的构造等同于椭圆曲线上的有理点构造.基于复乘理

论的 Heegner 点提供了一种系统的机制来构造有理点.

定理 4.1 [25] 任意素数 p ≡ 5, 7 (mod 8) 和任意满足 2p ≡ 6 (mod 8) 的素数 p 都是同余数.
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例 4.2 素数 157 ≡ 5 (mod 8) 为同余数, 但是 “最小的” 面积为 157 的有理直角三角形的两直

角边为
411340519227716149383203

21666555693714761309610
和

6803298487826435051217540

411340519227716149383203
.

Heegner 是怎样得到这样的突破的? 回顾单位圆周 x2 + y2 = 1 可以有实直线参数化:

更进一步, 若 θ 为 π 的有理倍, 则 cos θ 和 sin θ 都是代数数. 类似地, E : y2 = x3 − x 也有这样的

性质 (模性), 即它由上半平面参数化:

为了给出参数化 f : H → E(C), 回顾 H 上的经典的 j- 函数, 定义为

j(τ) = 1728
g32(τ)

g32(τ)− 27g23(τ)
,

其中

g2(τ) = 60
∑

(m,n) ̸=(0,0)

1

(m+ nτ)4
, g3(τ) = 140

∑
(m,n)̸=(0,0)

1

(m+ nτ)6
.

事实 4.3 j- 函数具有模性: j(aτ+b
cτ+d ) = j(τ) 对任意 τ ∈ H 和任意a b

c d

 ∈ SL2(Z)

成立.

特别地, 取 a b

c d

 =

1 1

0 1

 ∈ SL2(Z),
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则有 j(τ + 1) = j(τ). 因此, j 有如下的关于 q = e2πiτ 的形式 Laurent 展开:

j(τ) =
1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + 864299970q3 + · · · .

事实 4.4 存在函数 x(τ), y(τ) ∈ Q(j(τ), j(32τ)) 使得

y(τ)2 = x(τ)3 − x(τ),

即 (x(τ), y(τ)) 是曲线 E : y2 = x3 − x 上的点.

由此, 我们获得了 E 的由上半平面 H 给出的模参数化:

f : H → E(C), τ 7→ (x(τ), y(τ)).

事实 4.5 若 α ∈ H 为一个二次代数数 (或二次代数整数), 则 j(α) 为代数数 (或代数整数).

例 4.6 j 在 τ = (1 +
√
−163)/2 处的取值为整数 −6403203, 从而可以得到

eπ
√
163 = 6403203 + 743.99999999999925007 · · ·

与一个整数十分接近.

Heegner选择了合适的二次代数数 τ ∈ H,从而得到了 E 上的一个定义在 Q(
√
−n)的某个交换扩

张 H 上的代数点 f(τ). 对该点的所有 Galois 共轭 f(τ)σ, σ ∈ Gal(H/Q(
√
−n)) 求和可以得到 E 的一

个定义在 Q(
√
−n) 上的点, 称为 Heenger 点. 通过如下双射:

y2 = x3 − x ↔ −ny2 = x3 − x, (x, y) 7→
(
x,

y√
−n

)
,

它也给出了 E(n) : ny2 = x3 − x 上的一个点. 可以证明当 n ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 为一个奇素数时, 这个点

为无限阶点.

定理 4.7 假设 p为一个模 8余 7的素数,则 ords=1 L(E
(p), s) = 1 = rankZ E

(p)(Q),且其对应的

BSD 公式 2 部分成立.

上述定理的证明主要利用 Gross-Zagier公式和 Heegner点的非平凡性. 令K = Q(
√
−p),则由模参

数化 f : X0(32) → E 和复乘理论可以构造出 E(HK)中的一个点 f(P ),其中 P := {C/OK → C/N−1},
这里 N 为 OK 的范数是 32 的整理想. 由 Atkin-Lehner 理论知, 对任意 t ∈ Pic(OK), 有

f(P )σt + f(P )σt = f([0]),

其中 · 为复共轭. 考虑

yK := TrHK/K f(P ).

故有 yK+yK = #Pic(OK)f([0]). 特别地,当 f([0]) /∈ 2E(Q)且 K 的类数为奇时,可知 yK 为无限阶点.

Gross-Zagier公式将 yK 的高度与 L′(EK , 1)联系起来,故由 yK 的非平凡性可知 ords=1 L(E
(p), s) = 1.

事实上, 一方面由 2 递降过程可知X(E(p)/Q)[2] = 0; 另一方面, 解析 Sha 也是奇数, 这由 Heegner 点

的上述 2 不可除性和如下 Gross-Zagier 公式得到:

ĥK(yK) = 4 · L′(EK , 1)

Ω(E(p))Ω(E)
.
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问题 4.8 当 n 为带有多个素因子的无平方因子整数时, 上述证明过程并不能直接用来判断

Heegner 点的非平凡性. 我们怎样来扩充 Heegner 的结果使得可以用来处理多个素因子情形?

定理 4.9 [7, 26,27] 令 n = p1 · · · pk ≡ 5 (mod 8)为一个无平方因子的正整数,且满足 pi ≡ 1 (mod 4)

为素数, 且 Q(
√
−n) 的类群没有 4 阶元, 则对椭圆曲线 E(n) : ny2 = x3 − x, 有

(1) ords=1 L(E
(n), s) = 1 = rankZ E

(n)(Q);

(2) BSD 猜想对 E(n) 成立:

L′(E(n), 1)

R · Ω
=

#X(E(n)/Q) ·
∏

ℓ cℓ(E
(n))

(#E(n)(Q)tor)2
.

注 4.10 特别地, 定理 4.9 验证了 Monsky 在文献 [28, 第 23 页, 注 (3)] 中提出的猜想.

例 4.11 6205 = 5× 17× 73 ≡ 5 (mod 8) 为同余数, 其中

(a, b, c) =

(
116581702045380

2128879226717
,
2128879226717

9394174218
,
4662575633384808660777961

19999062344860618182306

)
.

上述结果的证明的关键是证明 Heegner 点的非平凡性, 这依赖于

• Heegner 的推导方法;

• Gross-Zagier 公式和 Waldspurger 公式;

• 对素因子个数的归纳 [5, 7] (Heegner 的结果为归纳的第 1 步).

对模 8 余 5、6 和 7 的无平方因子整数 n, 上面的方法可给出对应 Heegner 点 2 不可除 (从而非

平凡) 的一个充分判断条件 (参见文献 [7]). 类似于 n ≡ 1, 2, 3 (mod 8) 的情形, Smith [8, 9] 证明了满足

上述充分条件的 n 使得 Selmer 群达到极小, 按模 8 余 5、6 和 7 只占比例 3
4、

1
2 和

3
4 . 特别地, 我们证

明了定理 B1, 从而定理 1.3 成立.

主定理 B′
1

[7, 8] 令 E(n) : ny2 = x3 − x, 则关于解析 Sha 的分布有

Prob

(
ord2(L(E(n)))=0

ords=1L(E(n),s)=1

∣∣∣∣n ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 为无平方因子的正整数

)
> 2

3
π1,0.

特别地, 弱奇 Goldfeld 猜想成立:

Prob
(
ord
s=1

L(E(n), s) = 1 | n ≡ 5, 6, 7 (mod 8) 为无平方因子的正整数
)
>

1

2
.

5 二次扭族的一般问题

除了同余数椭圆曲线, 二次扭族还有一个重要的例子是与镶嵌数相关的椭圆曲线.

一个平方自由的正整数 n称为镶嵌数 (tiling number),若存在正整数 k 使得等边三角形可以被分

割成 nk2 个全等三角形. 可以证明不等于 1、2、3 和 6 的无平方因子的整数 n 为镶嵌数当且仅当

E : y2 = x(x− 1)(x+ 3)

的两个二次扭 E(±n) 中有一个的秩为正.

定理 5.1 3) 令 n = p1 · · · pk ≡ 7 (mod 24) 为一个无平方因子的正整数, 其中 pi ≡ 1 (mod 3) 为

素数, 且满足 Q(
√
−n) 的类群没有 4 阶元, 则对椭圆曲线 E(±n) : ±ny2 = x(x− 1)(x+ 3), 有

(1) ords=1 L(E
(±n), s) = 0 = rankZ E

(±n)(Q), 特别地, n 不是一个镶嵌数;

(2) 若 p = 2 或 p 为普通好约化, 则 E(±n) 的 BSD 猜想的 p 部分成立.

3) Feng K Q, Liu Q Y, Pan J Z, et al. The tiling number problem. Preprint
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定理 5.2 4) 令 n = p1 · · · pk ≡ −1 (mod 24) 为一个无平方因子的正整数, 其中 pi ≡ ±1 (mod 24)

为素数且满足 Q(
√
−n) 的类群没有 4 阶元, 则对椭圆曲线 E(±n) : ±ny2 = x(x− 1)(x+ 3), 有

(1) ords=1 L(E
(±n), s) = 1 = rankZ E

(±n)(Q), 特别地, n 是一个镶嵌数;

(2) 若 p = 2 或 p 为普通好约化, 则 E(±n) 的 BSD 猜想的 p 部分成立.

我们已经讨论了两条椭圆曲线的二次扭族:

• 同余数椭圆曲线 (congruent number elliptic curve, CNEC): ny2 = x(x − 1)(x + 1), 带有 CM 但

不存在有理 Z/4Z 同源;

•镶嵌数椭圆曲线 (tiling number elliptic curve, TNEC): ny2 = x(x− 1)(x+3)不带 CM但存在有

理 Z/4Z 同源.

这两族椭圆曲线对本文所涉及的所有问题来说是典型的. 给定一条椭圆曲线的二次扭族 E , 我们
有如下期待:

•在有限步之内决定给定椭圆曲线 E ∈ E 是否有无穷阶点, 即 rankE(Q) > 0? (Tunnell类型的结

果对一般二次扭族都成立, 从而假设 BSD 猜想成立, 应该存在一个算法.)

• 当 E 遍历 E 时, 理解关于如下不变量:

Selp(E/Q), Selp∞(E/Q), ords=1 L(E, s), L(E)

的分布问题. 特别地, p = 2.

为了推广上述关于 CNEC 的结果, 需要新的想法, 特别是对 TNEC.
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