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摘要 令 g 是任意 Kac-Moody 代数, 其 Cartan 子代数为 h. 本文确定了在 U(h) 上限制是秩 1 自由

的 g- 模组成的模范畴. 确切地讲, 这个模范畴是非空的当且仅当 g 是 Al 型或是 Cl 型的, 其中 l 是正

整数.

关键词 Kac-Moody 代数 非权模 不可约模

MSC (2010) 主题分类 17B10, 17B20, 17B65, 17B66, 17B68

1 引言

Lie 代数理论越来越广泛地应用于数学和物理的许多领域. 1968 年前后, 为了像有限维单 Lie 代

数一样利用权空间分解研究无限维 Lie 代数, 美国数学家 Kac 和加拿大数学家 Moody 分别独立地利

用广义 Cartan 矩阵引入了一类 Lie 代数, 现在称之为 Kac-Moody 代数. 在过去的几十年里, 这些代

数 (特别是仿射 Kac-Moody 代数) 在组合数学、数论、可积系统、算子理论与量子随机过程等许多数

学领域以及物理学中的量子场论中起着重要作用.

研究一个代数很重要的一件事情是研究它的表示. 而对一个代数的表示理论的研究, 最关键的是

对其所有单模进行分类. 但是, 对于非交换 Lie 代数, 这件事情是非常难的, 参见文献 [1]. 事实上, 除

了 sl2,其余 Kac-Moody代数的单模的完全分类并不清楚.尽管如此,对于特定的 Kac-Moody代数,数

学家们分类出了一些特殊的表示, 例如, 一般 Kac-Moody 代数的有限维单模与不可约最高权模、有限

维单 Lie 代数 [2] 和仿射 Kac-Moody 代数 [3, 4] 的权空间有限维的单权模、s̃l2 的单 Whittaker 模 [5] 等.
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数学家们还构造了仿射 Kac-Moody 代数的一些其他单模, 参见文献 [6–13] 等.

本文分别用 Z、Z+、N、C 和 C∗ 表示整数集、非负整数集、正整数集、复数集和非零复数集. 除

非特别说明, 本文中的所有代数和向量空间都是基于复数域. 另外, 我们用 U(a) 表示 Lie 代数 a 的泛

包络代数, 并用 C[x1, . . . , xn] 表示复数域上的 n 元多项式代数.

令 h是 Kac-Moody代数 g的一个标准 Cartan子代数,则 g上一个权模是指 h对角作用的 g-模.

权模是 Kac-Moody 代数的几类经典表示之一. 令 H(g) 是用 “相反条件” 定义的 g- 模范畴, 即 H(g)

是由在 U(h) 上限制是秩 1 自由的 g- 模组成的 g-Mod 的满子范畴. Nilsson [14] 确定了范畴 H(sll+1),

其中的对象如下.

例 1 我们知道 sll+1(C) 的 Cartan 矩阵为

A =



2 −1

−1 2 −1

. . .
. . .

. . .

−1 2 −1

−1 2


l×l

.

记 Ei,j (1 6 i, j 6 l + 1) 为如下 l + 1 阶方阵: 其第 (i, j) 元素为 1 而其余位置元素为 0. 对 1 6 k

6 l + 1, 令

h̄k := Ek,k − 1

l + 1

l+1∑
i=1

Ei,i,

则 h̄1 + h̄2 + · · ·+ h̄l+1 = 0, 而且 {Ei,j | 1 6 i ̸= j 6 l + 1} ∪ {h̄1, . . . h̄l} 构成 sll+1(C) 的一组基. 对任

意 S ⊆ {1, . . . , l+ 1}, b ∈ C, al+1 = 1 和 a = (a1, . . . , al) ∈ (C∗)l, 多项式代数 C[h̄1, . . . , h̄l] 在下列作用
下构成一个 sll+1(C)-模: 对所有 g ∈ C[h̄1, . . . , h̄l]以及 i, j ∈ {1, 2, . . . , l+1}, k ∈ l = {1, 2, . . . , l},成立

h̄k · g = h̄kg, Ei,j · g = aia
−1
j (δi∈S + δi ̸∈S(h̄i − b− 1))(δj∈S(h̄j − b) + δj ̸∈S)σ̄iσ̄

−1
j (g),

其中 σ̄i (1 6 i 6 l) 是多项式代数 C[h̄1, . . . , h̄l] 的自同构, 它把 h̄k 映成 h̄k − δk,i, σ̄l+1 是恒等映射, 而

δs∈S =

1, 如果 s ∈ S,

0, 如果 s /∈ S,
δs/∈S =

0, 如果 s ∈ S,

1, 如果 s /∈ S.

我们记这个模为 M(a, b, S) (参见文献 [15, 引理 5]). Nilsson [14] 证明了

H(sll+1(C)) = {M(a, b, S) | a ∈ (C∗)l, b ∈ C, S ⊆ {1, . . . , l + 1}}.

进一步地, M(a, b, S) 是单的当且仅当 (l + 1)b ̸∈ Z 或 S ̸= ∅ 或 S ̸= {1, . . . , l + 1}.
为后文使用方便, 我们重新改写例 1 中的模作用. 令

{ei = Ei,i+1, fi = Ei+1,i, hi = Ei,i − Ei+1,i+1 | i = 1, . . . , l}

为 sll+1(C)的 Chevalley生成元集,设 (H1, . . . , Hl)
T = A−1(h1, . . . , hl)

T,则 Hk =
∑k

i=1 h̄i, k = 1, . . . , l.
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用 ai 替换 aia
−1
i+1, 则 sll+1(C) 在 M(a, b, S) ∼= C[H1, . . . ,Hl] 上的模作用变成

Hi · g = Hig,

ei · g =



ai(Hi+1 −Hi − b)σi(g), i, i+ 1 ∈ S,

aiσi(g), i ∈ S, i+ 1 ̸∈ S,

ai(Hi −Hi−1 − b− 1)(Hi+1 −Hi − b)σi(g), i ̸∈ S, i+ 1 ∈ S,

ai(Hi −Hi−1 − b− 1)σi(g), i, i+ 1 ̸∈ S,

fi · g =



a−1
i (Hi −Hi−1 − b)σ−1

i (g), i, i+ 1 ∈ S,

a−1
i (Hi −Hi−1 − b)(Hi+1 −Hi − b− 1)σ−1

i (g), i ∈ S, i+ 1 ̸∈ S,

a−1
i σ−1

i (g), i ̸∈ S, i+ 1 ∈ S,

a−1
i (Hi+1 −Hi − b− 1)σ−1

i (g), i, i+ 1 ̸∈ S,

其中 g ∈ C[H1, . . . , Hl], i ∈ l, σi(g(H1,H2, . . . ,Hl)) = g(H1 − δ1,i,H2 − δ2,i, . . . ,Hl − δl,i) 且 Hl+1 = H0

= 0.

最近, Nilsson [16]证明了对有限维单 Kac-Moody代数 g,除了有限 Al型和有限 Cl型之外, H(g)都

是空的. 对所有Witt代数的类似工作在文献 [17]中完成,而对 Heisenberg-Virasoro代数和 W (2, 2)的

这类模在文献 [18]中确定. 文献 [19]确定了基本 Lie超代数的这类表示. 本文将确定所有 Kac-Moody

代数 g 的范畴 H(g).

本文的结构如下: 第 2节将给出一些定义和符号,并给出一些基本的引理;仿射 Kac-Moody代数 g

的范畴 H(g)将在第 3节的定理 3中给出;而第 4节的定理 11将完全确定秩为 2的 Kac-Moody代数 g

的范畴 H(g) 中的所有对象; 在第 5 节中, 利用与 Nilsson 不同的方法, 我们将重新证明 Nilsson 在文

献 [16] 中的结果, 即确定有限型 Kac-Moody 代数 g 的范畴 H(g); 最后, 我们将在第 6 节的定理 20 中

给出一般 Kac-Moody 代数 g 的范畴 H(g) 中的所有表示.

2 预备知识

我们首先回顾文献 [20] 中一些符号. 一个广义 Cartan 矩阵, 是指满足下列条件的整系数方阵

A = (aij)i,j∈l, 其中 l = {1, 2, . . . , l},
(1) aii = 2, i ∈ l;

(2) aij 6 0, 若 i ̸= j;

(3) aij = 0 ⇔ aji = 0.

本文只考虑 A 是不可分解的情形, 即不存在分拆 l = l1 ∪ l2 使得对任意 i ∈ l1 和 j ∈ l2 均有 aij = 0.

根据文献 [20] 可知, A 一定是以下三种类型之一: 有限型、仿射型或不定型.

广义 Cartan矩阵 A = (aij)l×l 的 Dynkin图 Γ(A)是由标序为 1, 2, . . . , l 的 l 个顶点组成的图: 如

果 i ̸= j 且 aijaji 6 4, 则顶点 i与 j 之间用 max(|aij |, |aji|)条边相连接; 如果 |aij | > 1, 则这些边带有

一个从顶点 j 指向顶点 i的箭头;如果 aijaji > 4, 则顶点 i和 j 之间由一条粗体的线相连结并标有有

序整数对 (|aij |, |aji|).
令 ⟨·, ·⟩ : h× h∗ → C 为向量空间 h 及其对偶空间上的自然不变双线性型. 给定

(1) 广义 Cartan 矩阵 A = (aij)
l
i,j=1;
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(2) 维数为 dim h = 2l − rankA 的有限维向量空间 h (即 Cartan 子代数);

(3) 选定单根集 Π = {α1, . . . , αl} ⊆ h∗ 和单余根集 Π∨ = {α∨
1 , . . . , α

∨
l } ⊆ h, 使得 Π 和 Π∨ 都是线

性无关的且 ⟨α∨
i , αj⟩ = αj(α

∨
i ) = aij , i, j ∈ l.

我们将 A 与一个 Lie 代数 g = g(A) = g̃(A)/t 相关联, 称其为 (秩为 l 的) Kac-Moody 代数, 其中 g̃(A)

是由 h 和元素 {ei, fi | i = 1, 2, . . . , l} 按照如下关系定义的辅助 Lie 代数:

[h, h] = 0,

[h, ei] = αi(h)ei, h ∈ h,

[h, fi] = −αi(h)fi, h ∈ h,

[ei, fj ] = δijα
∨
i ,

(2.1)

而 t 是 g̃(A) 中与 h 相交平凡的 (唯一) 极大理想 (参见文献 [20, 定理 1.2]). Gabber 和 Kac 证明了对

可对称化的 Cartan 矩阵 A, 特别地, 当 A 是有限型或仿射型时, g(A) 由 h 和 {ei, fi | i ∈ l} 按照关系
式 (2.1) 和下面关系式 (参见文献 [20, 定理 9.11]) 生成:

(adei)
1−aij (ej) = (adfi)

1−aij (fj) = 0, i ̸= j. (2.2)

设 g 是 C 上 Kac-Moody 代数. 本文的目标是确定 g- 模范畴 g-Mod 中由限制在 U(h) 上是秩 1

自由的对象组成满子范畴 H(g), 即

H(g) = {M ∈ g-Mod | ResghM ∼=h U(h)}.

取 h的一组基为 {H1,H2, . . . , H2l−rankA} (后文中将明确指出).由于 h是交换 Lie代数,所以, U(h)与

多项式代数 P = C[H1, . . . , H2l−rankA] 同构. 对每一个 i ∈ J = {1, 2, . . . , 2l − rankA}, 记

Pi = C[H1, . . . ,Hi−1,Hi+1, . . . ,H2l−rankA].

显然有 U(h) = Pi[Hi], i ∈ J . 对 g ∈ U(h), 我们用 degi(g) 记把 g 看成 Pi 上以 Hi 为变元的多项式的

次数, 同时, 令 degi(0) = −1.

定义 U(h) 上的自同构如下:

σi : U(h) −→ U(h),

Hj 7→ Hj − δi,j , ∀ j ∈ J.

容易知道 σ−1
i 由把 Hj 映到 Hj + δi,j 确定, 而且 σiσj = σjσi 对所有 i, j ∈ J 都成立. 易知下列事实

成立.

引理 2 设 g ∈ P, k ∈ Z \ {0}, m ∈ Z+, 则有 degi(σ
k
i − Id)(g) = degi(g)− 1, 且

degi(σi − Id)m(g) =

degi(g)−m, 如果 m 6 degi(g),

−1, 如果 m > degi(g).

对于 Kac-Moody 代数 g, 下列辅助代数将在后文讨论中十分有用. 令 Z 为 C 上 (有限维) 交换

Lie 代数, 则 g̃ = Z ⊕ g 在下列 Lie 括号下构成 Lie 代数:

[z, g] = 0, ∀ z ∈ Z. (2.3)
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令 h̃ = Z ⊕ h, 则 h̃ 是交换 Lie 代数且 U(h̃) ∼= U(Z)⊗C U(h). 我们可以把 σi (i ∈ l) 在 U(h) 上的作用

自然延拓到 U(h̃) 上去.

假设在 U(h̃) 上存在 g̃- 模结构使其为 U(h̃) 上的秩 1 自由模. 由于 g 是 g̃ 的子代数, 因此, U(h̃)

上自然地有 g- 模作用. 我们将限制在 U(h̃) 上是秩 1 自由的 g̃- 模组成满子范畴记为 H(g̃).

3 仿射 Kac-Moody 代数的表示

本节将考虑仿射 Kac-Moody 代数 g 的范畴 H(g). 事实上, 我们将证明如下定理:

定理 3 设 g 为仿射 Kac-Moody 代数, 则

H(g) = ∅.

Kac [20] 将仿射型广义 Cartan 矩阵分为三类:

(Aff1) A
(1)
1 , A

(1)
l (l > 2), B

(1)
l (l > 3), C

(1)
l (l > 2), D

(1)
l (l > 4), E

(1)
l (l = 6, 7, 8);

(Aff2) A
(2)
2 , A

(2)
2l (l > 2), A

(2)
2l−1 (l > 3), D

(2)
l+1 (l > 2), E

(2)
6 ;

(Aff3) D
(3)
4 .

根据文献 [20] 中给出的仿射 Kac-Moody 代数的实现, 我们知道任意仿射 2 型或仿射 3 型的的 Kac-

Moody代数 g均包含一个仿射 1型 Kac-Moody代数作为子代数,且其 Cartan子代数即为 g的 Cartan

子代数. 因此, 我们只需对仿射 1 型 Kac-Moody 代数证明定理 3 成立.

令 g 为仿射 1 型 Kac-Moody 代数, 则

g ∼= ġ⊗ C[t±1]⊕ CK ⊕ Cd,

其中 ġ 是 C 上有限维 Kac-Moody 代数, 且

[x⊗ tk1 + λ1K + µ1d, y ⊗ tk2 + λ2K + µ2d]

= [x, y]⊗ tk1+k2 + µ1k2y ⊗ tk2 − µ2k1x⊗ tk1 + k1δk1,−k2(x, y)K,

其中 x, y ∈ ġ, λi, µi ∈ C, ki ∈ Z, 而 (·, ·) 是 ġ 上不变双线性型.

取 ḣ (ġ 的 Carta 子代数) 的一组基为 h1, . . . , hl (Chevalley 生成元), 则

h = Ch1 + · · ·+ Chl + CK + Cd,

而且我们有下面的引理:

引理 4 设 M ∈ H(g), (hi ⊗ tk) · 1 = Rik ∈M , 则

(hi ⊗ tk) · g = τk(g)Rik, ∀ g ∈M,

其中 τ 是由把 d 映到 d− 1 而保持其他变量不动定义的 C[h1, . . . , hl,K, d] 上的自同构.

证明 引理由下面两个关系式直接得到:

[hi ⊗ tk, hj ] = [hi ⊗ tk,K] = 0, ∀ i, j, k,

d, hi ⊗ tk] = khi ⊗ tk, ∀ i, k.

证毕.
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现在我们可以证明以下引理:

引理 5 设 g 是仿射 1 型 Kac-Moody 代数, 则 H(g) = ∅.
证明 假设 H(g) ̸= ∅ 并设 M ∈ H(g). 在 M ∼= C[h1, . . . , hl,K, d] 上, 有

2kK = 2(kK) · 1 = [h1 ⊗ tk, h1 ⊗ t−k] · 1

= R1kτ
k(R1,−k)−R1,−kτ

−k(R1k)

= τk(R1,−kτ
−k(R1k))−R1,−kτ

−k(R1k)

= (τk − 1)(R1,−kτ
−k(R1k)),

其中 k ∈ Z. 根据引理 2, 有

R1,−kτ
−k(R1k) = −2Kd+R′

k,

其中 degdR
′
k = 0. 于是, degdR1k 与 degdR1,−k 有且只有一个是 1.

取 k ̸= j ∈ Z 满足 k + j ̸= 0 且 degdR1k degdR1j = 1. 不妨设

R1k = akd+ bk, R1j = ajd+ bj ,

其中 degd ak = degd bk = degd aj = degd bj = 0 且 akaj ̸= 0, 则

0 = [h1 ⊗ tk, h1 ⊗ tj ] · 1 = R1kτ
k(R1j)−R1jτ

j(R1k) = akaj(j − k)d+ jbjak − kbkaj ̸= 0.

这是不可能的. 所以, H(g) = ∅.
从上面的引理我们知道定理 3 成立.

4 秩为 2 的 Kac-Moody 代数的表示

本节将研究广义 Cartan 矩阵为 A(r, s) = (aij)16i,j62 = ( 2 −r
−s 2 ) 的 Kac-Moody 代数 g 的范畴

H(g). 事实上, 我们将证明下面的命题:

命题 6 令 Kac-Moody 代数 g 的 Cartan 矩阵为 A(r, s), 则 H(g) ̸= ∅ 当且仅当 rs 6 2.

由于在这种情形下, A 始终是可对称化的, 因此, 我们可以在证明中运用关系式 (2.2). 当 A 不可

逆,即 rs = 4时, g是仿射 Kac-Moody代数,其表示已经在第 3节中确定了. 因此,在本节剩下的讨论

中, 我们将假设 rs ̸= 4. 当 r = s = 1 时, g 为 A2 型有限维单 Lie 代数, 其结果为例 1 的特例. 所以,

我们进一步假设 rs ̸= 1.

由于 rs ̸= 4, A 是可逆的, 所以可以取 h 的基为

(H1,H2)
T = A−1(α∨

1 , α
∨
2 )

T,

那么, 我们有

[Hi, ej ] = δijej , [Hi, fj ] = −δijfj , i, j = 1, 2,

[e1, f1] = 2H1 − rH2,

[e2, f2] = −sH1 + 2H2,

[ei, fj ] = 0, i ̸= j,

(ade1)
1+r(e2) = (adf1)

1+r(f2) = 0,

(ade2)
1+s(e1) = (adf2)

1+s(f1) = 0.

1496



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 11 期

根据前两个关系式, 我们可以得到下面的引理:

引理 7 令 M ∈ H(g). 对任意 g ∈ C[H1,H2] ∼=M 和 i ∈ {1, 2}, 有

Hi · g = Hig,

ei · g = Eiσi(g),

fi · g = Fiσ
−1
i (g),

其中 Ei = ei · 1, Fi = fi · 1 ∈ C[H1,H2] \ {0}.
于是, 要确定 M ∈ H(g), 我们只需确定所有可能的 4 元组 (E1, E2, F1, F2).

接下来, 我们证明几个在后文证明中要用的引理.

引理 8 令 g为 Lie代数 sl2(C),而 Z 为 C上交换 Lie代数. 对任意 a ∈ C∗, b ∈ U(Z), S ⊆ {1, 2},
向量空间 M(a, b, S) = U(h̃) 在下列作用下构成一个 g̃- 模: 对所有 g̃ ∈ U(h̃), 有

H · g̃ = Hg̃, z · g̃ = zg̃, ∀ z ∈ Z,

e · g̃ =


a(H + b)σi(g̃), 1, 2 ̸∈ S 或 1, 2 ∈ S,

aσi(g̃), 1 ∈ S, 2 ̸∈ S,

a(−H2 +H + b)σi(g̃), 1 ̸∈ S, 2 ∈ S,

f · g̃ =


a−1(−H + b)σ−1

i (g̃), 1, 2 ̸∈ S 或 1, 2 ∈ S,

−a−1(H2 +H + b)σ−1
i (g̃), 1 ∈ S, 2 ̸∈ S,

a−1σ−1
i (g̃), 1 ̸∈ S, 2 ∈ S.

进一步地, H(g̃) = {M(a, b, S) | a ∈ C∗, b ∈ U(Z), S ⊆ {1, 2}}.
证明 利用例 1 中的关系式在 n = 1 的情形并重新选择 ai 和 b, 我们可以看到上面定义的 g̃ 在

U(h̃) 上的作用给出 U(h̃) 上一个 g̃- 模结构, 即 M(a, b, S) ∈ H(g̃) 对任意 a ∈ C∗, b ∈ U(Z), S ⊆ {1, 2}
均成立. 因此, 我们只需证明 H(g̃) 中的每一个对象均有上述结构.

设 M = U(h̃) 是 H(g̃) 中的一个对象. 通过 [g, Z] = 0 和 H 的选择, 我们知道, M 上的 g̃- 模结

构由 g 的 Che-valley 生成元 e 和 f 在 1 上的作用完全确定. 定义唯一分解整环 U(Z) 上的 Lie 代数

ĝ := U(Z) ⊗C g ⊂ U(g̃). 那么, U(h̃) 变成 U(Z) 上一个 ĝ- 模, 其中 ĝ 在 U(h̃) 上的作用保留了 g̃ 在

U(h̃) 上的作用.

现在来扩张基域. 设 C(Z) 为 U(Z) 的分式域, 并令 C(Z) 为 C(Z) 的代数闭扩域. 令

G = C(Z)⊗U(Z) ĝ ∼= C(Z)⊗C g,

则 G ∼= sl2(C(Z)),其一个 Cartan子代数为 H ∼= C(Z)⊗Ch. 如果把 1⊗g ⊂ G等同于 g,则 (e, f, h)为 G

的 Chevalley 生成元.

注意到 U(h̃) ∼= U(Z)⊗C U(h), 因此有如下 C(Z) 上的向量空间同构:

C(Z)⊗U(Z) U(h̃) ∼= C(Z)⊗C U(h) ∼= C(Z)[H] = U(H),

其中最后一项为 H 在 C(Z) 上的泛包络代数. 所以, 我们可以将 U(H) 与 C(Z)⊗U(Z) U(h̃) 等同起来.

显然, 可以把 ĝ 在 U(h̃) 上的模作用自然地延拓成 G 在 C(Z)⊗U(Z) U(h̃) 上模作用:

(ϕ1 ⊗ ϕ2 ⊗ x) • (ψ1 ⊗ ψ2g) = ϕ1ψ1 ⊗ (ϕ2 ⊗ x · ψ2g),
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其中 ϕ1, ψ1 ∈ C(Z), ϕ2, ψ2 ∈ U(Z), x ∈ g, g ∈ U(h).

由于 H在 C(Z)⊗U(Z)U(h̃)上的作用是乘积,于是可知,得到的 G-模 C(Z)⊗U(Z)U(h̃)属于 H(G),

其中所有的模都是基于域 C(Z). 容易知道, 文献 [14] 中用于证明定理 11 和 30 的方法依然可以用于

研究 G- 模 C(Z)⊗U(Z) U(h̃). 因此, 存在 a ∈ C(Z)
∗
, b ∈ C(Z), S ⊆ {1, 2} 使得例 1 中的结论成立. 更

进一步, 由于 g ⊂ G 在 U(h̃) 上的作用与 g 在 g̃- 模 U(h̃) =M 上的作用一致, 因此, 我们必须有 e • 1,
f • 1 ∈ U(h̃), 从而 a, b ∈ U(Z). 再利用例 1, 我们有 a−1 ∈ U(Z). 所以, a ∈ C∗ 且 M ∈ H(g). 故引理

成立.

现在把 M 分别看成下列 Lie 代数的表示:

Ce1 + Cf1 + C(2H1 − rH2) + CH2,

Ce2 + Cf2 + C(sH1 − 2H2) + CH1,

利用引理 8, 我们知道仅有的可能的 (E1, F1) 和 (E2, F2) 为

(E1, F1) =



(
a1

(
H1 −

r

2
H2 + b

)
, a−1

1

(
−H1 +

r

2
H2 + b

))
,(

a1,−a−1
1

((
H1 −

r

2
H2

)2

+H1 −
r

2
H2 + b

))
,(

a1

(
−
(
H1 −

r

2
H2

)2

+H1 −
r

2
H2 + b

)
, a−1

1

)
,

(E2, F2) =



(
a2

(
H2 −

s

2
H1 + c

)
, a−1

2

(
−H2 +

s

2
H1 + c

))
,(

a2,−a−1
2

((
H2 −

s

2
H1

)2

+H2 −
s

2
H1 + c

))
,(

a2

(
−
(
H2 −

s

2
H1

)2

+H2 −
s

2
H1 + c

)
, a−1

2

)
,

其中 b ∈ C[H2], 而 c ∈ C[H1].

在证明本节的主要结论之前, 我们还需要证明一些辅助结论.

引理 9 设 Kac-Moody 代数 g 的 Cartan 矩阵 A(r, s) 满足 rs ̸= 1, 4.

(1) 如果 s > 1, 则 deg1E1 deg1 F1 = 0;

(2) 如果 r > 1, 则 deg2E2 deg2 F2 = 0.

证明 只需证明 (1). 假设结论不成立, 那么不妨设

E1 = a1

(
H1 −

r

2
H2 + b

)
, F1 = a−1

1

(
−H1 +

r

2
H2 + b

)
,

其中 b ∈ C[H2]. 如果 E2 = a2 且 F2 = −a−1
2 ((H2 − s

2H1)
2 +H2 − s

2H1 + c) 对某个 c ∈ C[H1] 成立, 则

0 = [e2, f1] · 1 = E2σ2(F1)− F1σ
−1
1 (E2) = a2(σ2(F1)− F1).

这推出 deg2 F1 = 0. 因此, b = − r
2H2 + b1, b1 ∈ C. 于是,

E1 = a1(H1 − rH2 + b1), F1 = a−1
1 (−H1 + b1).

故

0 = [e1, f2] · 1 = E1σ1(F2)− F2σ
−1
2 (E1) = a1a

−1
2 r(s− 1)H2

2 + d1H2 + d0,
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其中 d1, d0 ∈ C[H1]. 这与 s > 1 矛盾. 因此, (deg2E2,deg2 F2) ̸= (0, 2). 同理,

(deg2E2,deg2 F2) ̸= (2, 0).

现在设 E2 = a2(H2 − s
2H1 + c), F2 = −a−1

2 (H2 − s
2H1 − c), 其中 c =

∑m
k=0 λkH

k
1 ∈ C[H1]. 如果

m > 1 且 λm ̸= 0, 那么,

0 = [e1, f2] · 1 = E1σ1(F2)− F2σ
−1
2 (E1) = a1a

−1
2 λm

(
−m+

r

2
+ b− σ−1

2 (b)

)
Hm

1 +
m−1∑
k=0

λ′kH
k
1 ,

其中 λ′k ∈ C[H2] (k < m). 于是,

b = −
(
m− r

2

)
H2 + b1, b1 ∈ C.

故

0 = [e1, f2] · 1 = −a1a−1
2 m

(
1− s

2
+ σ1(c)− c

)
H2 + λ′′0 ,

其中 λ′′0 ∈ C[H1]. 因此, 有

σ1(c)− c = −
(
1− s

2

)
.

所以, m = deg1 c 6 1. 这是一个矛盾. 因此, deg1 c 6 1. 利用对称性, 我们同时也有 deg2 b 6 1.

令 b = b1H2 + b2, c = c1H1 + c2, 其中 b1, b2, c1, c2 ∈ C. 我们有

E1 = a1

(
H1 +

(
b1 −

r

2

)
H2 + b2

)
, F1 = a−1

1

(
−H1 +

(
b1 +

r

2

)
H2 + b2

)
,

E2 = a2

(
H2 +

(
c1 −

s

2

)
H1 + c2

)
, F2 = −a−1

2

(
H2 −

(
c1 +

s

2

)
H1 − c2

)
,

此时,

0 = [e1, f2] · 1

= a−1
2 a1

[(
−s
2

− c1

)(
b1 + 1− r

2

)
H1 +

(
b1 −

r

2

)(
1− s

2
− c1

)
H2 − b2

(
c1 +

s

2

)
− c2

(
b1 −

r

2

)]
.

因此, 我们有

b1 =
r

2
, c1 =

−s
2
,

或

b1 =
r

2
− 1, c1 = 1− s

2
, b2 = c2.

如果 b1 = r
2 , c1 = − s

2 , 则

0 = [e2, f1] · 1 = a2a
−1
1 [−s(1− r)H1 − r(1− s)H2 − rc2 + sb2] ̸= 0,

这是不可能成立的.

如果 b1 = r
2 − 1, c1 = 1− s

2 , b2 = c2, 则

0 = [e2, f1] · 1 = a2a
−1
1 [(2− s)(1− r)H2 + (2− r)(1− s)H1 + b2(s− r)] ̸= 0.
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因此, s = r = 2, 这与假设 sr ̸= 4 矛盾. 故引理成立.

例 10 令 g 为 B2 型 Kac-Moody 代数, 其 Cartan 矩阵为 ( 2 −1
−2 2 ). 通过直接计算验证 Serre 关

系容易证明, 对任意 a = (a1, a2) ∈ (C∗)2, S ⊆ {1, 2}, 向量空间 M(a, S) = C[H1,H2] 在以下作用下构

成一个 g- 模: 对所有 g ∈ C[H1, H2], 有

Hi · g = Hig, i = 1, 2,

e1 · g =


a1σ1(g), 1 ∈ S,

−a1
(
H1 −

1

2
H2 −

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −

1

4

)
σ1(g), 1 ̸∈ S,

f1 · g =


−a−1

1

(
H1 −

1

2
H2 +

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 +

1

4

)
σ−1
1 (g), 1 ∈ S,

a−1
1 σ−1

1 (g), 1 ̸∈ S,

e2 · g =



a2

(
− 2H1 +H2 −

1

2

)
σ2(g), 1, 2 ∈ S,

a2

(
H2 −

1

2

)(
2H1 −H2 +

1

2

)
σ2(g), 1 ∈ S, 2 ̸∈ S,

a2

(
H2 −

1

2

)
σ2(g), 1, 2 ̸∈ S,

a2σ2(g), 1 ̸∈ S, 2 ∈ S,

(4.1)

f2 · g =



−a−1
2

(
H2 +

1

2

)
σ−1
2 (g), 1, 2 ∈ S,

a−1
2 σ−1

2 (g), 1 ∈ S, 2 ̸∈ S,

a−1
2

(
2H1 −H2 −

1

2

)
σ−1
2 (g), 1, 2 ̸∈ S,

a−1
2

(
H2 +

1

2

)(
2H1 −H2 −

1

2

)
σ−1
2 (g), 1 ̸∈ S, 2 ∈ S.

这里略去大部分验证过程 (部分关系式的验证将在定理 11 的证明中出现).

现在来证明秩为 2 的 Kac-Moody 代数的主要结论.

定理 11 设 Kac-Moody 代数 g 的 Cartan 矩阵为 ( 2 −r
−s 2 ), 则 H(g) ̸= ∅ 当且仅当 rs 6 2. 进一

步地,

(1)如果 r = s = 1,则 H(g) = {M(a, b, S) | a ∈ (C∗)2, b ∈ C, S ⊆ {1, 2, 3}},其中 M(a, b, S)是例 1

中定义的模;

(2) 如果 r = 1, s = 2, 则 H(g) = {M(a, S) | a ∈ (C∗)2, S ⊆ {1, 2}}, 其中 M(a, S) 是例 10 中定义

的模.

证明 根据例 1 和定理 3, 我们不妨设 rs ̸= 4 或 rs ̸= 1. 于是, 我们进一步假设 s > 2. 假设

E1、F1、E2 和 F2 确定一个 H(g) 中的模 M . 利用 Chevalley 对合和引理 8, 我们不妨设

E1 = a1, F1 = −a−1
1

[(
H1 −

r

2
H2

)2

+H1 −
r

2
H2 + b

]
,

其中 b =
∑k

j=0 λjH
j
2 ∈ C[H2], 而 a1 ∈ C∗.

于是, 有 deg2 F1 ̸= 0, 从而, deg1E2 ̸= 0. 事实上, 如果 deg1E2 = 0, 则 E2 ∈ C. 根据

0 = [e2, f1] · 1 = E2(σ2(F1)− F1),
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我们得到 deg2 F1 = 0, 与 deg2 F1 ̸= 0 矛盾. 因为

0 = [e1, f2] · 1 = a1(σ1(F2)− F2),

所以, deg1 F2 = 0. 因此有

(E2, F2) = (a2(H2 − sH1 + c1), a
−1
2 (−H2 + c1)),

其中 c1 ∈ C, 或

(E2, F2) =

(
a2

(
−
(
H2 −

s

2
H1

)2

+H2 −
s

2
H1 + c

)
, a−1

2

)
,

其中 c ∈ C[H1].

情形 1 (E2, F2) = (a2(H2 − sH1 + c1), a
−1
2 (−H2 + c1)), c1 ∈ C.

此时, 根据引理 9, 有 r = 1. 于是,

0 =(adf1)
2(f2) · 1

=F2(F1σ
−1
1 (F1)− 2F1σ

−1
1 σ−1

2 (F1) + σ−1
2 (F1)σ

−1
1 σ−1

2 (F1))

=a−2
1 F2

(
(b− σ−1

2 (b))2 +
1

2
(b+ σ−1

2 (b))− 3

16

)
.

因此,

(b− σ−1
2 (b))2 +

1

2
(b+ σ−1

2 (b))− 3

16
= 0. (4.2)

如果 k > 2, 那么 (4.2) 的首项为 λ2kk
2H2k−2

2 , 不为零. 如果 k = 1, 那么 (4.2) 的首项为 λ1H2, 这是不

可能的. 所以, k = 0 或 k = 2.

现设 k 6 2 且 k ̸= 1, 那么,

F1 = −a−1
1

((
H1 −

1

2
H2

)2

+H1 −
1

2
H2 + λ2H

2
2 + λ1H2 + λ0

)
,

而且有
0 = [e2, f1] · 1

= E2(σ2(F1)− F1) + F1(E2 − σ−1
1 (E2))

= −a2a−1
1

[
(H2 − sH1 + c1)

(
H1 −

(
1

2
+ 2λ2

)
H2 +

3

4
+ λ2 − λ1

)
+ s

((
H1 −

1

2
H2

)2

+H1 −
1

2
H2 + λ2H

2
2 + λ1H2 + λ0

)]
= −a2a−1

1

(
λ2 +

1

4

)
(s− 2)H2

2 − 1

2
a2a

−1
1 (2 + 4sλ2 − s)H1H2

+

(
λ1s+ c1 − λ2s+

s

4

)
H1 +

(
λ1s− 2λ2c1 + λ2 −

c1
2

+
3

4
− λ1 −

s

2

)
H2

+ c1

(
λ2 − λ1 +

3

4

)
+ sλ0.

所以, (
λ2 +

1

4

)
(s− 2) = 0,
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2 + 4sλ2 − s = 0,

λ1s+ c1 − λ2s+
s

4
= 0,

λ1s− 2λ2c1 + λ2 −
c1
2

+
3

4
− λ1 −

s

2
= 0,

c1

(
λ2 − λ1 +

3

4

)
+ sλ0 = 0.

因此, 根据前两个等式和 s > 2, 有 s = 2 和 λ2 = 1
4 − 1

2s = 0. 从而, λ1 = 0 且

s = 2, c1 = −1

2
, b =

3

16
,

即

F1 = −a−1
1

(
H1 −

1

2
H2 +

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 +

1

4

)
,

E2 = a2

(
H2 − 2H1 −

1

2

)
.

因此, r = 1, s = 2 且 M ∼=M((a1, a2), {1, 2}).
情形 2 (E2, F2) = (a2(−(H2 − s

2H1)
2 +H2 − s

2H1 + c), a−1
2 ), 其中 c =

∑k′

j=0 µjH
j
1 ∈ C[H1].

利用 [e2, f1] = 0, 我们得到(
r

(
H1 −

r

2
H2

)
+
r2

4
+
r

2
+ σ2(b)− b

)(
−
(
H2 −

s

2
H1

)2

+H2 −
s

2
H1 + c

)
=

((
H1 −

r

2
H2

)2

+H1 −
r

2
H2 + b

)(
s

(
H2 −

s

2
H1

)
− s2

4
− s

2
+ σ−1

1 (c)− c

)
. (4.3)

如果 k > 2, 那么从 (4.3) 可推出

(s− k)Hk+1
2 +

k∑
i=0

diH
i
2 = 0,

其中 di ∈ C[H1]. 所以, k = s. 再次利用 (4.3), 有(
λs

(
− s2

2
H1 −

s2

4
+ c− σ−1

1 (c)

)
− λs−1 − δs,3(s− 2)

r2

4

)
Hs

2 + (关于H2的低次项) = 0.

故

c− σ−1
1 (c) =

s2

2
H1 +

s2

4
+ λ−1

s

(
λs−1 + δs,3(s− 2)

r2

4

)
,

从而,

c = −s
2

4
H2

1 − λ−1
s

(
λs−1 + δs,3(s− 2)

r2

4

)
H1 + µ0, µ0 ∈ C.

此时, 将 (4.3) 展开成关于 H1 的多项式, 得到

s2(2− r)H3
1 + (关于H1的低次项) = 0.

于是, r = 2. 比较 (4.3) 中 H2
1 的系数, 我们可以得到

s2

2
(H2 − 2 + b− σ2(b)) + 2

(
sH2 −

s

2
− λ−1

s (λs−1 + δs,3)

)
= sH2 −

s2

2
− s

2
− λ−1

s (λs−1 + δs,3) + (2H2 − 1)s2,
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从而, k = s = 2, 这与假设 rs ̸= 4 矛盾. 所以, k 6 2 (注意, 在证明 k 6 2 时, 我们并没有用到假设

s > 2).

利用符号变换: e1 ↔ f2, e2 ↔ f1, h1 ↔ −h2, r ↔ s, 我们同样有 k′ 6 2.

此时, (4.3) 中 H3
1 和 H3

2 的系数分别为

1

4
(4µ2 − s2)(r − 2) 和 − 1

4
(s− 2)(4λ2 + r2),

它们均为零. 又因为 r 和 s 均不等于 2, 所以, r ̸= 2 或 s ̸= 2.

如果 s ̸= 2, 那么有 λ2 = − r2

4 . 此时, (4.3) 中 H2
2H1 的系数为 r(s− 1), 从而 s = 1, 这与 s > 2 矛

盾. 因此, r ̸= 2, 进而有 µ2 = s2

4 . 此时, (4.3) 中 H2H
2
1 的系数为 s(r − 1), 从而 r = 1. 如果 λ2 = −1

4 ,

那么 (4.3) 中 H2
2H1 的系数为 s− 1, 由此 s = 1, 这与假设 rs ̸= 1 矛盾. 故 λ2 ̸= −1

4 . 于是, s = 2. 综

上所述, 有 r = 1, s = 2, µ2 = 1.

分别计算 (4.3) 中 H2
2H1 和 H1H2 的系数, 我们有 λ2 = 0, 而 µ1 = 4λ1. 此时 (4.3) 化简为(

1

4
− 4λ21 + µ0

)
H1 − 2λ1H

2
2 +

(
2λ1 −

1

2
µ0 − 2λ0 +

1

4
− 4λ21

)
H2 + λ0 +

3

4
µ0 − λ1µ0 − 4λ0λ1 = 0.

从而, µ0 = −1/4, λ0 = 3/16. 因此,

r = 1, s = 2, µ2 = 1, µ0 = −1

4
, λ0 =

3

16
, µ1 = λ1 = λ2 = 0.

进一步地,

b =
3

16
, c = H2

1 − 1

4
,

F1 = −a−1
1

(
H1 −

1

2
H2 +

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 +

1

4

)
,

E2 = a2

(
H2 −

1

2

)(
2H1 −H2 +

1

2

)
.

所以, M ∼=M({a1, a2}, {1}).

5 有限型 Kac-Moody 代数的表示

本节将用完全不同的方法重新证明 Nilsson 在文献 [16] 中的结果, 即确定有限型 Kac-Moody 代

数的范畴 H(g).

A 是有限型, 所以 A 可逆. 因此, 我们可以取 h 的一组基为

(H1, . . . ,Hl)
T = A−1(α∨

1 , . . . , α
∨
l )

T.

那么有
[Hi, ej ] = δijej , [Hi, fj ] = −δijfj , i, j = 1, . . . , l,

([e1, f1], [e2, f2], . . . , [el, fl])
T = (α∨

1 , . . . , α
∨
l )

T = A(H1, H2, . . . , Hl)
T,

[ei, fj ] = 0, i ̸= j, i, j = 1, . . . , l.

有限型广义 Cartan 矩阵的分类是一个经典的结果 (参见文献 [20, 21]): Al, Bl (l > 2), Cl (l > 2),

Dl (l > 4), El (l = 6, 7, 8), F4, G2.
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下面结论是显然成立的.

引理 12 设 g 是有限 Xl 型单 Lie 代数, M ∈ H(g). 对任意 g ∈M = C[H1, . . . ,Hl] 和 i ∈ l, 有

Hi · g = Hig,

ei · g = Eiσi(g),

fi · g = Fiσ
−1
i (g),

其中 Ei = ei · 1, Fi = fi · 1 ∈ C[H1, . . . , Hl] \ {0}.
因此, 要确定 H(g), 只需确定 C[H1, . . . , Hl] 中所有可能的 2l- 元组 (E1, . . . , El, F1, . . . , Fl).

类似引理 8, 我们可以证明如下引理:

引理 13 设 g 和 Z 分别是 C 上 Kac-Moody 代数和交换 Lie 代数.

(1) 设 g 是 Al 型且 l > 2. 对任意 a = (a1, . . . , al) ∈ (C∗)l, b ∈ U(Z) 和 S ⊆ l ∪ {l + 1}, 向量空间
M(a, b, S) = U(h̃) 在下列作用下构成一个 g̃- 模: 对所有 g̃ ∈ U(h̃), 有

Hi · g̃ = Hig̃, z · g̃ = zg̃, i ∈ l, ∀ z ∈ Z,

ei · g̃ =



ai(Hi+1 −Hi − b)σi(g̃), i, i+ 1 ∈ S,

aiσi(g̃), i ∈ S, i+ 1 ̸∈ S,

ai(Hi −Hi−1 − b− 1)(Hi+1 −Hi − b)σi(g̃), i ̸∈ S, i+ 1 ∈ S,

ai(Hi −Hi−1 − b− 1)σi(g̃), i, i+ 1 ̸∈ S,

fi · g̃ =



a−1
i (Hi −Hi−1 − b)σ−1

i (g̃), i, i+ 1 ∈ S,

a−1
i (Hi −Hi−1 − b)(Hi+1 −Hi − b− 1)σ−1

i (g̃), i ∈ S, i+ 1 ̸∈ S,

a−1
i σ−1

i (g̃), i ̸∈ S, i+ 1 ∈ S,

a−1
i (Hi+1 −Hi − b− 1)σ−1

i (g̃), i, i+ 1 ̸∈ S,

其中 Hl+1 = H0 = 0. 而且, 我们有

H(g̃) = {M(a, b, S) | a ∈ (C∗)l, b ∈ U(Z), S ⊆ l ∪ {l + 1}}.

(2) 设 g 是 B2 型. 令 a = (a1, a2) ∈ (C∗)2, 并设 Ei,S = ei · 1, Fi,S = fi · 1 (i = 1, 2, S ⊆ {1, 2})
为 (4.1) 中定义的多项式. 向量空间 M(a, S) = U(h̃) 在下列作用下构成一个 g̃- 模: 对所有 g ∈ U(h̃),

z ∈ Z 和 i = 1, 2, 有

Hi · g = Hig,

z · g = zg,

ei · g = Ei,Sσi(g),

fi · g = Fi,Sσ
−1
i (g).

(5.1)

而且, 我们有 H(g̃) = {M(a, S) | a ∈ (C∗)2, S ⊆ {1, 2}}.
(3) H(g) = ∅ 当且仅当 H(g̃) = ∅.
利用这个引理, 我们可以证明下面的命题:

命题 14 如果 g 是 D4 型 Kac-Moody 代数, 则 H(g) = ∅.
证明 设 g 的 Dynkin 图如下:
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1 2 3

4

如果命题不成立,假设H(g) ̸= ∅,并取M ∈ H(g). 对 k = 1, 3, 4,令 gk分别为由 {ei, fi, h | i ∈ {1, 2, 3, 4},
i ̸= k} 生成的 g 的子代数, 则

gk ∼= sl4(C)⊕ CHk,

其中 [sl4(C),Hk] = 0. 记 Mk = Resggk
M, k = 1, 3, 4. 设 hk (k = 1, 3, 4) 分别为由 {α∨

i | i ∈ {1, 2, 3, 4} \
{k}} 生成的 h 的子代数.

取 H̄i ∈ h4 满足

[H̄i, ej ] = δijej , [H̄i, fj ] = −δijfj , i, j = 1, 2, 3.

那么, 由

2H̄1 − H̄2 = α∨
1 = 2H1 −H2,

− H̄1 + 2H̄2 − H̄3 = α∨
2 = −H1 + 2H2 −H3 −H4,

− H̄2 + 2H̄3 = α∨
3 = −H2 + 2H3,

我们有

H̄3 = H3 −
1

2
H4, H̄i = Hi −

i

2
H4, i = 1, 2.

考察 M4, 根据引理 13, 我们知道 (E1, F1) 只有以下四种可能:

(
a1

(
H2 −H1 −

1

2
H4 − b

)
, a−1

1

(
H1 −

1

2
H4 − b

))
,(

a1, a
−1
1

(
H1 −

1

2
H4 − b

)(
H2 −H1 −

1

2
H4 − b− 1

))
,(

a1

(
H1 −

1

2
H4 − b− 1

)(
H2 −H1 −

1

2
H4 − b

)
, a−1

1

)
,(

a1

(
H1 −

1

2
H4 − b− 1

)
, a−1

1

(
H2 −H1 −

1

2
H4 − b− 1

))
,

而 (E3, F3) 只能是以下四种可能之一:

(
− a3

(
H3 −

1

2
H4 + b

)
, a−1

3

(
H3 −H2 +

1

2
H4 − b

))
,(

− a3

(
H3 −H2 +

1

2
H4 − b− 1

)(
H3 −

1

2
H4 + b

)
, a−1

3

)
,(

a3,−a−1
3

(
H3 −H2 +

1

2
H4 − b

)(
H3 −

1

2
H4 + b+ 1

))
,(

a3

(
H3 −H2 +

1

2
H4 − b− 1

)
,−a−1

3

(
H3 −

1

2
H4 + b+ 1

))
,

其中 a1, a3 ∈ C∗, b ∈ C[H4]. 因此有

deg3E1 = deg3 F1 = deg1E3 = deg1 F3 = 0.

类似地, 考察 M1, 有

deg4E3 = deg4 F3 = 0.
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这是不可能的. 故 M 不存在, 也就是说, H(g) = ∅.
如果 Kac-Moody 代数 g 的 Dynkin 图 Γ 包含一个 D4 型子图, 也就是说 Γ 形如下图:

…

…

…

…

1 2 3

4

Γ的一个子图是指 Γ的顶点集的一个子集及连接它们的所有边组成的图. 于是, {ei, fi, h | i = 1, 2, 3, 4}
生成 g 的子代数 g1, 且存在交换 Lie 代数 Z, 使得 g1 同构于 o8(C)⊕ Z. 因此, 对任意 M ∈ H(g), 有

Resgg1
M ∈ H(g1) = ∅.

由此, 我们有下面的引理:

引理 15 设 Kac-Moody 代数 g 的 Dynkin 图为 Γ. 如果 Γ 包含 D4 型子图, 则 H(g) = ∅.
根据这个引理, 我们容易得到下面的推论:

推论 16 设 g 为有限 Dl (l > 4) 型或有限 El (l = 6, 7, 8) 型 Kac-Moody 代数, 则 H(g) = ∅.
接下来, 我们考虑 Dynkin 图包含 B3 型子图的 Kac-Moody 代数 g.

引理 17 设 g 为 Bl (l > 3) 型或 F4 型 Kac-Moody 代数, 则 H(g) = ∅.
证明 由于 g 的 Dynkin 图包含 B3 型子图, 与引理 15 的证明一样, 我们只需证明引理对 B3 型

Kac-Moody 代数 g 成立即可.

设 g 的 Dynkin 图如下:

1 2 3

假设 H(g) ̸= ∅,并取 M ∈ H(g). 对 k = 1, 3,令 gk 分别为由 {ei, fi, h | i ∈ {1, 2, 3} \ {k}}生成的 g

的子代数, 则有

g1 ∼= o5(C)⊕ CH1, [o5(C), H1] = 0,

且

g3 ∼= sl3(C)⊕ CH3, [sl3(C),H3] = 0.

记 Mk = Resggk
M , 并令 hk (k = 1, 3) 分别为由 {α∨

i | i ̸= k} 生成的 h 的子代数. 对 i = 1, 2, 取

H̄i ∈ h3 满足

[H̄i, ej ] = δijej , [H̄i, fj ] = −δijfj , i, j = 1, 2.

利用

2H̄1 − H̄2 = α∨
1 = 2H1 −H2,

− H̄1 + 2H̄2 = α∨
2 = −H1 + 2H2 −H3,

我们得到

H̄i = Hi −
i

3
H3, i = 1, 2.
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考察 M3, 由引理 13, 我们知道 (E2, F2) 只能取下列四种情形之一:

(
a

(
H2 −

2

3
H3 + b

)
,−a−1

(
H2 −H1 −

1

3
H3 − b

))
,(

a,−a−1

(
H2 −H1 −

1

3
H3 − b

)(
H2 −

2

3
H3 + b+ 1

))
,(

− a

(
H2 −H1 −

1

3
H3 − b− 1

)(
H2 −

2

3
H3 + b

)
, a−1

)
,(

a

(
H2 −H1 −

1

3
H3 − b− 1

)
,−a−1

(
H2 −

2

3
H3 + b+ 1

))
,

(5.2)

其中 a ∈ C∗, b ∈ C[H3].

类似地, 考察 M1, 我们知道 (E2, F2) 只有下列两种取法:
(
a,−a−1

(
H2 −

1

2
H3 −

1

2
H1 −

3

4

)(
H2 −

1

2
H3 −

1

2
H1 −

1

4

))
,(

− a

(
H2 −

1

2
H3 −

1

2
H1 +

3

4

)(
H2 −

1

2
H3 −

1

2
H1 +

1

4
), a−1

)
,

(5.3)

其中 a ∈ C∗.

比较 (5.2) 与 (5.3), 我们得到

(deg1E2,deg1 F2) = (0, 1) = (0, 2)

或

(deg1E2,deg1 F2) = (1, 0) = (2, 0).

两式均不可能成立. 因此, M 不存在, 即 H(g) = ∅.
至此, 对有限型 Kac-Moody代数的讨论,我们只剩下 Cl (l > 2)型. H(Cl)中的全部表示如下 (我

们列出 Nilsson 在文献 [16] 中没有全部列出的具体模作用):

命题 18 设 g 是 Cl (l > 2) 型 Kac-Moody 代数. 对任意 a = (a1, . . . , al) ∈ (C∗)l, S ⊆ l, 向量空

间 M(a, S) = C[H1, . . . , Hl] 在下列作用下构成一个 g- 模: 对所有 g ∈ C[H1, . . . , Hl], 1 6 k 6 l − 2, 有

Hi · g = Hig, i ∈ l,

ek · g =



ak

(
Hk+1 −Hk +

1

2

)
σk(g), k, k + 1 ∈ S,

akσk(g), k ∈ S, k + 1 ̸∈ S,

ak

(
Hk −Hk−1 −

1

2

)(
Hk+1 −Hk +

1

2

)
σk(g), k ̸∈ S, k + 1 ∈ S,

ak

(
Hk −Hk−1 −

1

2

)
σk(g), k, k + 1 ̸∈ S,

fk · g =



a−1
k

(
Hk −Hk−1 +

1

2

)
σ−1
k (g), k, k + 1 ∈ S,

a−1
k

(
Hk −Hk−1 +

1

2

)(
Hk+1 −Hk − 1

2

)
σ−1
k (g), k ∈ S, k + 1 ̸∈ S,

a−1
k σ−1

k (g), k ̸∈ S, k + 1 ∈ S,

a−1
k

(
Hk+1 −Hk − 1

2

)
σ−1
k (g), k, k + 1 ̸∈ S,
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el−1 · g =



al−1

(
2Hl −Hl−1 +

1

2

)
σl−1(g), l − 1, l ∈ S,

al−1σl−1(g), l − 1 ∈ S, l ̸∈ S,

al−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

1

2

)(
2Hl −Hl−1 +

1

2

)
σl−1(g), l − 1 ̸∈ S, l ∈ S,

al−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

1

2

)
σl−1(g), l − 1, l ̸∈ S,

fl−1 · g =



a−1
l−1

(
Hl−1 −Hl−2 +

1

2

)
σ−1
l−1(g), l − 1, l ∈ S,

a−1
l−1

(
Hl−1 −Hl−2 +

1

2

)(
2Hl −Hl−1 −

1

2

)
σ−1
l−1(g), l − 1 ∈ S, l ̸∈ S,

a−1
l−1σ

−1
l−1(g), l − 1 ̸∈ S, l ∈ S,

a−1
l−1

(
2Hl −Hl−1 −

1

2

)
σ−1
l−1(g), l − 1, l ̸∈ S,

el · g =


alσl(g), l ∈ S,

−al
(
Hl −

1

2
Hl−1 −

3

4

)(
Hl −

1

2
Hl−1 −

1

4

)
σl(g), l ̸∈ S,

fl · g =


−a−1

l

(
Hl −

1

2
Hl−1 +

3

4

)(
Hl −

1

2
Hl−1 +

1

4

)
σ−1
l (g), l ∈ S,

a−1
l σ−1

l (g), l ̸∈ S,

其中 H0 = 0. 而且, 我们有

H(g) = {M(a, S) | a ∈ (C∗)l, S ⊆ l}.

进一步地, 对任意 a 和 S, M(a, S) 都是单的.

证明 假设 g 的 Dynkin 图如下:

1 2 l−1 l

…

l = 2 时的结论即定理 11(2). 现在假设 l > 3 且 M ∈ H(g). 令 g1 为由 {ei, fi, h | i = 1, . . . , l − 1}
生成的 g 的子代数, 而 g2 为由 {el−1, el, fl−1, fl, h} 生成的 g 的子代数, 则

g1 ∼= sll(C)⊕ CHl, [sll(C),Hl] = 0,

g2 ∼= o5(C)⊕ CH1 ⊕ · · · ⊕ CHl−2, [o5(C),Hi] = 0, i = 1, . . . , l − 2.

记 Mi = Resggi
M, i = 1, 2. 设 h1 为由 {α∨

i | i = 1, . . . , l− 1} 生成的 h 的子代数, 而 h2 为由 {α∨
l−1, α

∨
l }

生成的 h 的子代数.

取 H̄i ∈ h1 满足

[H̄i, ej ] = δijej , [H̄i, fj ] = −δijfj , 1 6 i, j 6 l − 1,

则有

H̄i = Hi −
2i

l
Hl.
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根据引理 13(1), 在 M1 上, 对 1 6 i 6 l − 2, 有

(Ei, Fi) =



(
ai

(
Hi+1 −Hi −

2

l
Hl − b

)
, a−1

i

(
Hi −Hi−1 −

2

l
Hl − b

))
, i, i+ 1 ∈ S,(

ai, a
−1
i

(
Hi −Hi−1 −

2

l
Hl − b

)(
Hi+1 −Hi −

2

l
Hl − b− 1

))
, i ∈ S, i+ 1 ̸∈ S,(

ai

(
Hi −Hi−1 −

2

l
Hl − b− 1

)(
Hi+1 −Hi −

2

l
Hl − b

)
, a−1

i

)
, i ̸∈ S, i+ 1 ∈ S,(

ai

(
Hi −Hi−1 −

2

l
Hl − b− 1

)
, a−1

i

(
Hi+1 −Hi −

2

l
Hl − b

))
, i, i+ 1 ̸∈ S,

而

(El−1, Fl−1)

=



(
al−1

(
2(l − 1)

l
Hl −Hl−1 − b

)
, a−1

l−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

2

l
Hl − b

))
, l − 1, l∈S,(

al−1, a
−1
l−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

2

l
Hl − b

)(
2(l − 1)

l
Hl −Hl−1−b−1

))
, l − 1∈S, l ̸∈S,(

al−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

2

l
Hl − b− 1

)(
2(l − 1)

l
Hl −Hl−1 − b

)
, a−1

l−1

)
, l − 1 ̸∈S, l∈S,(

al−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

2

l
Hl−b−1

)
, a−1

l−1

(
2(l − 1)

l
Hl−Hl−1−b−1

))
, l − 1, l ̸∈S.

(5.4)

类似地, 在 M2 上, 根据引理 13(2), 有

(El−1, Fl−1) =



(
al−1

(
2Hl −Hl−1 +

1

2

)
, a−1

l−1

(
Hl−1 −Hl−2 +

1

2

))
, l − 1, l ∈ S,(

al−1, a
−1
l−1

(
Hl−1 −Hl−2 +

1

2

)(
2Hl −Hl−1 −

1

2

))
, l − 1 ∈ S, l ̸∈ S,(

al−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

1

2

)(
2Hl −Hl−1 +

1

2

)
, a−1

l−1

)
, l − 1 ̸∈ S, l ∈ S,(

al−1

(
Hl−1 −Hl−2 −

1

2

)
, a−1

l−1

(
2Hl −Hl−1 −

1

2

))
, l − 1, l ̸∈ S,

(El, Fl) =


(
al,−a−1

l

(
Hl −

1

2
Hl−1 +

3

4

)(
Hl −

1

2
Hl−1 +

1

4

))
, l ∈ S,(

− al

(
Hl −

1

2
Hl−1 −

3

4

)(
Hl −

1

2
Hl−1 −

1

4

)
, a−1

l

)
, l ̸∈ S.

(5.5)

比较 (5.4) 与 (5.5), 我们得到

b = −2

l
Hl −

1

2
,

从而, 存在 a ∈ (C∗)l 和 S ⊆ l, 使得 M ∼=M(a, S).

下证不可约性, 我们只对 a = (1, . . . , 1) = 1, S = l, 即 M(1, l) 的单性进行证明, 其余情形可类似

证明.

在 M(1, l) 上定义如下算子:

∆i := ei − 1, i ∈ l.

设 W ⊆M(1, l) 为非零子模, 并取 0 ̸= g ∈W . 用 ∆l 作用有限多次, 我们得 g1 ∈W ∩ (Pl \ {0}). 然后
用 ∆l ◦ el−1 作用, 得到 σl−1(g1) ∈W. 于是, σl−1(g1)− g1 ∈W. 因此, 我们有

0 ̸= g2 ∈W ∩ Pl ∩ Pl−1.
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依次运用 ∆i ◦ ei−1 重复以上过程, 我们知道, 存在 g′ ∈ C∗ ∩W . 所以, 1 ∈W , 从而, W =M(1, l).

综合例 1、定理 11、推论 16、引理 17 和命题 18, 我们得到下面的定理:

定理 19 设 g 是有限型 Kac-Moody 代数, 则 H(g) ̸=∅ 当且仅当 g 为 Al (l>1) 或 Cl (l>2) 型.

6 一般 Kac-Moody 代数的表示

本节将确定任意 Kac-Moody 代数 g 的范畴 H(g). 事实上, 我们将证明下面的定理:

定理 20 设 g 是任意 Kac-Moody 代数, 则 H(g) ̸= ∅ 当且仅当 g 是有限 Al (l > 1) 型或有限 Cl

(l > 2) 型.

设 Kac-Moody 代数 g 的 Cartan 矩阵为 A = (aij), 其 Dynkin 图为 Γ 且 H(g) ̸= ∅, 那么, 根据定

理 3、11、19 和引理 13, Γ 满足下列性质:

(1) Γ 不能包含三线边、四线边、粗线边或是双箭头边, 即 aijaji 6 2, 见定理 11.

(2) Γ 不能包含下列形状的子图: D4、B
(1)
3 、A

(2)
3 、C

(1)
2 、A

(2)
4 和 D

(2)
3 , 见定理 3.

(3) 如果 Γ 是单链, 则 Γ 只能是 Al 型, 这是因为 A
(1)
1 型 Kac-Moody 代数的范畴 H 为空集.

(4) 如果 Γ 至少含有超过 3 个顶点、不含 3 点圈而且含有一条双线边, 则 Γ 只能是 Cl (l > 4) 型;

否则, Γ 将包含一个 B3 型子图或一个满足 H = ∅ 的仿射型子图.

为了完成对定理 20 的证明, 我们只需证明下面关于所有可能的 3 点圈且至少含有一条双线边

Dynkin 图的引理.

引理 21 设 Kac-Moody 代数 g 的 Dynkin 图为 Γ. 如果 Γ 为下列之一:

1

2

11111

3 2222 23333 3

则 H(g) = ∅.
证明 相应 g 的 Cartan 矩阵 A 分别如下:

2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −2 2

 ,


2 −1 −1

−2 2 −1

−1 −2 2

 ,


2 −1 −1

−2 2 −2

−1 −1 2

 ,


2 −2 −1

−1 2 −1

−1 −2 2

 ,


2 −1 −2

−2 2 −1

−1 −2 2

 ,


2 −1 −1

−2 2 −1

−2 −2 2

 .

显然, A 是可逆的. 设 {H1,H2,H3} 为 {α1, α2, α3} 的对偶基. 对 k = 1, 2, 3, 分别设 gk 为由

{ei, fi, h | i ∈ {1, 2, 3} \ {k}} 生成的子代数. 假设 H(g) ̸= ∅, 并设 M ∈ H(g). 对 k = 1, 2, 3 分别定义

Mk = Resggk
M , 而记 Ei = ei · 1, Fi = fi · 1. 我们将分类地给出证明.

第一类: A =


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −2 2

.
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在 M3 上, 根据引理 8, 我们知道 (E2, F2) 只有以下四种可能:

(a(H2 −H3 + b), a−1(H1 −H2 + b)),

(a,−a−1(H2 −H1 − b)(H2 −H3 + b+ 1)),

(−a(H2 −H1 − b− 1)(H2 −H3 + b), a−1),

(a(H2 −H1 − b− 1), a−1(H3 −H2 − b− 1)),

其中 a ∈ C∗, b ∈ C[H3]. 因此,

(deg1E2,deg1 F2) = (0, 1) 或 (deg1E2,deg1 F2) = (1, 0).

但是, 在 M1 上, 根据引理 13, 存在 c ∈ C∗, 使得 (E2, F2) 为以下两种可能之一:
(
c,−c−1

(
H2 −

1

2
H1 −

1

2
H3 −

3

4

)(
H2 −

1

2
H1 −

1

2
H3 −

1

4

))
,(

− c

(
H2 −

1

2
H1 −

1

2
H3 +

3

4

)(
H2 −

1

2
H1 −

1

2
H3 +

1

4

)
, c−1

)
.

所以, (deg1E2,deg1 F2) 等于 (0, 2) 或 (2, 0). 这与上面结果矛盾. 从而, H(g) = ∅.

第二类: A =


2 −1 −1

−2 2 −1

−1 −2 2

.

在 M3 上, 存在 a ∈ C∗ 使得 (E1, F1) 只有以下两种可能:
(
a,−a−1

(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 −

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 −

1

4

))
,(

− a

(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 +

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 +

1

4

)
, a−1

)
.

因此, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 2) 或 (2, 0).

在 M2 上, 存在 c ∈ C∗, b ∈ C[H2] 使得 (E1, F1) 为以下四种可能之一:

(
c

(
H3 −H1 −

1

3
H2 − b

)
, c−1

(
H1 −

4

3
H2 − b

))
,(

c, c−1

(
H1 −

4

3
H2 − b

)(
H3 −H1 −

1

3
H2 − b− 1

))
,(

c

(
H1 −

4

3
H2 − b− 1

)(
H3 −H1 −

1

3
H2 − b

)
, c−1

)
,(

c

(
H1 −

4

3
H2 − b− 1

)
, c−1

(
H3 −H1 −

1

3
H2 − b− 1

))
.

从而, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 1) 或 (1, 0). 这与上面结果矛盾. 所以, H(g) = ∅.

第三类: A =


2 −1 −1

−2 2 −2

−1 −1 2

.
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在 M3 上, 存在 a ∈ C∗, 使得 (E1, F1) 只有以下两种可能:
(
a,−a−1

(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 −

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 −

1

4

))
,(

− a

(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 +

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −

1

2
H3 +

1

4

)
, a−1

)
.

因此, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 2) 或 (2, 0).

在 M2 上, 存在 c ∈ C∗, b ∈ C[H2] 使得 (E1, F1) 只能是以下四种可能之一:

(c(H3 −H1 − b), c−1(H1 −H2 − b)),

(c, c−1(H1 −H2 − b)(H3 −H1 − b− 1)),

(c(H1 −H2 − b− 1)(H3 −H1H2 − b), c−1),

(c(H1 −H2 − b− 1), c−1(H3 −H1 − b− 1)).

从而, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 1) 或 (1, 0). 这与上面结果矛盾. 所以, H(g) = ∅.

第四类: A =


2 −2 −1

−1 2 −1

−1 −2 2

.

在 M3 上, 存在 a ∈ C∗ 使得 (E1, F1) 只有以下四种可能:

(
a

(
2H2 −H1 −H3 +

1

2

)
, a−1

(
H1 − 2H3 +

1

2

))
,(

a,−a−1

(
H1 − 2H3 +

1

2

)(
2H2 −H1 −H3 −

1

2

))
,(

a

(
H1 − 2H3 −

1

2

)(
2H2 −H1 −H3 +

1

2

)
, a−1

)
,(

a

(
H1 − 2H3 −

1

2

)
, a−1

(
2H2 −H1 −H3 −

1

2

))
.

因此, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 2), (2, 0) 或 (1, 1).

在 M2 上, 存在 c ∈ C∗, b ∈ C[H2] 使得 (E1, F1) 只能是以下四种可能之一:

(c(H3 −H1 − b), c−1(H1 − 2H2 − b)),

(c, c−1(H1 − 2H2 − b)(H3 −H1 − b− 1)),

(c(H1 − 2H2 − b− 1)(H3 −H1 − b), c−1),

(c(H1 − 2H2 − b− 1), c−1(H3 −H1 − b− 1)).

因此, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 1) 或 (1, 0). 这与上面结果矛盾. 所以, H(g) = ∅.

第五类: A =


2 −1 −2

−2 2 −1

−1 −2 2

.
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在 M3 上, 存在 a ∈ C∗ 使得 (E1, F1) 只有以下两种可能:
(
a,−a−1

(
H1 −

1

2
H2 −H3 +

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −H3 +

1

4

))
,(

− a

(
H1 −

1

2
H2 −H3 −

3

4

)(
H1 −

1

2
H2 −H3 −

1

4

)
, a−1

)
.

因此, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 2) 或 (2, 0).

在 M2 上, 存在 c ∈ C∗ 使得 (E1, F1) 只能是以下四种可能之一:

(
c

(
2H3 −H1 − 2H2 +

1

2

)
, c−1

(
H1 − 3H2 +

1

2

))
,(

c, c−1

(
H1 − 3H2 +

1

2

)(
2H3 −H1 − 2H2 −

1

2

))
,(

c

(
H1 − 3H2 −

1

2

)(
2H3 −H1 − 2H2 +

1

2

)
, c−1

)
,(

c

(
H1 − 3H2 −

1

2

)
, c−1

(
2H3 −H1 − 2H2 −

1

2

))
.

从而, (deg3E1,deg3 F1) 等于 (0, 1) 或 (1, 0). 这与上面结果矛盾. 所以, H(g) = ∅.

第六类: A =


2 −1 −1

−2 2 −1

−2 −2 2

.

在 M1 上, 存在 a ∈ C∗ 使得 (E2, F2) 只有以下两种可能:
(
a,−a−1

(
H2 −

1

2
H3 −H1 −

3

4

)(
H2 −

1

2
H3 −H1 −

1

4

))
,(

− a

(
H2 −

1

2
H3 −H1 +

3

4

)(
H2 −

1

2
H3 −H1 +

1

4

)
, a−1

)
.

因此, (deg1E2,deg1 F2) 等于 (0, 2) 或 (2, 0).

在 M3 上, 存在 c ∈ C∗ 使得 (E2, F2) 只能是以下四种可能之一:

(
c

(
2H1 −H2 −H3 +

1

2

)
, c−1

(
H2 − 2H3 +

1

2

))
,(

c, c−1

(
H2 − 2H3 +

1

2

)(
2H1 −H2 −H3 −

1

2

))
,(

c

(
H2 − 2H3 −

1

2

)(
2H1 −H2 −H3 +

1

2
), c−1

)
,(

c

(
H2 − 2H3 −

1

2

)
, c−1

(
2H1 −H2 −H3 −

1

2

))
.

因此, (deg1E2,deg1 F2) 等于 (0, 1) 或 (1, 0). 这与上面结果矛盾. 所以, H(g) = ∅.
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Module structures on U(h) for Kac-Moody algebras

CAI YanAn, TAN HaiJun & ZHAO KaiMing

Abstract Let g be an arbitrary Kac-Moody algebra with a Cartan subalgebra h. In this paper, we determine

the category of g-modules that are free U(h)-modules of rank 1. More precisely, this category of g-modules is not

empty if and only if g is of type Al or Cl for any positive integer l.
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