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摘要　　利用 1+1维有限势垒模型计算了金属板与介质板之间的 Casimir 力.它由

直接收敛的级数给出而不需采用重整化或截断函数方法.计算结果表明 ,金属板与

介质板之间的 Casimir效应除了与介质的势垒高度 ,厚度以及金属板与介质板的间隙

a 有关外 ,还要受实验容器尺度的影响.当间隙 a 远小于容器尺度时 Casimir力正比

于 a
-1 ,当 a 较大时正比于a

-2.这一结果对于非理想导体之间 Casimir效应的实验

检验具有重要指导意义.
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50年前 ,Casimir预言在理想导体平板之间存在吸引力 ,即 Casimir力[ 1] .本质上 ,这种力

是涨落引起的物体之间的相互作用力.由于涨落是普遍存在的统计现象 ,因此 Casimir力在物

理学中广泛出现.很多作者对各种情况下的 Casimir力进行了计算[ 1～ 8] .这些计算大致采用

两种方法 ,一种为有限边界的量子场论 ,一种为涨落理论或其等效理论.目前 ,实验已经定性

地认定了 Casimir力的存在[ 4] .而定量上比较可靠的实验尚只有一个 ,即由扭秤实验测量导体

平板之间的Casimir力
[ 9]
.因此继续进行精确的实验以认定 Casimir力的各种性质是很有必要

的.而理论研究应提供一些更适合于由实验进行验证的结果.

在量子场论中 ,Casimir效应可按量子场与外场的相互作用去处理 ,其精确的计算只有对

具有对称性的理想导体才能完成 ,这相当于用边界条件代替了外场.对于非理想导体或介质 ,

可用有限势垒模型作近似的处理
[ 4 ,5]
,也可通过引入电介质对电磁波的反射系数和透射系数

来进行讨论[ 10～ 12] .但迄今为止 ,非理想导体或介质平行平板之间的 Casimir效应还没有得到

实验的精确验证.由于电磁波对介质具有穿透性 ,因此 ,在测量非理想导体或介质之间的

Casimir效应时 ,必须考虑金属真空容器的器壁对实验结果的影响.为简化起见 ,本文采用如

图1所示的 1+1维模型计算———金属板 A(理想导体)与一介质板 B 之间的 Casimir力 ,其中

容器器壁的影响用另一金属板 C表示.理论分析表明 ,在这种模型中Casimir力的表达式是直

接收敛的 ,而不必采用重整化或截断函数的方法.这里 ,我们将全空间考虑为 a+b+c , 且通

常有 a+b+c a.

介质板间的 Casimir力在 1+1维模型中可通过反射和透射系数的引入来讨论.但由于这
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图 1　金属板与介质板之间 Casimir效应的势垒

模型

其中 x<0为金属板 A , a<x<a+b处为介质板B.a

为金属板与介质板的间隙宽度 , b为介质板的厚度.

x>a+b+c 为另一金属板 C ,它代表真空容器的一壁

两个系数的值都与频率有较复杂的关系 ,所得结果

进行实验检验比较困难.利用介质的有限势垒模

型 ,我们可以研究势垒的高度 、宽度以及容器尺度

对Casimir力的影响.理论分析与数值计算表明 ,

由于受容器尺度的影响 ,金属板与介质板之间的

Casimir力对于距离 a 有较复杂的依赖关系.在较

大距离时 Casimir 力 Fc ∝a
-2 ,对较小距离 Fc ∝

a
-1
.而且在较小距离且势垒函数 V0(x)取为

λδ(x)时(λ为 V0 与 b 之积),介质与金属平板间

Casimir力与两金属平板间 Casimir力之比 e(λ, a)

在标度变换(λ, a)※(λ/ t , at)下有不变性.本文

所有的计算均无量纲化了.

1　1+1维模型的理论计算

　　处理像金属和介质这样的耗散系统的Casimir力很复杂.当考虑电磁波对介质的穿透性

时 ,常采用的近似办法是有限势垒[ 4 ,5] .在如图 1所示的 1+1维模型中 ,电磁场两个模的真空

涨落可以由无质量粒子的 Klein-Gordon方程的解给出 ,

 2tφ-Δφ+V(x)φ=0. (1)

本文采用自然单位  =c=1.上式中的标量势 V(x)如图 1所示 ,即

V(x)=

∞, 　x ≤0 ,

0 , 　 0 < x ≤a ,

V0 , 　a < x ≤a +b ,

0 , 　 a +b < x ≤a +b +c ,

∞, 　x >a +b +c.

(2)

方程(1)的解可分两种情况分别给出 ,其正交化波函数为

φ±n(x , t)=
1

(a +b +c)ωn
exp(±iωnt)χn(x).

　　当 ω2n=k
2
n<V0时 ,

χn(x)=

Asinknx , 　　　　　　　　0 < x ≤a ,

B1e
μ
n
x +B2e

-μ
n
x , 　　　　a < x ≤a +b ,

Csinkn(a +b +c -x), 　a +b < x ≤a +b +c.

(3)

这里 μn= V0-k
2
n .波函数的归一化由不定标量积给出 ,即

(φ±n , φ
±
m)= δnm ,(φ

±
n , φ

±
m)=0 , (4)

其中归一化括号定义如下:

(f , g)=∫(f ＊i t g -g
＊i t f)d x ,

离散谱 ωn=kn 由波函数和其导数在 x=a , a +b的连续性确定 ,即
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(μn sinkna +kncoskna)e
μ
n
b
μn sinknc -kncosknc

(μnsinkna -kn coskna)e
-μ

n
b μn sinknc +kncosknc

=0. (5)

同样可确定系数 A , B1 , B2和 C的关系.

B1 =
1
2
A sinkna +

kn
μn

coskna e-μnb , (6)

B2 =
1
2 A sinkna -

kn
μn

coskna e
μ
n
b
, (7)

C
2 =
(μnsinkna)

2
-(kn coskna)

2

(μnsinknc)
2 -(kn cosknc)

2 A
2. (8)

再利用归一化条件可得

1
a +b +c

A
2
a -

sin2kna

2kn
+C

2
c -

sin2knc

2kn
+A

2 sin2 kna -

　　
kn
μn

coskna

2

b +
1

a +b +c
1
4 A

2
sinkna -

kn
μn

cosk na

2
1-e

-2μ
n
b

μn
+

　　
1
4
A

2 sinkna +
kn

μn
coskna

2
e2μnb -1
μn

=1. (9)

由此可确定系数 A , B1 , B2和 C.

当 k
2
n=ω

2
n>V0时 ,则有

χn(x)=

Asinknx , 　　　　　　　　0 < x ≤a ,

B1sinμnx +B2cosμnx , 　　a < x ≤a +b ,

Csinkn(a +b +c -x), 　a +b < x ≤a +b +c.

(10)

这里 μn= k
2
n -V0 ,同样的方法可确定系数 A ,B 1 ,B 2和 C.kn =ωn 满足条件

k
2
nsinμnbcoskn(a +c)+V0sinknasinkncsinμnb +knμncosμnbsinkn(a +c)=0. (11)

标量场 φ的耦合模式(3)和(10)的能量密度统一表示为

T0 0 =
1
2
(| tφ|

2 +| xφ|
2 +Vφ2). (12)

对于模式(3)有

T00(x)=
1
D

ω2nA
2 , 　 x ∈ (0 , a] ,

μ
2
n(B1e

μ
n
x
-B2e

-μ
n
x
)
2
+(ω

2
n +V0)(B1e

μ
n
x
+B2e

-μ
n
x
)
2
, 　x ∈ (a ,a +b] ,

ω
2
nC

2
, 　 x ∈ (a +b ,a +b +c] ,

(13)

其中 D =2(a+b+c)ωn.总能量的表达式为

En =∫
a+b+c

0
T0 0(x)dx =

1
2
ωn

1
a +b +c

A
2
a +C

2
c +

V0

ω2n∫(2B
2
1e

2μ
n
x +2B 2

2e
-2μ

n
x)d x +4B1B2b =

1
2
ωn , 　(14)

其中 A ,B 1 , B2 和 C由(6)～ (9)式确定.对于模式(10)也有同样的结果 ,即 En =ωn/2.
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方程(1)的任意解可用 φ
±
n 的线性组合来表示 ,

φ(x , t)=∑
n

[ a-nφ
-
n(x , t)+a

+
nφ
+
n(x , t)] , (15)

其系数由归一化条件(4)式确定.量子化以后 , 没有经过重整化的真空能量密度期望值为

〈0 T00 0〉,真空态的总能量为

E =∫
a+b+c

0
〈0|T 00|0〉d x =

1
2 ∑n ωn . (16)

上述表达式给出的总能量是无穷大.如果我们令 V0=0(即 , ωn =nπ/(a+b+c)),再通过截

断函数重整化 ,就能得到相距为 a+b+c 的两金属间的 Casimir 能量.但是 ,这里我们要计算

的是势垒为 V0的介质板 B 与金属板A之间的 Casimir效应及另一金属板 C对它们的影响(图

1).令 a+b+c=L(常数),则介质板 B 与金属板A 之间的Casimir力可写为

Fc(V0 , a , b , c)=
1
2 ∑n

 ωn
 a

=
1
2 ∑n

 kn
 a
, (17)

这里 , c=L -a -b , b 为常数 , kn/ a 由(5)与(11)式确定.通过考虑(11)式中的高频部分的

影响 ,可以证明(17)式的收敛性.

在(11)式中 ,对任意有限的 V0 ,当 n※∞时 ,有离散谱 kn※nπ/(a+b+c),即 , kn =(n+

δn)π/(a+b+c),当 n※∞时 δn※0.由(11)式可将 δn 写成级数的形式为

δn =
a +b +c

2nπ2
V0b -(-1)n

(a +b +c)2

2n2π3
V0cos nπ

c -a
a +b +c

sin nπ
a

a +b +c
+O ·

1
n
3 .

(18)

当 n※∞时 ,将(11)式对 a 求导 ,再利用(18)式 ,则 kn/ a 也可写成级数的形式

 kn
 a
=(-1)n+1

V0

nπ
sin nπ c -a

a +b +c
sin nπ b

a +b +c
+

(-1)n
V
2
0b(a +b +c)

2n2π2
sin nπ

c -a
a +b +c

cos nπ
b

a +b +c
+O ·

1

n
3 =

(-1)n+1
V0

2nπ
cos nπ

c -a -b
a +b +c

-cos nπ
c -a +b
a +b +c

+

(-1)n
V
2
0b(a +b +c)

4n2π2
sin nπ

c -a -b
a +b +c

+sin nπ
c -a +b
a +b +c

+O ·
1
n
3 .(19)

由公式 ∑
∞

n=1

(-1)n+1 cos(nx)
n

=ln 2cos x
2
, -π< x <π, 易证级数΢ kn/ a 是收敛的.所

以由(17)式给出的 Casimir力是有限的 ,这里并不需要引入截断函数.

2　数值计算

2.1　F c-V0 关系

系统的Casimir力根据(17)式计算.在实验装置中 ,通常有 a+b+c>>a .在我们的模型

中 ,金属板与介质板之间的Casimir力与理想导体平板间的 Casimir力之比记为

e(V0 , a , b , c)≡
FC(V0 , a , b , c)
-π/(24a2)

. (20)
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这里 , -π/(24a
2
)为 1+1维相距为 a 的两理想导体板之间的 Casimir力.根据(5)和(11)式 ,

对任意实数 t>0 ,显然有 e(V0 , a , b , c)=e(V0/ t
2 , ta , tb , tc),即函数 e(V0 , a , b , c)有标度变

换的不变性 ,所以可以取一个技术上的假定:a +b+c=1(真空容器的尺度为长度单位).为

了便于数值计算 ,我们用

Fc(V0 , a , b , c)= lim
Δa※0
M※∞

1
2

∑
M

n=1

ωn V0 , a +
Δa
2
,b , c -

Δa
2
-∑

M

n=1

ωn V0 , a -
Δa
2
, b , c +

Δa
2

Δa

(21)

图 2　函数 e(V0 , a , b , c)随 V0趋于无穷大

而趋于 1

其中 a=0.000 2 , a+b+c=1 ,两条曲线分别对应于

b=0.6(1)和 b=0.000 06(2)

代替(17)式 ,这里 a+b+c=L =1 , ωn(V0 , a , b ,

c)由(5)与(11)式确定.M 和 Δa 的取值依V0和

相应的计算精度要求而定.

图 2中的曲线 1 代表 a =0.000 2 , b =0.6 ,

c=0.399 8时 e(V0 , a , b , c)-V0 的关系.在实际

测量时 ,可取 a =1 μm , b=3 mm ,借助辅助机械设

施可使 c=2 mm ,这样用同等比例关系 a=0.000 2 ,

b=0.6 , c=0.399 8来描述是合理的.曲线 2代

表 a =0.000 2 , b =0.000 06 , c =0.999 74 时

e(V0 , a , b , c)-V0 的关系.计算表明只有当介质

的厚度 b接近或小于 a 时 ,参量 b 对函数 e(V0 ,

a , b , c)才会有明显影响 ,而且当 a 取相同值时 ,

b=0.000 6时的曲线基本上与曲线 1相重合.另

外 ,对于给定的 a 和b ,对于 3+1维模型 ,同样可以定义 e(V0 , a ,b , c),它将是实验可测量的.

2.2　F c-a 关系

图 3　函数 e(V0=10 8 , a , b , c)随 a 趋于0而趋于 0

其中 a+b+c=1 , b=10-4

由于势垒的有限性 ,Casimir力对距离有较复

杂的依赖关系.如图 3 所示 , 对于给定的势垒

V0 , e(V0 , a , b , c)随 a 的减小而减小.从图中可

以看出当 V0=10
8 , a>0.001时 , Fc∝a

-2 ,当 a<

0.001时 , Fc∝a
-1.

另外 ,若将势函数取为 δ函数 ,即令 b ※0 ,

V(x)=λδ(x -a), x ∈(0 , a +c),将(20)式中的

e(V0 , a ,b , c)简记为 e(λ, a),则 e(λ, a)随 λ※

∞而趋于 1.

图4给出的结果指出 ,对于给定的 λ, e(λ,

a)随 a 的减小而减小.这可解释为当平板靠得

愈来愈近时 ,势垒的穿透性增强了.仔细的分析

指出 ,曲线 2 ,3 , 4分别相当于曲线 1在横轴上拉长了 10倍 , 100倍 ,1 000倍.所以当 a 较小

时 , e(λ, a)对任意的 t>0 ,在标度变换(λ, a)※(λ/ t , at)下是近似不变的.这说明了 λ与 a

有反比关系.

848　　 中　　国　　科　　学　　(A　辑) 第 29卷



图 4　函数 e(λ, a)随 λ趋于无穷大而趋于 1

其中 a+c=1 ,曲线 1 , 2, 3和 4中的 a分别为 0.01 ,

0.001 ,0.000 1 , 0.000 01

3　物理解释

Casimir力的实验检验是在真空容器中进行.

由于低频电磁波对于一般的介质有一定的透射

深度 ,除了考虑势垒所带来的影响外 ,还应考虑

真空容器的尺度对实验的影响.按照量子场论

的观点 ,Casimir力与空间的几何结构有关.对于

理想导体 , 两平板间的空间与外部是隔离的 ,

Casimir力显然只由两板间距 a 决定.对于非理

想导体 , 两平板间的内部与外部是连通的 ,

Casimir力除与两板间距 a相关外 ,显然还与容器

的几何结构有关.

在(2)式中 ,当 V0很大 , a+b+c  a , b趋于 0时(近似于 δ势垒).在空间 0<x <a 内 ,

总能量 Ea ≈
1
2 ∑n

nπ
a
, 在空间 a+b<x<a +b+c内 ,总能量 Ec ≈

1
2 ∑n

nπ
c
, 全空间的总能

量为 E=Ea+Ec.当 a减小为a-Δa 时 ,空间0<x<a内每一模式nπ/a 增为nπ/(a-Δa),

Ea-Δa ≈Ea(1+Δa/ a), 同理 ,空间 a+b<x<a+b+c内每一模式nπ/c 减为nπ/(c-Δa),

Ec+Δa ≈Ec(1-Δa/c).由于空间 a+b<x<a+b+c 内态密度是空间 0<x<a的 c/a 倍 ,

图 5　从全空间来看 ,所有模式均在 nπ/(a +b+c)

附近

其中 n 为(a+b+c)/ a 的整数倍的模式与非整数倍的模式

之间的非平衡关系形成了 Casimir 力.当 a迅速减小时 , 为

(a+b+c)/ a 的整数倍的模式迅速上升到势垒高度以上 ,

要想使 e 保持不变 , 则当 a减小到原来的 1/ 10时 , V0 需增

高为原来的 10倍

全空间的总能量随 a 的改变将大致上维持不

变.事实上 ,对于任意给定的有限热垒 V0 ,它

主要是对于低频模式有明显影响.计算表明

当 a减小时 ,全空间的总能量将随之少量减

小 ,显示出平板间的吸引力 ,即 Casimir力.当

V0 不变时 ,随着 a 的继续减小 ,函数 e(V0 , a ,

b , c)将变小 ,且有 a※0时 e(V0 , a , b , c)※0.

这主要是因为随着 a 的急剧减小 ,在空间 0<

x<a中原来比势垒低的模式迅速升到势垒高

度以上 ,从而对 Casimir力的贡献迅速减小而

成 ,而空间 a+b<x <a+b+c 中的各模式基

本上不变.

由于受实验容器尺度的影响 ,当导体和介

质板靠得很近时 ,Casimir 力将由 1/ a2 变为 1/a 形式.对于三维情况也应有类似的结论.
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