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摘要 本文主要研究 Schwartz空间 (记作 S (Rn))上的函数及 D(Rn)空间上的函数分解问题.本文用

构造性的方法自适应地证明,任何一个 Schwartz函数都可以分解为两个 Schwartz函数的乘积.进一步,

用类似的方法也证明了每一个 D(Rn) 函数都可以分解为与其支集完全相同的两个 D(Rn) 函数的乘

积. 作为这两空间上函数分解的应用, 很容易得到 S (Rn) = S (Rn)S (Rn) 和 D(Rn) = D(Rn)D(Rn).
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1 引言

我们知道, Schwartz 函数在调和分析和偏微分方程中起着重要作用, Schwartz 函数空间定义为

S (Rn) :=
{
ϕ : ϕ ∈ C∞(Rn),∀α, β ∈ Nn

0 , ρα,β(ϕ) = sup
x∈Rn

|xαDβϕ(x)| <∞
}
, (1.1)

其中 N0 = {0, 1, 2, . . .}, Nn
0 = N0 × N0 × · · · × N0.

由这个定义,我们很容易看出两个 Schwartz函数的乘积依然是 Schwartz函数. 众所周知, Fourier

变换是从 Schwartz 函数空间到自身的一个同胚映射, 因此, 不难得出两个 Schwartz 函数的卷积也

是 Schwartz 函数. 我们可以简单地表示为 S (Rn)S (Rn) ⊂ S (Rn), S (Rn) ∗ S (Rn) ⊂ S (Rn). 由

Schwartz 函数的定义, 显然, 可以得出 1 /∈ S (Rn), 所以, 不容易看出 S (Rn)S (Rn) ⊃ S (Rn) 一定

成立.

Kamiński [1] 提出了这一经典的分析问题, 即 S (Rn)S (Rn) ⊃ S (Rn) 是否成立? 很庆幸的是, 文

献 [2, 3] 用纯代数的方法证明了这个结论是成立的, 其证明思想可粗略地表示如下: 将 S (Rn) 看成

是一个乘法群, 利用代数学中乘法群的一个基本原理可证明 S (Rn) 中的每一个元素在这个群中都可

分解为其他两个元素的乘积. 因此, 根据文献 [2, 3] 中的结论可知, 对于 φ ∈ S (Rn), 存在两个函数

φ1 ∈ S (Rn) 和 φ2 ∈ S (Rn), 使得 φ = φ1φ2 成立. 然而, 通过文献 [2,3] 中的方法, 只能得出分解的存

在性, 却不能明确给出 φ1 和 φ2 的具体表达形式. 更进一步地, 也无法给出 φ1 和 φ2 对 φ 的依赖关
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系. 有关这一问题的研究, 目前还没有实质性的成果. 事实上, 要得出这种依赖关系, 单纯用代数方法

是不够的. 这是一个经典的分析问题,我们认为应该用分析的方法对 Schwartz函数的性质作更深入研

究. 为此, 我们很自然地提出了如下问题: 对任意一个给定的 φ ∈ S (Rn), 能否给出分解式中 φ1 和 φ2

更精确的表达形式? 能否明确地给出 φ1 和 φ2 对 φ 的依赖关系?

本文将使用纯分析的方法和构造性证明的技巧对以上提出的两个问题给出肯定的回答.对 D(Rn)

函数, 我们也能得出类似的回答: 对任何一个函数 ϕ ∈ D(Rn), 我们可以找到相应的两个函数 ϕ1 ∈
D(Rn) 和 ϕ2 ∈ D(Rn), 使得 ϕ = ϕ1ϕ2, 并且 suppϕ = suppϕ1 = suppϕ2. 作为这两个分解的应用, 我

们可以很容易得出 S (Rn) = S (Rn)S (Rn), D(Rn) = D(Rn)D(Rn) 这两个结论. 需要强调的是, 本文

利用了自适应的思想和方法, 即 φ1 和 ϕ1 分别自适应地依赖于 φ 和 ϕ.

本文的主要定理表述如下:

定理 1 每个 Schwartz 函数都可以表示成两个 Schwartz 函数的乘积.

定理 2 若 Φ ∈ D(Rn), 则存在两个函数 Ψ ∈ D(Rn) 和 Υ ∈ D(Rn) 使得

Φ = ΨΥ,

并且

suppΦ = suppΨ = suppΥ.

在 D(Rn)函数分解的证明过程中,我们将反复使用支集的边界等相关定义及符号,在此统一约定

如下: 函数 Φ ∈ D(Rn) 的支集、支集的内部和支集的边界分别为 C,Ω 和 ∂C, 即

C = suppΦ = {x ∈ Rn : Φ(x) ̸= 0}, Ω = Co, ∂C = C\Ω.

显然, 当 Φ ∈ D(Rn) 并且 Φ ̸= 0 时, Ω 是 Rn 中的一个开集, 边界 ∂C 为紧集. 同时, 我们记 Rn 中任

意一点 x 到边界 ∂C = C\Ω 的距离 dx 定义为

dx = d(x, ∂C) = inf
y∈∂C

|x− y|.

2 主要引理

为了定理证明的需要, 先给出几个重要引理. 首先用构造性的方法给出一个待定 Schwartz 函数.

选取一个函数 φ ∈ D(Rn) 满足 0 6 φ 6 1, 并且

φ(x) =

1, |x| 6 1,

0, |x| > 2.
(2.1)

由 (2.1) 中 φ 的定义, 对所有的 x ∈ Rn, 可得

φ(x) +
∞∑
j=1

(φ(2−jx)− φ(2−j+1x)) = 1. (2.2)

令

ϕ(x) = φ(x)− φ(2x),
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则可以把 (2.2) 简记为

φ(x) +

∞∑
j=1

ϕ(2−jx) = 1. (2.3)

选取一个单调上升正数序列 {λj}j>1, 满足当 j → ∞ 时, λj → ∞. 借助于序列 {λj}, 由 (2.4) 来

构造函数 Ψ:

Ψ(x) := φ(x) +
∞∑
j=1

2−λjjϕ(2−jx). (2.4)

由 (2.4)所定义的函数 Ψ与 (2.3)有明显的区别,函数 Ψ是对 (2.3)左边级数中各项乘以系数 2−λjj

得到的. 随着 j 的增大, 2−λjj 迅速趋于 0, 因此, 函数 Ψ 在 ∞ 处具有强烈的衰减性, 而且满足

0 < Ψ(x) 6 1.

下面来讨论函数 Ψ 的性质. 显然, 当 |x|→∞ 时, Ψ(x)→0. 进一步, 我们还可得到如下两个结果:

引理 3 设 φ, ϕ, {λj}j>1 和 Ψ 如上定义, 则当 2k 6 |x| < 2k+1 时, 有

2−(k+1)λk+1 6 Ψ(x) 6 2−(k−1)λk−1 .

证明 令 2k 6 |x| < 2k+1, 只需考虑 k > 2 的情形. 由 Ψ, φ 和 ϕ 的定义, 可以看出

Ψ(x) =
k+1∑

j=k−1

2−λjjϕ(2−jx).

注意到 {λj} 是单调上升的, 通过简单的不等式放缩, 我们得到

Ψ(x) 6 2−(k−1)λk−1

k+1∑
j=k−1

ϕ(2−jx) = 2−(k−1)λk−1 ,

并且

Ψ(x) > 2−(k+1)λk+1

k+1∑
j=k−1

ϕ(2−jx) = 2−(k+1)λk+1 .

在上面的放缩中, 我们用到了 Ψ 的支集包含于圆环 {x ∈ Rn : 1
2 6 |x| 6 2} 这个简单事实.

实际上, 引理 3 给出了 Ψ 的局部大小的估计, 下面这个引理将能给出 Ψ 在将刻画无穷远处的下

降速度.

引理 4 设 φ, ϕ 和 {λj}j>1 如上定义, 并且 Ψ 满足 (2.4), 则 Ψ ∈ S (Rn).

证明 由 Schwartz 函数的定义, 对任意给定的自然数 N , 及所有满足 |α| 6 N 的多重指标 α, 只

需要证明

lim
|x|→∞

(1 + |x|2)N
2 |DαΨ(x)| = 0 (2.5)

成立即可. 设 x ∈ Rn 并且 |x| 充分大, 那么必然存在一个自然数 l 满足 2l 6 |x| < 2l+1. 这样我们可以

得出

(1 + |x|2)N
2 |DαΨ(x)| = (1 + |x|2)N

2

∣∣∣∣ l+1∑
j=l−1

Dα(2−jλjϕ(2−jx))

∣∣∣∣
6 (1 + |x|2)N

2

( l+1∑
j=l−1

2−jλj |Dα(ϕ(2−jx))|
)
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6 C∥Dαϕ∥∞2(l+1)N2−(l−1)(λl−1+|α|),

其中 C 是与 Ψ, ϕ 和 N 无关的常数.

对于固定的自然数 N , 注意到 2l 6 |x| < 2l+1, 所以, 当 |x| → ∞ 时, l → ∞, 因此, λl → ∞. 根据

以上分析, (2.5) 显然成立. 这样我们就证明了引理 4.

在引理 4中,我们给出了一个依赖于序列的 {λj}j>1 的 Schwartz函数 Ψ,这将在证明 Schwartz函

数分解的过程中起到重要作用,在后面定理的证明过程中,我们将看到当 {λj}j>1 取合适的序列时,我

们可以把这里的函数 Ψ当作分解式中的一个因子. 然而对 D(Rn)的函数,则需要考虑它在边界 ∂C 处

的下降速度, 类似地构造出一个 D(Rn) 函数, 这样通过对待定指标的合适选取, 我们也能得到 D(Rn)

函数分解式中的一个因子.

首先, 对任意的 D(Rn) 函数, 我们都能得到它在边界处的下降速度.

引理 5 令 Φ ∈ D(Rn), x ∈ Ω, 那么, 对任意固定的正整数 N ,

lim
dx→0

d−N
x

( ∑
|α|6N

|DαΦ(x)|
)

= 0 (2.6)

成立.

证明 显然, 边界 ∂C 是一个紧集, 所以, 对给定的 x ∈ Ω, 必存在一点 y ∈ ∂C 满足

dx = |x− y|.

由 Taylor 展开, 我们得到

Φ(x) = Φ(y) +

N∑
k=1

1

k!
[(x− y) · ∇]kΦ(y) +

1

N !

∫ 1

0

(1− t)N [(x− y) · ∇]N+1Φ(y + t(x− y))dt. (2.7)

注意到 Φ ∈ D(Rn), 且 C = suppΦ, 由于 y ∈ ∂C, 所以, 对任意多重指标 α, 可以得出

DαΦ(y) = 0. (2.8)

把 (2.8) 代入 (2.7) 的 Taylor 展开中, 可以立即得出

Φ(x) =
1

N !

∫ 1

0

(1− t)N [(x− y) · ∇]N+1Φ(y + t(x− y))dt. (2.9)

类似地, 用 DαΦ 来替换 (2.9) 中的 Φ, 对任意的 |α| 6 N , 可以得到

DαΦ(x) =
1

N !

∫ 1

0

(1− t)N [(x− y) · ∇]N+1(DαΦ)(y + t(x− y))dt. (2.10)

记

Mk = max
|β|6k

∥DβΦ∥∞.

因此, 根据 (2.10), 对所有的 |α| 6 N , 简单计算可以得出

|DαΦ(x)| 6 CN+1M2N+1d
N+1
x .

由此可以等价地表示为

d−N
x |DαΦ(x)| 6 CN+1M2N+1dx. (2.11)
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对不等式 (2.11) 中对所有满足的 |α| 6 N 的 α 求和, 可得到

lim
dx→0

d−N
x

∑
|α|6N

|DαΦ(x)| = lim
dx→0

CαCN+1M2N+1dx = 0. (2.12)

这样我们就完成了引理 5 的证明.

下面运用单位分解的思想来构造一个含有待定指标的 D(Rn) 函数, 并且它的支集也为 C.

在引言中, 我们提到 Ω 是一个开集, 这样运用开集的 Whitney 分解 [4–7], 可以找到一列不相交的

可数方体 {Qj}∞j=1 满足:

(1) Ω =
∪∞

j=1Qj ;

(2) Qo
i ∩Qo

j = ∅, 若 i ̸= j;

(3) C1 diam(Qj) 6 dxj 6 C2 diam(Qj),

其中 C1 和 C2 是两个常数, xj 表示方体 Qj 的中心.

记 Q 为中心在原点, 边长为 1 的单位方体. 对充分小的正数 ε > 0, 选取一个合适的 φ ∈ D(Rn)

满足如下性质:

(i) 0 6 φ 6 1;

(ii) φ(x) = 1, 若 x ∈ Q;

(iii) φ(x) = 0, 若 x /∈ (1 + ε)Q.

定义

φj(x) =


φ(

x−cj
lj

)∑∞
k=1 φ(

x−ck
lk

)
, x ∈ Ω,

0, x /∈ Ω,

(2.13)

其中 ck 和 lk 分别表示方体 Qk 的中心和边长. 显然, φj 的定义是有意义的. 因为由 Whitney 分解

的性质容易看出, (2.13) 右边中分母的求和是有限的; 并且当 x ∈ Ω 时, 至少存在一个方体 Qj , 使得

Qj ∋ x, 这样就有
∞∑
k=1

φ

(
x− ck
lk

)
> 1.

下面选取一个可数序列 {λj}∞j=1, 使得当 lj → 0 时, λj → ∞. 为了方便起见, 我们不妨假设当

li ≈ lj 时, 满足 λi ≈ λj .

定义一个依赖于序列 {λj}∞j=1 的函数 Ψ 为

Ψ(x) :=
∞∑
j=1

(
1 +

1

lj

)−λj

φj(x). (2.14)

与引理 4 类似, 我们可以得到如下引理:

引理 6 假设 lj , cj , {λj}∞j=1, φj 和 Ψ 如 (2.13) 和 (2.14) 所定义, 则下面的 3 个结论成立,

(1) 当 x ∈ Ω 时, 有 0 < Ψ(x) 6 1;

(2) 若 x ∈ Ω, 并且 2−k 6 dx < 2−k+1, 则可以得到 Ψ(x) ≈ 2−kλk ≈ dλk
x ;

(3) Ψ ∈ D(Rn), 且 Ω 恰好是 Ψ 的支集的内部.

证明 根据 φj 和 Ψ 在 (2.13) 和 (2.14) 中的定义, 对任意的 x ∈ Ω, 很容易得出 0 < Ψ(x) 6 1.

根据我们之前的假设, 当 li ≈ lj 时, 有 λi ≈ λj . 由 Whitney 分解中 {Qj} 所满足的的性质 (3), 可

以看出, 如果 x ∈ Ω 并且满足 2−k 6 dx < 2−k+1, 那么最多存在有限个 {(1 + ε)Qj} 包含 x, 同时这些
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方体的边长约等于 2−k 的常数倍. 这样通过 Ψ 的定义, 可以利用类似于引理 3 的方法得到

Ψ(x) ≈ 2−kλk ≈ dλk
x .

引理 6(3) 是我们最关心的, 下面来重点证明这一结果.

首先来证明 Ψ 具有紧支集. 由 Ω 的分解以及 φ 和 φj 在 (2.13) 中的定义, 可以得到, 若 x /∈ Ω,

则显然有 φj(x) = 0, 因此, Ψ(x) = 0, 这就说明了 Ψ 具有紧支集, 并且

suppΨ ⊂ Ω = C. (2.15)

另一方面, 如果 x ∈ Ω, 那么至少存在一个 Qi 满足 Qi ∋ x, 因此, φi(x) > 0, 这样就可得到

Ψ(x) ̸= 0. 结合 (2.15) 立即得出

suppΨ = C.

最后将证明 Ψ 是充分光滑的, 即需要证明 Ψ ∈ C∞(Rn). 为此, 分三种情形来证明这一问题.

情形 1 如果 x ∈ Ω, 那么由分解中 {Qj} 所满足的性质 (3) 以及 φ 所满足的三个性质可以看出,

{φj}∞j=1 中至多存在有限个函数满足 φj(x) ̸= 0. 事实上, 能证明不为零的函数的个数不超过 12n (参

见文献 [4]). 再次运用分解中 {Qj}所满足的性质 (3)以及 φ的三个性质可以得出,存在一个充分小的

正数 δx, 使得 0 < δx ≪ dx, 并且 B(x, δx) ⊂ Ω; 此外, 在球 B(x, δx) 内, {φj}∞j=1 中不为 0 的函数最多

为有限个,不妨把它们记为 φj1 , φj2 , . . . , φjm . 由于这些函数在 x点处均是充分光滑的, 所以, 在 (2.14)

中由 φj1 , φj2 , . . . , φjm 构成的有限和在 x 点也是充分光滑的. 这样就证明了 Ψ 在 x 处充分光滑.

情形 2 注意到 Cc = Rn\C 是开集. 如果 x ∈ Cc, 那么必然存在一个小球 B(x, rx) ⊂ Cc. 由 Ψ定

义可知, Ψ 在小球 B(x, rx) 内恒为 0. 因此, Ψ 在 x 处是充分光滑的.

情形 3 下面再考虑 C 的边界上的情形.

令 x ∈ ∂C. 由 Ψ 和 φj 在 (2.14) 和 (2.13) 中的定义, 可以看出 Ψ(x) = 0.

注意到当 lj → 0 时, λj → ∞. 通过 Ψ 的定义, 不难得到级数

∞∑
j=1

(
1 +

1

lj

)−λj

φj(y)

和
∞∑
j=1

(
1 +

1

lj

)−λj ∂φj

∂xk
(y)

都是一致收敛的. 因此, 我们有

∂Ψ

∂yk
(x) =

∞∑
j=1

(
1 +

1

lj

)−λj ∂φj

∂yk
(x). (2.16)

记

h = (0, . . . , 0, hk, 0, . . . , 0) ∈ Rn.

不失一般性, 可以假定 x+ h ∈ Ω. 这样就有

∂φj

∂yk
(x) = lim

hk→0

φj(x+ h)

hk
.
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对任意的 φj , 通过 φj 的定义, 很容易得到

suppφj ⊂ (1 + ε)Qj ⊂ Ω,

其中 (1 + ε)Qj 表示中心和 Qj 相同、边长为 Qj 边长 1 + ε 倍的方体. 立刻可得到

∂φj

∂yk
(x) = 0. (2.17)

把 (2.17) 代入 (2.16) 中, 便可得出
∂Ψ

∂yk
(x) = 0.

重复上述操作过程, 可以得到

DαΨ(x) = 0,

对任意的多重指标 α 都成立. 这样我们就证明了引理 6.

3 定理的证明

定理 1 的证明 令 Φ ∈ S (Rn). 由 Schwartz 函数的定义, 我们可以选取一个整数序列 {pk}k>1

满足

sup
|α|6k,|x|>2pk−1

|x|k|DαΦ(x)| 6 1

k
, (3.1)

对任意的 k ∈ N 成立.

不妨假设这里的 {pk}k>0 是严格单调上升的, 并且, 当 k → ∞ 时, pk → ∞. 若 pk−1 6 j < pk, 其

中 k = 1, 2, . . . 取

λj =
√
k, (3.2)

设 λj 为满足 (3.2) 的序列, 我们便可以通过定义 (2.4) 的方式重新定义函数 Ψ. 由引理 3 可知, 对一

切 x ∈ Rn, 有 Ψ(x) > 0. 定义一个新函数如下:

Υ(x) =
Φ(x)

Ψ(x)
.

由于 Ψ > 0, 因此这样定义的函数 Υ 是有意义的.

我们断言, Φ
Ψ 是 Schwartz 函数.

下面来估计函数 Φ
Ψ 的各阶偏导数. 对任意给定的一个多重指标 α ∈ Nn

0 , 由 Newton-Leibniz 公式

可以看出 ∣∣∣∣Dα

(
Φ(x)

Ψ(x)

)∣∣∣∣ 6 Cα

∑
β+γ=α

|DβΦ(x)|
∣∣∣∣Dγ

(
1

Ψ(x)

)∣∣∣∣, (3.3)

其中常数 Cα 仅依赖于维数 n 和给定的 α.

记 |γ| 为 γ 的阶, 通过简单地计算可知,

Dγ

(
1

Ψ(x)

)
=

∑
|ν1|+|ν2|+···+|νm|=|γ|,lν6|γ| Cn,ν,lν (Ψ(x))lνDν1Ψ(x)Dν2Ψ(x) · · ·DνmΨ(x)

(Ψ(x))|γ|+1
, (3.4)
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上式的常数 Cn,ν,lν 只依赖于 n 和 ν := (ν1, ν2, . . . , νm), 其中 νi ∈ Nn
0 , i = 1, 2, . . . ,m. 显然, (3.4) 右边

分子的求和只有有限项, 事实上, 项数由维数 n 和 α 决定.

由 Ψ 在 (2.4) 中的定义以及 ϕ 的性质可知, 对 x ∈ Rn, (2.4) 右边的求和不超过三项. 注意到当

2j 6 |x| 6 2j+1 时, |ν1|+ |ν2|+ · · ·+ |νm| = |γ|, 所以, 我们有

|Ψlν (x)Dν1Ψ(x)Dν2Ψ(x) · · ·DνjΨ(x)| 6 Cn,γ2
−(j−1)(λj−1+|γ|) sup

|µ|6|γ|
∥Dµϕ∥∞. (3.5)

把 (3.5) 代入 (3.4) , 可得 ∣∣∣∣Dγ

(
1

Ψ(x)

)∣∣∣∣ 6 Cn,γ,φ2
−(j−1)(λj−1+|γ|)

|Ψ(x)||γ|+1
,

其中常数 Cn,γ,φ 只依赖于 n, γ 和 φ.

由引理 3 可知, 当 x ∈ Rn 时, 0 < Ψ(x) 6 1, 并且, 当 j > 0 时, 2−(j−1)(λj−1+|γ|) 6 1 (因为指数小

于等于 0), 因此, 很容易得出∣∣∣∣Dγ

(
1

Ψ(x)

)∣∣∣∣ 6 Cn,γ,φ2
−(j−1)(λj−1+|γ|)

|Ψ(x)||α|+1
6 Cn,α,φ

|Ψ(x)||α|+1
, (3.6)

对任意的 |γ| 6 |α| 成立.

为了得到 Φ
Ψ ∈ S (Rn), 我们只需证明, 对任意给定的正整数 N , 极限

lim
|x|→∞

sup
|α|6N

|x|N
∣∣∣∣Dα

(
Φ(x)

Ψ(x)

)∣∣∣∣ = 0 (3.7)

成立即可.

为此, 我们仅需考虑 |x| 充分大的情形, 对这样 |x|, 存在一个足够大的正整数 j 满足: 2j 6 |x|
< 2j+1. 因 j 充分大, 由序列 pN+k 的性质可知, 必然存在正整数 k ∈ N, 使得 pN+k 6 j + 1 < pN+k+1.

由 (3.2) 的定义可知,

λj+1 =
√
N + k + 1. (3.8)

结合 (3.3) 和 (3.6), 我们得到

sup
2j6|x|<2j+1,|α|6N

|x|N
∣∣∣∣Dα

(
Φ(x)

Ψ(x)

)∣∣∣∣ 6 sup
2j6|x|<2j+1,|α|6N

Cn,N,φ|x|N
( ∑

|β|6|α|

|DβΦ(x)|
)
|Ψ(x)|−(N+1). (3.9)

由引理 3 可知, 当 2j 6 |x| < 2j+1 时, 可以推出

|Ψ(x)|−(N+1) 6 2(j+1)λj+1(N+1). (3.10)

利用 (3.9) 和 (3.10) 不难得到

sup
2j6|x|<2j+1,|α|6N

|x|N
∣∣∣∣Dα

(
Φ(x)

Ψ(x)

)∣∣∣∣ 6 Cn,N,φ2
(j+1)(2N+1)λj+1 sup

2j6|x|<2j+1

( ∑
|α|6N

|DαΦ(x)|
)
. (3.11)

注意到 pN+k 6 j + 1 < pN+k+1, 结合 (3.1) 的估计, 我们有

sup
2j6|x|<2j+1

( ∑
|α|6N

|DαΦ(x)|
)

6
∑

|α|6N

2−j(N+k)
(

sup
2j6|x|<2j+1

|x|N+k|DαΦ(x)|
)
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6
∑

|α|6N

2−j(N+k)
(

sup
2pN+k−16|x|<2j+1

|x|N+k|DαΦ(x)|
)

6
∑

|α|6N

2−j(N+k)
(

sup
|x|>2pN+k−1

|x|N+k|DαΦ(x)|
)

6 CN2−j(N+k)

N + k
, (3.12)

其中 CN 只依赖于 N .

由不等式 (3.11) 和 (3.12) 可以得到

sup
2j6|x|<2j+1,|α|6N

|x|N
∣∣∣∣Dα

(
Φ(x)

Ψ(x)

)∣∣∣∣ 6 CNCn,N,φ2
−[j(N+k)−(j+1)(2N+1)λj+1]

N + k
, (3.13)

其中 Cn,φ,N 依赖于 n, φ 和 N .

注意到, 当 j → ∞ 时, k → ∞. 因此, 对任意给定的 N ∈ N, 我们通过 (3.8) 得到

j(N + k)− (j + 1)(2N + 1)λj+1 > j(k − 3N
√
N + k + 1) → ∞, (3.14)

上面的极限取至于 j → ∞ 和 k → ∞.

把 (3.14) 代入 (3.13) 可得

lim
j→∞

sup
2j6|x|<2j+1,|α|6N

|x|N
∣∣∣∣Dα

(
Φ(x)

Ψ(x)

)∣∣∣∣ = 0. (3.15)

这意味着 (3.7) 成立, 即
Φ

Ψ
∈ S (Rn).

这就是定理 1 所要的结论.

定理 2 的证明 定理 2 的证明思想与定理 1 的证明有许多相似之处, 在这里, 我们会省略部分

类似的细节.

令 Φ ∈ D(Rn). 由 (2.6), 我们可以选取一个正数序列 {pk}k>1, 使得对任意的正整数 k 和 x ∈ Ω,

不等式

sup
dx<2−pk

d−k
x

( ∑
|α|6k

|DαΦ(x)|
)

6 1

k
(3.16)

成立.

不失一般性, 可以假定 {pk}k>1 是单调上升的, 并且当 k → ∞ 时, pk → ∞. 类似于定理 1, 当

2−pk+1 6 lj < 2−pk 时, 取

λj =
√
k + 1, (3.17)

我们用 (2.14) 定义一个函数 Ψ, 这里的 λj 由 (3.17) 给出. 显然, 当 lj → 0 时, λj → ∞, 并且满足, 若

li ≈ lj , 则有 λi ≈ λj .

定义一个新的函数

Υ(x) =


Φ(x)

Ψ(x)
, x ∈ Ω,

0, x ∈ Ωc.

(3.18)
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显然, Υ 的定义是有意义的, 因为对任意的 x ∈ Ω, 都有 0 < Ψ(x) 6 1. 由 Υ 的定义我们能看出

suppΥ = suppΦ = C. (3.19)

下面只需要证明 Υ ∈ C∞(Rn) 即可.

当 x ∈ Ω 时, 由于 Φ 和 Ψ 在 x 点都是无穷次可微, 且 0 < Ψ(x) 6 1, 因此可以推出 Υ 在 x 点是

无穷次可微的. 当 x ∈ Cc 时, 显然, Υ 在 x 点是无穷次可微的. 下面只考虑对于边界上的点, Υ 也是

无穷次可微的.

令 x 为边界 ∂C 上的一点. 由 Υ 在 (3.18) 中的定义, 则有 Υ(x) = 0.

记 h = (0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0) ∈ Rn, 其中 hi ̸= 0. 不失一般性, 假定 x+ h ∈ Ω. 由导数的定义可得

∂Υ

∂xi
(x) = lim

hi→0

Υ(x+ h)

hi
= lim

hi→0

1

hi

Φ(x+ h)

Ψ(x+ h)
.

显然, 可以得到

dx+h 6 |x+ h− x| = |hi|.

若

2−pk+1 6 dx+h < 2−pk ,

则根据不等式 (3.16) 和引理 6(2) 可知,

1

|hi|

∣∣∣∣Φ(x+ h)

Ψ(x+ h)

∣∣∣∣ 6 1

k|hi|
dkx+h

d
λk+1

x+h

6 1

k
dk−

√
k+1−1

x+h .

显然, 当 hi → 0 时, 则有 k → ∞, 并且 dx+h → 0. 因此可以得到

∂Υ

∂xi
(x) = 0.

重复上面极限过程, 对任意的多重指标 α, 即可得到下面等式:

DαΥ(x) = 0. (3.20)

所以, 综合 (3.19) 和 (3.20) 就可得到

Υ =
Φ

Ψ
∈ D(Rn).

这样就完成了定理 2 的证明.

4 一些应用

下面给出本文两个定理的直接应用.

首先定义两个映射 P 和 C: S (Rn)× S (Rn) → S (Rn), 分别称为乘积映射和卷积映射如下:

P(φ,ψ) = φψ (4.1)

和

C(φ,ψ) = φ ∗ ψ. (4.2)
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定理 7 由 (4.1) 定义的乘积映射 P 在 S (Rn) 拓扑意义下是从 S (Rn) × S (Rn) 到 S (Rn) 的

一个连续满射, 但不是单射.

证明 首先来说明 P 是满射. 对任意的 Φ ∈ S (Rn), 由定理 1 立即得出存在两个 Schwartz 函数

满足 φ 和 ψ, 使得

Φ = φψ.

这蕴含着 P 是满的, 即 P(φ,ψ) = Φ.

显然, P 不是单射. 假设 Φ = φψ, 并且 φ,ψ ∈ S (Rn). 进一步, 有 2φ,ψ/2 ∈ S (Rn), 且

P
(
2φ,

ψ

2

)
= Φ = φψ.

这就证明了 P 不是单射.

下面证明 P 是连续的. 在 S (Rn) 的拓扑意义下, 假定 φk → φ, ψl → ψ. 对多重指标 α, β ∈ Nn
0

和 φ ∈ S (Rn), 记 ρα,β(φ) = supx∈Rn |xαDβφ(x)|,

lim
k,l→∞

ρα,β(φkψl − φψ) = lim
k,l→∞

sup
x∈Rn

|xαDβ(φk(x)ψl(x)− φ(x)ψ(x))|

6 lim
k,l→∞

sup
x∈Rn

|xα|(|Dβ(φk(ψl(x)− ψ(x)))|+ |Dβ((φk(x)− φ(x))ψ(x))|)

6 Cυ,γ lim
k,l→∞

sup
x∈Rn

|xα|
∑

υ+γ=β

|Dυφk(x)||Dγ(ψl(x)− ψ(x))|

+ Cυ,γ lim
k,l→∞

sup
x∈Rn

|xα|
∑

υ+γ=α

|Dυ(φk(x)− φ(x))||Dγψ(x)|

6 Cυ,γ

∑
υ+γ=β

lim
k,l→∞

[ρ0,γ(ψl − ψ)ρα,υ(φk) + ρ0,υ(φk − φ)ρα,γ(ψ)]. (4.3)

根据假设, φk → φ, ψl → ψ, 可以立刻得出

lim
l→∞

ρ0,γ(ψl − ψ) = 0, lim
k→∞

ρα,υ(φk − φ) = 0, lim
k→∞

ρα,υ(φk) 6 C0,β <∞, ρα,γ(ψ) 6 Cα,β <∞.

因此, 通过 (4.3) 可推出

lim
k,l→∞

ρα,β(φkψl − φψ) = 0.

这样就证明了定理 7.

推论 8 在 S (Rn) 的拓扑意义下, 由 (4.2) 定义的卷积映射 C 是从 S (Rn)× S (Rn) 到 S (Rn)

的连续满射, 但不是单射.

注意到 Fourier 变换是从 S (Rn) 到自身的同胚映射, 由定理 7 很容易得出推论 8.

类似地, 可以定义乘积映射 Q: D(Rn)× D(Rn) → D(Rn) 为

Q(φ,ψ) = φψ, (4.4)

那么可以得到类似于定理 7 的结论.

推论 9 由 (4.4) 定义的乘积映射 Q 在 D(Rn) 拓扑意义下是从 D(Rn)× D(Rn) 到 D(Rn) 的连

续满射, 但它不是单射.

推论 9 的证明与定理 7 的证明方法完全相同, 只需把在 S (Rn) 上的拓扑换成在 D(Rn) 拓扑意

义即可. 然而, 需要指出的是, 对于卷积映射而言, 推论 8 的结论在 D(Rn) 上不成立. 这是因为紧支集

函数的 Fourier 变换将不再是紧支集函数.
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On the decomposition of Schwartz function and its applications
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Abstract In this paper, we use the constructive methods to show that every Schwartz function can be decom-

posed as a product of two Schwartz functions. The same is true for D(Rn) function with the same compact set.

As their applications, it immediately follows that S (Rn) = S (Rn)S (Rn) and D(Rn) = D(Rn)D(Rn). It should

be pointed out that we use the adaptive idea and method to give the decompositions.

Keywords Schwartz function, D(Rn) function, Fourier transform, compact support set

MSC(2010) 42B15, 42B35

doi: 10.1360/N012014-00247

222


