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摘要    基于奇异摄动理论提出一种用于估计奇异饱和系统稳定域的降阶方法. 
通过构造一个低维饱和系统来估计原高维饱和系统的稳定域, 不仅可以克服高维

系统的奇异性, 还可以减少稳定域估计的计算量. 此外, 从理论上证明了降阶方

法的严格性, 并利用 3 机 5 节点的算例验证了此方法的有效性.  

关键词    饱和非线性  电力系统稳定器  线性矩阵不等式  奇异摄动  降阶方法 

由于人为设置或者物理约束, 饱和非线性在工程中普遍存在[1~3], 电力系统也不例外[4~6], 
如励磁控制系统和PSS(Power System Stabilizer)控制系统, 它们的输出都存在饱和环节[7~9]. 早
在 1995 年, 著名学者Mohler就指出, 电力系统受扰后某些控制规律受到饱和的约束, 因而其

稳定控制性能会比预期的要低[10]. 这个断言是不奇怪的, 后来有关研究的仿真分析也证实了

上述论断[8]. 我国学者首次探讨了电力系统饱和控制器设计的方法[7,11]. 事实上, 动力系统中

的任何非线性环节都会对其稳定性产生影响[12,13], 电力系统中控制器的饱和非线性环节可能

会对电网稳定性造成很大的影响, 然而这点恰恰被大多数人所忽视. 因此, 分析饱和非线性对

电力系统稳定性的影响十分重要, 随之而来的解析方法, 即从饱和系统稳定域的角度分析此

问题越来越受人们的重视.  
刻画饱和系统稳定域边界十分困难[12], 很多学者利用Lyapunov直接法估计饱和系统稳定

域, 在此方面已取得了很大的进展[14,15]. 其中, 尤为引人注目的是Hu等, 为减少结果的保守性, 
将如何选择Lyapunov函数转化为一个LMI (Linear Matrix Inequality)优化问题[12,16]. 文献[17]已
将此方法应用于电力系统, 用来判断饱和PSS控制系统是否有效, 其重要意义在于, 人们可以

更为准确地评价饱和控制器的控制性能, 为深入研究电力系统控制极限对稳定性的影响提出

了新思路.  
这种饱和系统稳定域的估计方法针对的是普通的饱和系统, 是通用的方法, 这是它的一

个优点, 但同时也是缺点. 因为对于包含快速控制器的系统, 闭环系统的最大和最小特征根相

差很大[18], 导致快变量和慢变量的衰减速度差异很大[19,20], 所以直接利用传统的方法估计奇

异饱和系统的稳定域时, 存在计算量大等一系列问题. 用于分析电力系统小干扰稳定的模型
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通常就属于这种类型[21]. 因此, 如何避免或减轻稳定域估计的计算量、维数灾等一些问题十分

必要, 这是本文的主要工作.  
奇异摄动方法是分解动力系统快慢流形的一种常用方法 , 它已经成功应用于电力系    

统[19,22]. 为将文献[12, 17, 23]中的稳定域估计方法更好地应用于分析饱和非线性对电力系统小

干扰稳定的影响, 本文基于奇异摄动理论, 提出一种奇异饱和系统稳定域估计的降阶方法, 并
且证明了在一定条件下降阶方法的严格性. 该降阶方法根据饱和系统中快速流形全局稳定而

且衰减速度快的特点, 利用低维系统来估计高维系统的稳定域, 不仅可克服系统的奇异性, 还
可减少稳定域估计的计算量.  

文中首先针对奇异饱和系统, 介绍稳定域估计的降阶方法及其基本原理, 然后将该方法

应用于分析含饱和环节的电力系统, 估计此饱和电力系统的稳定域. 算例仿真验证了降阶方

法的有效性.  

符号说明  对于  表示, ,nR∈x y ( )≥ ≤x y −x y 的 ( )0i ix y− ≥ ≤ ; 矩阵 A≥ (>)0 表示 A

是半(正)定的对称矩阵; 符号“ ”表示“等价于”. ⇔

1  基本模型及稳定域估计的传统方法 

1.1  电力系统的饱和奇异摄动模型 

电力系统中, 发电机的励磁控制系统往往包含 PSS 控制系统, 如图 1 所示.  
实际的励磁系统和 PSS 控制系统的输出往往包含饱和非线性环节(如图 1). 饱和非线性环

节的特点如图 2 所示, 其数学表达式为 
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          图 1  电力系统控制系统示意图                    图 2  饱和函数示意图 
 

一般情况下, 由于控制器中高增益和快速响应等因素的影响, 其状态变量的响应速度比

发电机的状态变量快的多. 因此, 考虑饱和后, 用于分析闭环电力系统小干扰稳定的模型可表

示为[24] 
    (2) 11 12 13 1 1( )A A A B sat K= + + +x x y z y ,

, 21 22 23 2 2( )A A A B sat Kε = + + +y x y z z  (3) 

 31 33 ,A Aε = +z x z  (4) 

其中,  和 分别为发电机状态变量, 励磁系统状态变量和 PSS 状态变量; 

是引入的小参数, 为了表示控制系统状态量的衰减速度比发电机状态量衰减速度快得

1 ,nR∈x 2nR∈y 3nR∈z

Rε +∈
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多; ( )sat ⋅ 的表达式为  T
1 1 2 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] .s ssat sat sat satη η η η= …

进一步, 令 
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系统(2)~(4)式可记为如下的紧凑形式: 

 ( )A Bsat K= + .ξ ξ ξ  (7) 

定义集合 F 和系统(7)式的稳定域Ω 分别为 
 { | },F K= − ≤ ≤ξ ξu u  (8) 

 { | ( ) 0},tΩ ϕ= →ξ ξ  (9) 

其中, 向量 u 的第 i 个分量 iu 是函数 ( )isat ⋅ 的饱和上界, 1,2, ,i m ( )t; = ϕ ξ 表示系统(7)式从

状态点 ξ 出发的轨迹, 由于系统(7)式中饱和函数 ( )sat Kξ 是连续的, 故 ( )tϕ ξ 也是连续的函  

数[25].  
后面的分析基于下面的假设:  
假设 1  对于系统(7)式, 如不考虑饱和时, 原点是双曲稳定的平衡点且集合 F 非空, 即A 

+ BK是稳定的矩阵且饱和上界 0iu > ( 1,2, ,i m= )成立.  

假设 2  矩阵 22A 和 33A 是稳定的(Hurtiwz).  

由假设 1, 若考虑饱和因素, 稳定域Ω 非空但可能仅仅是原点的邻域[12,25]. 另外, 系统(7)只
是在集合 F 中呈现线性系统的特性, 在 F 外很难用解析的方法获得其动态特性. 事实上, 人
们往往在忽略饱和因素的情况下设计控制器, 所以实际上设计的PSS及励磁控制器的性能比

预期的要低. 因此, 考虑饱和因素后分析闭环系统的稳定域十分必要.  

1.2  饱和稳定域估计的传统方法 

如果椭球 是系统0Ω ′ (7)式的不变集且是集合 F 的子集, 由于系统(7)式在 F 中的动态特性

完全由对应的线性系统来确定, 所以在假设 1 成立的前提下, 从 0Ω ′出发的轨迹都会收敛到原

点[25], 即 是系统0Ω ′ (7)式稳定域 的一个子集. 因此, 在集合F中寻找系统Ω (7)式的一个不变集

可以作为其稳定域的估计, 这就是文献[12, 16]的基本思想.  
进一步假设电力系统受扰动后状态变量的预想初值集合可包含于如下的椭球中: 

  (10) T
0 0{ | },X P β′= ≤ξ ξ ξ 2

其中, 是一个已知的正定或者半正定的对称矩阵, 0P′ 0β > 是个可变的参数.  

注 1  对于电力系统的小干扰稳定模型, 虽然我们不能完全确定受扰动后系统的初始状态, 
但是可以获得受扰后状态所构成集合(预想的初值集合)的大概形状; 又因为 0X 是一个形状固

定、半径可变的椭球, 所以对于此预想的初值集合, 总是能用半径足够大的 0X 来包含, 因此, 
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我们考虑电力系统受扰动后状态变量的预想初值集合可用椭球 0X 来包围的假设是合理的. 

显然, 当估计的稳定域所能包含的 0X 越大, 那么估计的稳定域所能包含预想的初始状态

也越多, 这就说明了控制系统镇定干扰的能力也越强; 反之, 如果稳定域包含半径较小的 0X , 

那么控制系统镇定干扰的能力也越弱. 因此, 为更加客观的反应控制系统的控制性能, 必须尽

量减少稳定域估计的保守性, 使得估计的稳定域能包含尽可能大的 0X (尽可能大的预想初值

集合), 即获得 β 的最大值. 基于此思想, 文献[12, 17]进一步将此过程转化为如下的优化问题:  

 

*

0
T

0 0

0
T

       max ,

s.t.   a) { | },
        b) ,

        c) 0,

P

X P c
F

A P PA

β β

Ω
Ω

>
=

′⊂ =
′ ⊂

+ <

≤ξ ξ ξ  (11) 

其中, 约束a)表示预想的初值集合 0X 包含于估计的稳定域 0Ω ′ ; 约束b)和c)表示估计的稳定域

是系统0Ω ′ (7)式在集合 F 中的不变集.  

利用矩阵 Schur 补性质可将上述问题变为简单的 LMI 优化问题 [12,17], 且其解  

包含一个形状固定半径最大的椭球

0Ω ′ =
T{ | }P c≤ξ ξ ξ 0X , 是稳定域估计的最优结果. 

2  奇异饱和系统的降阶理论 
在电力系统中, 由于小参数的存在, 系统的状态变量可分为快变量和慢变量, 系统矩阵A

表现出来的特征有两组大小差别很大的特征根. 因此, 系统(7)式本质上是奇异的. 此时若直

接利用文献[12, 17]中传统的方法估计稳定域, 即求解问题(11)式, 结果保守且计算量大. 为此, 
本节将针对状态变量衰减速度差别大的特点, 利用奇异摄动方法对优化问题(11)式的稳定域估

计方法进行降阶处理.  

2.1  奇异饱和中的积分流形理论 

设矩阵 ( )yL ε 和 ( )zL ε 满足 

  (12) 1 21 22 23 2 2

2 31 33

( )

0,
y z y

z z x

A A L A B K L L A

A A L L A

Γ ε

Γ ε

= + + + − =⎧⎪
⎨

= + − =⎪⎩

0,x

式中, 11 12 13 1 1 .x y z yA A A L A L B K L= + + +  

显然, 和 都是 和 的光滑函数. 由假设 2, 1Γ 2Γ yL zL
T

22 23 2 21 2
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0( , )y z
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AL L
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= ⎢ ⎥

∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦
非奇

异, 所以由隐函数定理[25]: 存在  对* 0,ε > *[0, ],ε ε∀ ∈  满足式(12)式的矩阵 ( )yL ε 和 ( )zL ε 唯

一存在且是 ε 的光滑函数. 此时, 作如下的坐标变换: 

 1

1

0 0
0

0
y
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L I
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考虑到 ( )yL ε 和 ( )zL ε 满足(12)式, 所以在新坐标系下系统(2)~(4)式的状态方程可记为 
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 ( )11 12 13 1 1 12 1 13 1 1 2 1( , ),y z yA A L A L B K L A A B= + + + + + +x x y z q x y

ε

 (14) 

  (15) 1 22 1 23 1 2 1 1 1 2 1( , ) ( , ),yA A B L Bε = + + −y y z q x z q x y

 ( )1 33 1 1 2 1,zA L Bε ε= − ,z z q x y  (16) 

式中, ( )1 1 2 1 2 2( , ) z zsat K K L K L= + −q x z z x x ; ( )2 1 1 1 1 1( , ) .yq sat K K L K= + −x y y x xyL  记系统(14) 

~(16)式轨迹中的 分量为 . 实际上, 也与参数x ( )tx ( )tx ε 相关, 本文为了记号的简单, 在不引

起混淆的前提下省略了ε. 
在奇异摄动理论中, 系统(15)~(16)式为边界层系统[25], (yL=y x 1 0=y )和 zL=z x ( )

为系统

1 0=z

(2)~(4)式的积分流形. 我们可以发现, x的时间尺度为t, 而 和1y 1z 的时间尺度为 tτ ε= , 

所以当ε 很小时, 和1y 1z 的衰减速度比x快得多, 故 和1y 1z 被称为快变量, 而x被称为慢变量. 

再定义如下集合: 

 1
2

2

( )
( ) .

( )
y

z

K L
F u

K L

ε
ε

ε

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪= −⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

≤x u ⎪
⎬≤x  (17) 

关于系统(2)~(4)式的积分流形有如下的性质[26].  
引理 1[26]  如果下面的条件成立:  
1) 假设 1 和假设 2 成立;  
2) 参数 0ε > 足够小且 对2( )t F∈x 0t∀ ≥ 都成立.  

那么系统(15)~(16)式的轨迹指数收敛且时间尺度为 tτ ε= , 即对任意初值 和0
1y

0
1z , 满足 

 1
1( ) e ,tt l γ ε−y ≤  1

1( ) e ,tt l γ ε−z ≤  0,t∀ ≥  (18) 

其中, 和l 1γ 都为大于零且与 ε 无关的常数.  

证明: 见文献[26]. 
注 2  如后文的分析, 只要初始状态 满足一定的条件, 那么引理 1 中的条件 2)成立.  (0)x

引理 1 说明, 如果假设 1 和假设 2 成立, 此时只要参数 ε 足够小, 那么高维系统(2)~(4)式
的积分流形在集合 2F 中不仅唯一存在, 而且快变量y和z以时间尺度 tτ ε= 指数收敛到其积分

流形.  

2.2  稳定域估计的降阶理论基础 

定义如下的低维系统: 
 ( ) ,xA ε=x x  (19) 

其中, ( )11 12 1 1 13( ) ( ) ( ).x yA A A B K L A Lzε ε ε= + + +  

下面引理说明 ε 足够小时 xA 是稳定的矩阵.  

引理 2[26]  如果假设 1和假设 2成立, 那么存在 , 当* 0ε > *[0, ]ε ε∈ 时, 矩阵 xA 是稳定的.  

证明: 见文献[26].  
记低维系统(19)式轨迹为 , 由引理 1 和引理 2 可得如下关于 和 的结论. ( )l tx ( )tx ( )l tx

定理 1[26]  假设下面的条件成立:  
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1) 假设 1 和假设 2 成立;  

2) 低维系统(19)式与高维系统(14)~(16)式的初始状态满足 ;  0(0) (0)l= =x x

3) 参数 0ε > 足够小且 对2( )t F∈x 0t∀ ≥ 都成立.  

那么 和 满足 ( )tx ( )l tx

 ( ) ( ) ( )lt t O ε= +x x , 0,t∀ ≥  (20) 

且当 时 . t → ∞ ( ) ( )lt t→x x

特别地, 如果条件 3)变为: 0ε > 足够小且存在 0t′ > , 使得 2( )t F∈x 对 [0, ]t t′∀ ∈ 成立, 那么 

 ( ) ( ) ( )lt t O ε= +x x , [0, ].t t′∀ ∈  (21) 

证明: 见文献[26].  
为将定理 1和引理 1中条件(如果 2( )t F∈x 对 0t∀ ≥ 都成立)转化为系统(19)式的初值

所满足的条件, 再定义如下集合: 

(0)lx

 1
3

2

( )
( ) ,

( )
y

z

K L
F u

K L

ε
ε σ σ

ε

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪= −⎨ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

≤ ≤x u ⎪
⎬x

1

 (22) 

其中, 0 σ< < 为经验值, 如可取 0.95σ = .  
定理 1 说明, 当 ε 足够小时, 如果轨迹 3( )l t F∈x 对 0t∀ ≥ 恒成立, 由于 和 之间

的误差可足够小, 故 也恒成立. 如下的引理说明此结论是成立的.  

( )l tx ( )tx

2( )t F∈x

引理 3  如果下面的条件成立:  
1) 假设 1 和假设 2 成立;  

2) 初始状态满足 ;  0(0) (0)l= =x x x

3) 参数 0ε > 足够小且对 满足0t∀ ≥ 3( )l t F∈x .  

那么系统(14)~(16)式的轨迹 不超出( )tx 2F .  

证明: 用反证法, 假设存在某个 *[0, ]ε ε∈ , 使得 3( )l t F∈x 恒成立但 不恒成立, 其

中, 
2( )t F∈x

*ε 是一个足够小的正数, 大小由后文确定.  
因为 2(0) F∈x , 所以由 2F 的定义以及 对 的连续性, 存在( )tx t 0t′ > 使得 首次穿越( )t′x

2F 的边界 2F∂ , 即 2( )t F′ ∈ ∂x , 且当 t t′≤ 时 2( )t F′ ∈x 成立, 故由定理 1, 存在与 ε 无关的正常

数 满足 0a

 0|| ( ) ( ) || .lt t a ε′ ′− ≤x x  (23) 

另一方面, 因为 , 所以存在下标 使得2( )t F′ ∈ ∂x i 1| ( ( ) ( )) |y i iK L t uε ′ =x 1| ( ( ) ( )) |z iK L t或 ε ′x  

iu= 成立( 2F 的定义), 其中, 符号 表示取第 i 个分量.  ( )i⋅

因为 成立, 故3( )l t F′ ∈x 1| ( ( ) ( )) |y i iK L t uε σ′ ≤x 和 1 ( ) ( )) |z i i| (K L t u′ε σ≤x 都成立.  

因此, 当 1| ( ( ) ( )) |y i iK L tε ′ =x u

i

时,  

 
1 1 1

1 1

|| ( ( )) || || ( ) ( ) || | ( ( ) ( )) ( ( )) ( ) |

                                              | ( ( ) ( )) | | ( ( ) ( )) |

                                              (1

y i l y i y i l

y i y l

K L t t K L t K L

K L t K L t

ε ε

ε ε

σ

′ ′ ′ ′⋅ − − tε

′ ′−

−

≥

≥

≥

x x x x

x x

) .iu

 

(24)

 

因为 ( )yL ε 是 ε 的连续函数, 所以当 [0, ]ε ε ′∈ 时, 1|| ( ( )) ||y i 0K L bε ≤ , 其中 是与0b ε 无关的正
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常数, 0ε ′ > 是足够小的正数. 从而由(24)式可得 

 1
0|| ( ) ( ) || (1 )lt t b σ−′ ′− ≥x x iu− . (25) 

同理, 当 1| ( ( ) ( )) |z i iK L t uε ′ =x 成立时, 同样可得 1
0|| ( ) ( ) || (1 )l it t b σ−′ ′− −≥x x u .  

综上 , 令 *ε 满足 * 1 1
0 0min{ (1 ) , }ia b uε σ ε− − ′−≤ . 此时 , (23)式与 (25)式相矛盾 . 因此 , 当

*[0, ]ε ε∈ 时( ε 足够小时), 也恒成立. 2( )t F∈x

引理 3说明, 当 ε 足够小时, 对于定理 1所要求的条件( 2( )t F∈x 对 0t∀ ≥ 恒成立), 我们只

需保证系统(19)式的轨迹不逃出集合 3F 即可. 又因为 ε 足够小时, 引理 2 可保证系统(19)式在

集合 3F 中存在不变集 0Ω , 即如果 0(0)l Ω∈x , 那么 3( )l t F∈x , 所以定理 1所要求的条件确实能

够满足. 在此基础上, 我们还可得如下的结论.  
定理 2  如果下面的条件成立:  
1) 假设 1 和 2 都成立;  
2) 经验常数 (0,1)σ ∈ 是确定的;  

3) 对于低维系统(19), 0 3FΩ ⊂ 是不变集.  

那么存在 , 使得对* 0ε > *[0, ]ε ε∀ ∈ , 积集合 0 yzΩ Ω Ω= × 是系统(14)~(16)式稳定域的子

集. 其中, 是yzΩ 2n n3+ 维欧氏空间中足够大的有界集合.  

证明: 对于系统(19), 因为 0 3FΩ ⊂ 是此系统的不变集, 又因为当 ε 足够小时 xA 是稳定的

矩阵(引理 2), 所以不变集 是系统(19)稳定域的子集[12], 即0Ω 0
0(0)l Ω∀ = ∈x x , 

对 恒成立, 且 , 因此, 对

0 3( )l t FΩ∈ ⊂x

0t∀ ≥ ( ) 0l t →x 0
0(0) Ω∀ = ∈x x , 当 ε 足够小时, 对

也恒成立(引理 3)从而当 t 时 成立(定理 1), 因此, 当
2( )t F∈x 0t∀ ≥

→ ∞ ( ) ( )lt →x x t ε 足够小时, 系统(14) 

~(16)式的轨迹 .  ( ) 0t →x

因为当 ε 足够小时, 2( )x t F∈ 恒成立(引理 3), 再由引理 1 得, 对 , 系统0 0
1 1( , ) yzΩ∀ ∈y z (15)

~(16)式的轨迹满足 .  1 1( ( ), ( )) (0,0)t t →y z

综上, 当 ε 足够小时, 对 0 0 0
1 1 0( , , ) yzΩ Ω∀ ∈x y z × , 系统(14)~(16)式的轨迹

将收敛到原点, 即存在 , 当

1 1[ ( ), ( ), ( )]t t tx y z

* 0ε > *[0, )ε ε∈ 时, 0 yzΩ Ω Ω= × 是系统(14)~(16)式稳定域的子集. 

由此定理可得, 当ε 很小时, 如果 0 3FΩ ⊂ 是系统(19)式的不变集, 那么 0 yzΩ Ω Ω= × 是系统

(14)~(16)式稳定域的子集, 故估计高维系统(14)~(16)式稳定域的问题就可以转化为系统(19)式
在集合 3F 中寻找一个不变集 . 又由引理 2 可得假设 1 成立, 因此, 转化后的问题就是文献

[12]和[17]讨论的问题: 利用 LMI 优化方法寻找一个不变集.  
0Ω

2.3  初值集合的降阶理论 

考虑到系统(2)~(4)式的初始状态包含在如下 1 2n n n3+ + 维的椭球中((10)式): 

 1 2 3 T
0 { |n n nX R P 2

0 }β+ + ′= ∈ ≤ξ ξ ξ . (26) 

再作如下的变量代换: 
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 1 ,=ξ x    (27) T T T
2 1 1[ , ] ,=ξ y z T T T[ , ] .yz y zL L L=

综合(10), (13)式以及(27)式, 在坐标 1 2( , )ξ ξ 下 0X 可表示为 

 { }
T 0 0

11 121 1 1T 2
0 0 0 0

2 2 221 22
,

P P
X P

P P
β β 2

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪′ ′ ′ ⎢ ⎥= = ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

≤
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

≤  (28) 

其中, 1

2
,

⎡ ⎤′ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

ξ
ξ

ξ
 

0 0
11 12

0 0 0
21 22

,
P P

P
P P

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
0 0

11 12
0 0 0

21 22
,

P P
P

P P

⎡ ⎤′ ′
′ ⎢ ⎥=

′ ′⎢ ⎥⎣ ⎦
 

0 0 0 T 0
11 11 12 222 ,yz yz yzP P P L L P L′ ′ ′= + +  0 0

22 22 ,P P′=  0 0 T 0 T
12 21 12 22( ) yzP P P L P 0.′ ′= = +  

由上节的结论, 估计高维系统(14)~(16)式稳定域的问题可以转化为: 系统(19)式在集合

3F 中寻找一个不变集 0Ω . 为此, 类似文献[12, 17]中的方法, 建立如下的优化模型可得到稳定

域的最优估计: 

  (29) 

*

0

T
0 0

0 3
T

       max ,

s.t. a) { | } ,

      b) ,

      c) 0,

xP

yz x yz

x x x x

X P

F

A P P A

β β

Ω Ω Ω

Ω

>
=

⊂ × = ×

⊂

+ <

≤x x x c

其中, 是足够大的有界集; 约束 a)表示估计的稳定域包含预想的初值集合; 约束 b)

和 c)表示估计的稳定域

2 3n n
yz RΩ +∈

0Ω 是 3F 中的不变集.  

在优化(29)式中, 约束a)仍然涉及高维的不等式, 为此引入用下面的引理简化此不等式.  
引理 4[26]  设椭球 ( , )E P ρ 可表示为 

T
11 121 1 1

2 2 212 22
( , ) .T

P P
E P

P P
ρ ρ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= ⎨ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦⎩ ⎭

≤
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ⎬

⎪
 

记它在平面 1ξ 中的投影为
1
( , )E Pξ ρ , 那么如下结论成立:  

(ⅰ) 
1
( , )E Pξ ρ 仍然是椭球且可表示为 

( ){ }1

T T 1
1 1 11 12 22 12 1| ;E P P P Pξ ρ−= − ≤ξ ξ ξ  

(ⅱ ) 
21 1( , ) ( , )E P E P ξρ ρ Ω⊂ × 成立等价于 2ξ 有界且

1 1 1( , ) ( , )E P E Pξ ρ ρ⊂ 成立 , 其中 , 

1 1( , )E P ρ 和 1ξ 的维数相等, 
2ξΩ 是足够大的有界集合.  

证明: 见文献[26].  
由引理 4, 优化(29)式中约束a)可变为 

  (30) 
1

0 2 0 1
0 0 1 0 1( , ) 0,yz xX E P P cξΩ Ω β Ω β − −⊂ × ⇔ ⊂ ⇔ − >P

0
1 3其中, ; 矩阵 、 和 为(28)式中的矩阵 按 和 维的分块

子矩阵, 即

0 0 0 0 1
1 11 12 22 2( )P P P P P−= − 0

11P 0
12P 0

22P 0P 1n 2n n+

0 0
11 120
0 0

21 22
.

P P
P

P P

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦
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值得一提的是, 如果初始集合不是椭球而是多棱体, 我们也能得到类似引理 4 中的结论. 

3  饱和稳定域估计的降阶方法 

3.1  稳定域估计的优化降阶模型 

综上所述, 当 ε 足够小时, 传统估计饱和稳定域的方法可以简化为如下的降阶优化模型 

 

*

0

2 0 1
1

0 3
T

      max ,

s.t. a) 0,
       b) ,

       c) 0.

x
x xP

x x

x x x x

P c P
F

A P P A

β β

β
Ω

>

− −

=

− >

⊂

+ <

 (31) 

作如下变量代换: 

 2 ,x xγ β −=  1 .x xR c P−=  (32) 

由矩阵Schur性质和(32)式可得, 优化(31)式可等价变换为如下的优化问题求解[12,17]: 

 

*
0

0
1

2 2 1 T
T

T

      min ,

s.t. a) 0,

     b) 0 0,

      c) 0,

x
x xR

x x

i i
i i x i

i x

x x x x

P R
u g

u g R g
g R

R A A R

γ γ

γ
σ

σ

>

−

=

− >

⎡ ⎤
⇔ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

+ <

≥ ≥
 (33) 

其中, ig 为集合 3F ( 2F )的定义中矩阵
1

2

( )

( )
y

z

K L

K L

ε

ε
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

的第 i 行行向量.  

注 3  (ⅰ) 经过降阶后, 优化问题的复杂度被降低, 从原来求解一个 维的优化

问题转化为一个 维的优化问题, 从而减少了计算量; (ⅱ) 矩阵 Ax 是经过快慢流形解耦后的

子系统矩阵, 小参数ε 被剔除, 所以降阶方法克服了高维系统矩阵的奇异性; (ⅲ) 由于降阶系

统的稳定域估计结果无需考虑快变量 y1 和 z1, 即估计的稳定域包含了任意有界的 y1 和 z1 分量, 
但基于高维系统的稳定域估计方法则没有此结论. 因此, 降阶方法还可以减少稳定域估计结

果的保守程度.  

1 2n n n+ + 3

1n

此外, 在优化问题(31)式中, 集合 3F 中经验系数σ 的选择对结果会产生影响, 而且在实际

系统中小参数ε 并不是任意小, 可能要通过调整参数σ 的大小使得满足引理 3 和定理 2 的条件. 
但是调整σ 后优化问题(33)式又要重新计算, 这势必带来了多余的计算量. 幸运的是, 当 0σ >

时, 我们可以得到关于优化问题(31)式的一个重要结论. 

引理 5[26]  对于优化问题(31)式, 最优解 *
xβ 和集合 3F 中的经验常数σ 成线性关系, 即当

σ ρσ′ = 时, 对应的最优解满足 * *
x xβ ρβ′ = , 其中 0ρ > .  

证明: 见文献[26]. 

此引理说明 *β 和σ 呈线性的关系, 所以在计算优化问题(31)式时可随意选择 0σ > 的值, 

只需利用线性关系就可直接得到不同的σ 值对应的最优值 *β , 而无需重复计算.  
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3.2  稳定域估计的降阶算法 

由前面的分析, 如果求出矩阵Ly和Lz后, 通过解(31)式很容易得到对应原来的高维系统 β

的最优值. 然而, 当小参数 ε 足够小时, 虽然由 2.1 节中的分析可保证 ( )yL ε 和 ( )zL ε 都惟一存

在, 但其解析表达式很难直接求取. 考虑到 ( )yL ε 和 ( )zL ε 都是 ε 的光滑函数, 为此利用泰勒级

数, 令 

 
0 1 2

0 1 2

( ) ( )

( ) ( ).
y y y

z z z

L L L O

L L L O

ε ε ε

ε ε ε

⎧ = + +⎪
⎨

= + +⎪⎩
 (34) 

将(34)式代入(12)式, 比较等式两端 ε 的各阶次的系数, 得 
0ε : ( )0 0

21 22 23 2 2 0,y zA A L A B K L+ + + =  

  0
31 33 0,zA A L+ =

1ε : ( )1 1 0
22 23 2 2 0 0,y z yA L A B K L L C+ + − =

.

 

  1 0
31 33 0 0,z zA A L L C+ − =

式中,  0 0
0 11 13 12 1 1( )z yC A A L A B K L= + + +

解上面的方程, 得 

 ( )0 1 1 1 0
33 31 33 0 31,  ,z z zL A A L A L C A− −= − = −  (35) 

  (36) ( )0 1 1 1
22 23 2 2 33 31 22 21,yL A A B K A A A A− −= + − −

y
−  (37) ( )1 1 1 1 0

22 23 2 2 22 0.y zL A A B K L A L C−= − + +

所以, 由(35)~(37)式能得到积分流形的一阶近似解. 当然, 为了提高精度, 可以将(34)式展开

为 ε 的更高次项, 得到高阶近似解.  
至此, 稳定域估计的降阶方法所需要的变量已经全部求出. 总结上面的分析, 当 ε 足够小

时, 传统稳定域估计算法可以利用更简单的降阶方法来实现, 其步骤为(算法 1) 
(ⅰ) 选择快慢变量, 并建立(2)~(4)式的模型;  
(ⅱ) 判断假设 1和 2是否成立, 成立则利用降阶方法估计稳定域, 否则利用传统的估计方

法来估计高阶系统的稳定域;  
(ⅲ) 利用(36)~(37)式计算积分流形, 从而可得 ( )yL ε 和 ( )zL ε ;  

(ⅳ) 建立(31)式的优化模型, 并作(32)式的变量代换, 然后将优化(31)式转化为简单的

LMI凸优化问题求解得 *
xβ 和对应的稳定域.  

4  应用于电力系统 
本节将前面的饱和稳定域的估计方法应用于含饱和 PSS 控制器的电力系统中, 并在此基

础上分析系统的小干扰稳定性及饱和 PSS 控制器性能.  

4.1  含扰动和饱和特性的 PSS 模型 

电力系统由 N 节点和 ng 台发电机组成, 其中第 台发电机为参考机. 不失一般性, 为了

简化后文记号 , 按惯性时间常数

ng

iH 减小的顺序将发电机编号为 1,2, ,ng, 即当 i < j 时, 
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i jH H≥ .  

为与传统稳定域估计方法比较, 元件都采用文献[17]的模型. 具体为, 发电机采用三阶实

用模型, 励磁系统和 PSS 系统的模型分别如图 3 和 4 所示; 网络为线性网络, 负荷为恒阻抗模

型. 
 

        
 

           图 3  发电机励磁模型                       图 4  PSS 传递函数框图 
 

模型中考虑的饱和约束为 
(ⅰ) 发电机励磁输出电压 fEΔ 的饱和约束;  

(ⅱ)  PSS 输出 y2 的饱和约束.  
即饱和的约束方程为 

 2 2,  .f f fE E E y y y−Δ Δ Δ −≤ ≤ ≤ ≤ 2  (38) 

因此, 考虑饱和后闭环系统可表示为[17,24] 

 ,δ ωΔ = Δ  (39) 

 1 1
0 1 0 2 ,qM K D K Eω ω δ ω ω− − ′Δ = − Δ − Δ − Δ  (40) 

  (41) 4 3 (do q q fT E K K E sat Eδ′ ′ ′Δ = − Δ − Δ + Δ ),

2

1

  (42) 5 6 ( ),A f A A q f AT E K K K K E E K sat yδ ′Δ = − Δ − Δ − Δ +

  (43) 1
1 1 0 2 ,w W W W qT y K K K D K K E yδ ω ω− ′= − Δ − Δ − Δ −

 ( )1
2 2 1 0 2 1 1 2 ,TM TM TM q wT y K K K D K K E I T T y yδ ω ω− ′= − Δ − Δ − Δ + − −1−  (44) 

其中, (38)~(41)式表示发电机三阶模型, (41)式是励磁系统的状态方程, (43)~(44)式是PSS系统

的状态方程; { }1diagTM i si iK T K M= , diag{2 }iM H= , 0 2π ,fω =  { }diag ,W wi siK T K M= i  其

他变量的物理意义可见文献[24].  
在电力系统中, 励磁参数 AT 很小而 AK 很大, PSS的参数中 比 小很多. 根据典型参数

(见附录), 再比较

2T WT

(39)~(44)式中的时间常数可得: 变量 fEΔ 和y2 可归类为快变量, 变量y1、

和

qE′Δ

Δδ 可归为慢变量. 又因 2i iM H= , 所以如果 iH 不是非常大时, iωΔ 可作为快变量, 但当

iH 较大时, 变量 iωΔ 和 1( )iy 都要归为慢变量. 为了推导简单, 下面将 ωΔ 统一作为慢变量处理. 

记 

  T T T T T
1[ ] ,qE yδ ω ′= Δ Δ Δx ,fE= Δy  2 ,=z y  (45) 

将(45)式代入(39)~(44)式, 系统方程可变为 
 11 1 ( ),A B sat= +x x y  (46) 

 21 22 2 ( ),A A B satε = + +y x y z  (47) 
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 31 33 ,A Aε = +z x z

1

0

w
−

 (48) 

其中,  

1 1 1
1 2

11 1 1
4 3

1 1 1
1 2

0 0

0

0 0do do

s s s

L

M K M D M K
A

T K T K

M K K M K D M K K T

− − −

− −

− − −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − ⎢ ⎥′ ′⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

; 

T
( 1, 1) eng ngL I − −⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ; 

T1
1 0 0 0doB T −⎡ ⎤′= ⎣ ⎦ ;  

[ ]1
21 5 60 0A AA T K K Kε −= − ; [1,1, 1]=e ;  

1
22 AA Tε −= − ; 1

2 A AB T Kε −= ; 1
33 2A Tε −= − ;  

1 1
31 2 1 2 1( )TM TM TM wA T K K K D K K T T Iε − −= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ .  

显然, 经过变换后, 系统(46)~(48)式可变为(2)~(4)式的形式. 又因为 AiT 、 和2iT iM 都是正

数, 故 22A 和 33A 都是稳定的矩阵, 即满足假设 2, 从而可以利用降阶方法估计此饱和电力系统

的稳定域. 因为小参数 ε 都具有 1
AiTε − 和 1

2iTε − 的形式, 所以降阶方法消除了系统(46)~(48)式状

态矩阵的奇异性.  
注 3  (ⅰ) 如果 iM 较小时, 相应的变量 iωΔ 要归类为快速变量, 甚至 也要作为快速变

量, 由于这两类变量对应的状态方程中不含饱和变量, 此时如果将这两种变量看成变量 的一

部分, 那么矩阵

1iy

z

33A 的结构可表示为 

  (49) 

1

1
33

1
2

( )

* ( )

* *

K

w K

M D

A T

T

ε

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − ⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,⎥

)其中, 1( KM D− 表示由归类为快变量的发电机变量构成的对角矩阵; (ⅱ) 如果负荷中包含电

动机等动态模型, 对应的快变量也能增加到(49)式中. 很容易验证, 重新分类后系统(39)~(44)
式仍然可以写成(2)~(4)式的形式, 而且矩阵 33A 仍然具有(49)式的结构, 因此只要 , 0iD > 33A

也是稳定的矩阵, 所以假设 2 可以满足, 从而不会影响降阶方法的应用. 

4.2  算例分析 

采用文献[17]中讨论的 3 机 5 节点算例, 如图 5 所示, 具体数据见附录.  

4.2.1  降阶模型的校验 

选择参数ε = 0.1 和σ = 0.95, 利用(36)~(37)式可得到降阶模型. 对同一初值, 图 6 给出了降

阶前后发电机的功角和角速度的时域仿真曲线, 图  7 给出快变量迅速收敛到其积分流形上的示

意图.  
由图 6 可发现, 对于功角和角速度这些慢变量, 时域仿真的结果表明降阶前后的误差十分

小, 而且随着时间的推移误差越来越小, 此结论和定理 1 的结论一致, 降阶前后轨迹之间只相

差一个无穷小量 O(ε)的误差, 且当时间趋于无穷时该误差趋于零. 因此, 快速变量对慢变量的

影响可以忽略不计, 换句话说, 此测试算例中的小参数 ε 满足定理 1 所需 ε 足够小的条件.  



 
 
 
 

 
970 中国科学 E 辑 技术科学 第 37 卷 

 

 

 

 
 

图 5  3 机 5 节点的电力系统 
 

 
 

图 6  降阶前后发电机功角和角速度时域仿真图 
————— 降阶前轨迹  - - - - - - 降阶后轨迹 

 
再观察图 7 还可以发现, 相对于积分流形这种慢变量, 快速变量的变化速度快得多, 在

0.5 s后快变量基本上完全收敛到其积分流形上, 这和引理 1的结论完全一致, 快变量全局收敛

到其积分流形而且时间尺度为 t ε . 在统一的时间尺度 t 下, 这种现象表现为对应快变量的特

征根的实部比对应慢变量的特征根实部小得多, 如表 1 所示, 其中表 1 给出的是高维系统和降

阶系统的特征根.  
由表 1 还可看出, 相比高维系统, 降阶系统的特征根分布更均匀, 故降阶方法大大地减弱

系统的奇异性. 不仅如此, 由此表我们还能发现, 降阶系统全部保留了高维系统较小的特征根, 
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图 7  快速变量迅速收敛到积分流形示意图 
————— 降阶前轨迹  - - - - - - 积分流形 

 
表1  模型降阶前后系统矩阵的特征根 

降阶前系统的特征根     降阶后系统的特征根 
−49.8653, −48.6570, −46.3741, −33.2216, −33.0554, −18.5341        / 
−4.8264, −1.8397 −4.6831, −1.8353 
−0.6689, −0.3899, −0.1217, −0.1889 −0.6687, −0.3917, −0.1217, −0.1889 
−0.0595±6.7262i, −0.1506±6.2715i −0.0610±6.7269i, −0.1706±6.2615i 

 
而这些小特征根对应的是电力系统的慢振荡模式, 所以降阶方法不会丢失慢变量的振荡模式

(发电机的功角和角速度的振荡), 仅仅将全局稳定的快变量剔除, 这也说明了此算例中快慢流

形的分类是正确的.  

4.2.2  降阶系统稳定域估计的结果 

前面的理论分析以及时域仿真都表明, 此算例的降阶模型是正确的, 下面基于降阶模型

讨论稳定域估计的结果.  
为比较降阶前后稳定域估计的结果, 本文考虑的预想初值集合形状为文献[17]考虑的单

位球, 但要注意的是, 本文的参考机是附录中的第 1 台发电机, 而在文献[17]中是第 3 台发电

机. 另外, 本文考虑的角速度 ωΔ 是有名值而非标幺值. 换句话说, 文献[17]中的状态变量为

, 而本文为 且T
13 23 13 23[ , , , , ]δ δ ω ω′ ′= Δ Δ Δ Δξ ′ T

21 31 21 31[ , , , , ]δ δ ω ω= Δ Δ Δ Δξ H′ =ξ ξ . 因此, 本

文考虑的预想初始集合为 , 即T T 1H H ≤ξ ξ (10)式中的常数矩阵 0P′ 满足 . 其中,  T
0P H H′ =



 
 
 
 

 
972 中国科学 E 辑 技术科学 第 37 卷 

 

 

 

2

 

在前面的基础上, 利用引理 4 可得经过降阶后低维系统的初始集合, 再利用 4.2 节中的算

法 1 可得优化问题(31)式的最优解为 * 7.95 10xβ −= × , 即估计的稳定域最多能包含半径为

7.95%的球体. 基于高维系统直接计算的结果为 * 8.22 10β 2−= × , 所以基于降阶模型的计算结

果误差很小, 而且它们的稳定域在慢状态空间中的投影相差也很小, 如图 8 所示, 其中实线椭

圆是基于降阶系统估计的稳定域在相关坐标平面上的投影, 虚线包围的椭圆是基于高维系统

估计的稳定域投影.  
由图 8可以发现, 在慢变量 δΔ 和 ωΔ 平面上, 降阶前后稳定域的投影变化不大, 但由定理

2 可知, 利用降阶方法所估计的稳定域在快变量状态空间中的投影实质是整个空间, 而利用文

献[17]的方法得到的投影仅仅是快变量状态空间中的一个很小的椭圆, 如图 9 所示. 换句话说, 
在图 9 中, 椭圆包围的面积是高维系统估计的稳定域在励磁电压ΔEf和 PSS 输出 y2 轴上的投影

图, 而基于降阶系统的稳定域投影是整个坐标平面, 因此, 稳定域估计的降阶方法更符合实际

情况. 
如果考虑的初始状态集合仅包含快变量而和慢变量无关, 即(10)式中, 常数矩阵 的结

构具有 这种特殊形式, 那么由定理 2, 降阶方法估计的稳定域可以包含任意大

的预想初值集合, 但传统稳定域估计方法并不能得到此结论. 此结论的物理意义在于, 在特定

条件下, 在电力系统稳定运行时, 我们无需关心瞬时干扰量对励磁电压ΔEf和PSS输出信号y2

这些快变量的影响.  

0P′

0
0 diag{0, }P′ = 22P′

 

 
 

图 8  系统降阶前后稳定域投影图 
————— 原始系统的稳定域投影  - - - - - - 降阶系统的稳定域投影 
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图 9  高阶系统的稳定域在快流形上投影图 
 

5  结论 
针对一种奇异的饱和线性系统, 基于奇异摄动理论提出了一种稳定域估计的降阶方法. 

当传统的稳定域估计方法处理高维、奇异的系统时, 不可避免地会出现计算量大、奇异和保守

等一些困难, 而本方法一定程度上可以解决这些问题. 本文以饱和 PSS 系统为例说明了此降

阶方法在电力系统中的应用, 算例仿真验证了方法的有效性.  
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    此附录给出图 5 网络的运行点, 励磁系统和 PSS 控制系统的参数. 具体为 
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    1 11,  0.5,  0.5,  5 ,  0.005,  5.35;  6,  0.02 s;do A AdP Q x H s D T K T′ ′= = = = = = = =  

    1 2 1 21.0,  5.0 s,  0.35 s,  0.03 s;  6.2,  3.0.s w fK T T T E y= = = = Δ = =  

    G2:  
    2 25,  1.05,  0.045,  25 s,  0.025,  5.35;  10,  0.02 s;do A AdP U x H D T K T′ ′= = = = = = = =  

    1 2 1 21.0,  8.3 s,  0.35 s,  0.03 s;  5.2,  3.0.s w fK T T T E y= = = = Δ = =  

    G3:  
    3 30,  1.05,  0.04,  20 s,  0.020,  3.76;  17.5,  0.02 s;do A AdU x H D T K Tθ ′ ′= = = = = = = =  

    1 2 1 21.0,  8.0 s,  0.45 s,  0.05 s;  5.2,  3.0.s w fK T T T E y= = = = Δ = =  
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一种饱和电力系统稳定域估计的降阶方法

甘德强  辛焕海*  邱家驹  韩祯祥


(浙江大学电气工程学院电机系, 杭州 310027)


摘要    基于奇异摄动理论提出一种用于估计奇异饱和系统稳定域的降阶方法. 通过构造一个低维饱和系统来估计原高维饱和系统的稳定域, 不仅可以克服高维系统的奇异性, 还可以减少稳定域估计的计算量. 此外, 从理论上证明了降阶方法的严格性, 并利用3机5节点的算例验证了此方法的有效性. 


关键词    饱和非线性  电力系统稳定器  线性矩阵不等式  奇异摄动  降阶方法


由于人为设置或者物理约束, 饱和非线性在工程中普遍存在[1~3]
, 电力系统也不例外[4~6]
, 如励磁控制系统和PSS(Power System Stabilizer)控制系统, 它们的输出都存在饱和环节[7~9]. 早在1995年, 著名学者Mohler就指出, 电力系统受扰后某些控制规律受到饱和的约束, 因而其稳定控制性能会比预期的要低[10]
. 这个断言是不奇怪的, 后来有关研究的仿真分析也证实了上述论断[8]. 我国学者首次探讨了电力系统饱和控制器设计的方法[7,11]
. 事实上, 动力系统中的任何非线性环节都会对其稳定性产生影响[12,13]
, 电力系统中控制器的饱和非线性环节可能会对电网稳定性造成很大的影响, 然而这点恰恰被大多数人所忽视. 因此, 分析饱和非线性对电力系统稳定性的影响十分重要, 随之而来的解析方法, 即从饱和系统稳定域的角度分析此问题越来越受人们的重视. 


刻画饱和系统稳定域边界十分困难[12], 很多学者利用Lyapunov直接法估计饱和系统稳定域, 在此方面已取得了很大的进展[14,15]. 其中, 尤为引人注目的是Hu等, 为减少结果的保守性, 将如何选择Lyapunov函数转化为一个LMI (Linear Matrix Inequality)优化问题[12,16]
. 文献[17]已将此方法应用于电力系统, 用来判断饱和PSS控制系统是否有效, 其重要意义在于, 人们可以更为准确地评价饱和控制器的控制性能, 为深入研究电力系统控制极限对稳定性的影响提出了新思路. 

这种饱和系统稳定域的估计方法针对的是普通的饱和系统, 是通用的方法, 这是它的一个优点, 但同时也是缺点. 因为对于包含快速控制器的系统, 闭环系统的最大和最小特征根相差很大[18], 导致快变量和慢变量的衰减速度差异很大[19,20]
, 所以直接利用传统的方法估计奇异饱和系统的稳定域时, 存在计算量大等一系列问题. 用于分析电力系统小干扰稳定的模型通常就属于这种类型[21]
. 因此, 如何避免或减轻稳定域估计的计算量、维数灾等一些问题十分必要, 这是本文的主要工作. 


奇异摄动方法是分解动力系统快慢流形的一种常用方法, 它已经成功应用于电力系    统[19,22]
. 为将文献[12, 17, 23]中的稳定域估计方法更好地应用于分析饱和非线性对电力系统小干扰稳定的影响, 本文基于奇异摄动理论, 提出一种奇异饱和系统稳定域估计的降阶方法, 并且证明了在一定条件下降阶方法的严格性. 该降阶方法根据饱和系统中快速流形全局稳定而且衰减速度快的特点, 利用低维系统来估计高维系统的稳定域, 不仅可克服系统的奇异性, 还可减少稳定域估计的计算量. 


文中首先针对奇异饱和系统, 介绍稳定域估计的降阶方法及其基本原理, 然后将该方法应用于分析含饱和环节的电力系统, 估计此饱和电力系统的稳定域. 算例仿真验证了降阶方法的有效性. 
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1  基本模型及稳定域估计的传统方法


1.1  电力系统的饱和奇异摄动模型


电力系统中, 发电机的励磁控制系统往往包含PSS控制系统, 如图1所示. 


实际的励磁系统和PSS控制系统的输出往往包含饱和非线性环节(如图1). 饱和非线性环节的特点如图2所示, 其数学表达式为
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          图1  电力系统控制系统示意图                    图2  饱和函数示意图


一般情况下, 由于控制器中高增益和快速响应等因素的影响, 其状态变量的响应速度比发电机的状态变量快的多. 因此, 考虑饱和后, 用于分析闭环电力系统小干扰稳定的模型可表示为[24]
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其中, 

[image: image11.wmf]1


,


n


R


Î


x


 

[image: image12.wmf]2


n


R


Î


y


和

[image: image13.wmf]3


n


R


Î


z


分别为发电机状态变量, 励磁系统状态变量和PSS状态变量; 

[image: image14.wmf]R


e


+


Î


是引入的小参数, 为了表示控制系统状态量的衰减速度比发电机状态量衰减速度快得多; 

[image: image15.wmf]()


sat


×


的表达式为

[image: image16.wmf]T


1122


()[(),(),,()].


ss


satsatsatsat


hhhh


=¼




进一步, 令





[image: image17.wmf],


éù


êú


=


êú


êú


ëû


x


y


z


x


 

[image: image18.wmf]111213


212223


3133


1


;


0


AAA


AAAA


AA


eee


e


éù


êú


=


êú


êú


ëû



 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5)





[image: image19.wmf]1


1


2


0


0,


00


B


BB


e


-


éù


êú


=


êú


êú


ëû


 

[image: image20.wmf]1


2


00


.


00


K


K


K


éù


=


êú


êú


ëû



 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)


系统(4)

式可记为如下的紧凑形式:
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定义集合
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其中, 向量
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后面的分析基于下面的假设: 


假设1  对于系统
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由假设1, 若考虑饱和因素, 稳定域
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[image: image41.wmf]F


外很难用解析的方法获得其动态特性. 事实上, 人们往往在忽略饱和因素的情况下设计控制器, 所以实际上设计的PSS及励磁控制器的性能比预期的要低. 因此, 考虑饱和因素后分析闭环系统的稳定域十分必要. 


1.2  饱和稳定域估计的传统方法


如果椭球
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进一步假设电力系统受扰动后状态变量的预想初值集合可包含于如下的椭球中:
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其中, 
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注1  对于电力系统的小干扰稳定模型, 虽然我们不能完全确定受扰动后系统的初始状态, 但是可以获得受扰后状态所构成集合(预想的初值集合)的大概形状; 又因为
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其中, 约束a)表示预想的初值集合
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利用矩阵Schur补性质可将上述问题变为简单的LMI优化问题[12,17], 且其解
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2  奇异饱和系统的降阶理论


在电力系统中, 由于小参数的存在, 系统的状态变量可分为快变量和慢变量, 系统矩阵A表现出来的特征有两组大小差别很大的特征根. 因此, 系统[12, 17](7)

式本质上是奇异的. 此时若直接利用文献 GOTOBUTTON ZEqnNum742253  \* MERGEFORMAT 中传统的方法估计稳定域, 即求解问题(11)

式的稳定域估计方法进行降阶处理. 
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式, 结果保守且计算量大. 为此, 本节将针对状态变量衰减速度差别大的特点, 利用奇异摄动方法对优化问题

2.1  奇异饱和中的积分流形理论
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式中, 
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考虑到
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在奇异摄动理论中, 系统[25](15)
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关于系统[26](4)

式的积分流形有如下的性质GOTOBUTTON ZEqnNum765434  \* MERGEFORMAT (2)

~ GOTOBUTTON ZEqnNum750181  \* MERGEFORMAT . 


引理1[26]  如果下面的条件成立: 


1) 假设1和假设2成立; 


2) 参数
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其中, 
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证明: 见文献[26].


注2  如后文的分析, 只要初始状态
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2.2  稳定域估计的降阶理论基础


定义如下的低维系统:
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证明: 见文献[26]. 
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证明: 见文献[26]. 


为将定理1和引理1中条件(如果
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2.3  初值集合的降阶理论
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再作如下的变量代换:
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由上节的结论, 估计高维系统(14)~(16)式稳定域的问题可以转化为: 系统(19)式在集合
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其中, 
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记它在平面
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证明: 见文献[26]. 


由引理4, 优化(29)

式中约束a)可变为





[image: image289.wmf]1


0201


00101


(,)0,


yzx


XEPPcP


x


WWbWb


--


Ì´ÛÌÛ->



 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (30)


其中, 
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值得一提的是, 如果初始集合不是椭球而是多棱体, 我们也能得到类似引理4中的结论.


3  饱和稳定域估计的降阶方法


3.1  稳定域估计的优化降阶模型
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作如下变量代换:
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由矩阵Schur性质和(32)式可得, 优化[12,17](31)

式可等价变换为如下的优化问题求解 GOTOBUTTON ZEqnNum643061  \* MERGEFORMAT :





[image: image302.wmf]*


0


0


1


221T


T


T


      min,


s.t.a)0,


      b)00,


      c)0,


x


xx


R


xx


ii


iixi


ix


xxxx


PR


ug


ugRg


gR


RAAR


gg


g


s


s


>


-


=


->


éù


Û-


êú


êú


ëû


+<


≥


≥



 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (33)


其中, 
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注3  (ⅰ) 经过降阶后, 优化问题的复杂度被降低, 从原来求解一个
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证明: 见文献[26].


此引理说明
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式时可随意选择 GOTOBUTTON ZEqnNum643061  \* MERGEFORMAT 的值, 只需利用线性关系就可直接得到不同的
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值对应的最优值
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, 而无需重复计算. 


3.2  稳定域估计的降阶算法


由前面的分析, 如果求出矩阵Ly和Lz后, 通过解
(31)

式很容易得到对应原来的高维系统 GOTOBUTTON ZEqnNum643061  \* MERGEFORMAT 的最优值. 然而, 当小参数
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足够小时, 虽然由2.1节中的分析可保证
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都惟一存在, 但其解析表达式很难直接求取. 考虑到
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的光滑函数, 为此利用泰勒级数, 令
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将
(12)

式, 比较等式两端GOTOBUTTON ZEqnNum827346  \* MERGEFORMAT (34)

式代入 GOTOBUTTON ZEqnNum236068  \* MERGEFORMAT 的各阶次的系数, 得




[image: image331.wmf]0


e


: 

[image: image332.wmf](


)


00


21222322


0,


yz


AALABKL


+++=







[image: image333.wmf]0


3133


0,


z


AAL


+=






[image: image334.wmf]1


e


: 

[image: image335.wmf](


)


110


2223220


0,


yzy


ALABKLLC


++-=







[image: image336.wmf]10


31330


0,


zz


AALLC


+-=




式中, 
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解上面的方程, 得
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所以, 由(35)~
(34)

式展开为GOTOBUTTON ZEqnNum236068  \* MERGEFORMAT (37)

式能得到积分流形的一阶近似解. 当然, 为了提高精度, 可以将 GOTOBUTTON ZEqnNum989589  \* MERGEFORMAT 的更高次项, 得到高阶近似解. 


至此, 稳定域估计的降阶方法所需要的变量已经全部求出. 总结上面的分析, 当
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足够小时, 传统稳定域估计算法可以利用更简单的降阶方法来实现, 其步骤为(算法1)


(ⅰ) 选择快慢变量, 并建立(4)

式的模型; 
(2)

~

(ⅱ) 判断假设1和2是否成立, 成立则利用降阶方法估计稳定域, 否则利用传统的估计方法来估计高阶系统的稳定域; 


(ⅲ) 利用
(37)

式计算积分流形, 从而可得GOTOBUTTON ZEqnNum989589  \* MERGEFORMAT (36)

~ GOTOBUTTON ZEqnNum803243  \* MERGEFORMAT 和
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(ⅳ) 建立
(31)

式转化为简单的LMI凸优化问题求解得GOTOBUTTON ZEqnNum643061  \* MERGEFORMAT (31)

式的优化模型, 并作(32)式的变量代换, 然后将优化 GOTOBUTTON ZEqnNum643061  \* MERGEFORMAT 和对应的稳定域. 


4  应用于电力系统


本节将前面的饱和稳定域的估计方法应用于含饱和PSS控制器的电力系统中, 并在此基础上分析系统的小干扰稳定性及饱和PSS控制器性能. 


4.1  含扰动和饱和特性的PSS模型

电力系统由N节点和ng台发电机组成, 其中第
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台发电机为参考机. 不失一般性, 为了简化后文记号, 按惯性时间常数
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减小的顺序将发电机编号为1,2,
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[image: image349.wmf]ij


HH


≥


. 


为与传统稳定域估计方法比较, 元件都采用文献[17]的模型. 具体为, 发电机采用三阶实用模型, 励磁系统和PSS系统的模型分别如图3和4所示; 网络为线性网络, 负荷为恒阻抗模型.



       


           图3  发电机励磁模型                       图4  PSS传递函数框图


模型中考虑的饱和约束为


(ⅰ) 发电机励磁输出电压
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的饱和约束; 


(ⅱ)  PSS输出y2的饱和约束. 


即饱和的约束方程为
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因此, 考虑饱和后闭环系统可表示为[17,24]
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其中, (38)~
(43)

~(44)式是PSS系统的状态方程; GOTOBUTTON ZEqnNum834028  \* MERGEFORMAT (41)

式是励磁系统的状态方程, GOTOBUTTON ZEqnNum782216  \* MERGEFORMAT (41)

式表示发电机三阶模型,  GOTOBUTTON ZEqnNum782216  \* MERGEFORMAT , 
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 其他变量的物理意义可见文献[24]. 


在电力系统中, 励磁参数
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很小而
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很大, PSS的参数中
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小很多. 根据典型参数(见附录), 再比较
(39)

~(44)式中的时间常数可得: 变量 GOTOBUTTON ZEqnNum766658  \* MERGEFORMAT 和y2可归类为快变量, 变量y1、
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可归为慢变量. 又因
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可作为快变量, 但当
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较大时, 变量
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都要归为慢变量. 为了推导简单, 下面将
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统一作为慢变量处理. 记
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将(39)

~(44)式, 系统方程可变为
(45)

式代入
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其中, 
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显然, 经过变换后, 系统(46)~
(4)

式的形式. 又因为GOTOBUTTON ZEqnNum765434  \* MERGEFORMAT (2)

~GOTOBUTTON ZEqnNum750181  \* MERGEFORMAT (48)

式可变为 GOTOBUTTON ZEqnNum689187  \* MERGEFORMAT 、
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都是正数, 故
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都是稳定的矩阵, 即满足假设2, 从而可以利用降阶方法估计此饱和电力系统的稳定域. 因为小参数
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的形式, 所以降阶方法消除了系统(46)~(48)

式状态矩阵的奇异性. 


注3  (ⅰ) 如果
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也要作为快速变量, 由于这两类变量对应的状态方程中不含饱和变量, 此时如果将这两种变量看成变量
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[image: image403.wmf]33


A


的结构可表示为





[image: image404.wmf]1


1


33


1


2


()


*(),


**


K


wK


MD


AT


T


e


-


-


-


éù


êú


=-


êú


êú


êú


ëû



 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (49)


其中, 
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表示由归类为快变量的发电机变量构成的对角矩阵; (ⅱ) 如果负荷中包含电动机等动态模型, 对应的快变量也能增加到
(4)

式的形式, 而且矩阵GOTOBUTTON ZEqnNum765434  \* MERGEFORMAT (2)

~GOTOBUTTON ZEqnNum750181  \* MERGEFORMAT (39)

~(44)式仍然可以写成GOTOBUTTON ZEqnNum766658  \* MERGEFORMAT (49)

式中. 很容易验证, 重新分类后系统 GOTOBUTTON ZEqnNum609130  \* MERGEFORMAT 仍然具有
(49)

式的结构, 因此只要 GOTOBUTTON ZEqnNum609130  \* MERGEFORMAT , 
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也是稳定的矩阵, 所以假设2可以满足, 从而不会影响降阶方法的应用.


4.2  算例分析


采用文献[17]中讨论的3机5节点算例, 如图5所示, 具体数据见附录. 


4.2.1  降阶模型的校验


选择参数= 0.1和 = 0.95, 利用(37)

式可得到降阶模型. 对同一初值, 图6给出了降阶前后发电机的功角和角速度的时域仿真曲线, 图 7 给出快变量迅速收敛到其积分流形上的示意图. 
(36)

~

由图6可发现, 对于功角和角速度这些慢变量, 时域仿真的结果表明降阶前后的误差十分小, 而且随着时间的推移误差越来越小, 此结论和定理1的结论一致, 降阶前后轨迹之间只相差一个无穷小量O()的误差, 且当时间趋于无穷时该误差趋于零. 因此, 快速变量对慢变量的影响可以忽略不计, 换句话说, 此测试算例中的小参数
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满足定理1所需
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足够小的条件. 





图5  3机5节点的电力系统





图6  降阶前后发电机功角和角速度时域仿真图


————— 降阶前轨迹  - - - - - - 降阶后轨迹


再观察图7还可以发现, 相对于积分流形这种慢变量, 快速变量的变化速度快得多, 在0.5 s后快变量基本上完全收敛到其积分流形上, 这和引理1的结论完全一致, 快变量全局收敛到其积分流形而且时间尺度为
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. 在统一的时间尺度
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下, 这种现象表现为对应快变量的特征根的实部比对应慢变量的特征根实部小得多, 如表1所示, 其中表1给出的是高维系统和降阶系统的特征根. 


由表1还可看出, 相比高维系统, 降阶系统的特征根分布更均匀, 故降阶方法大大地减弱系统的奇异性. 不仅如此, 由此表我们还能发现, 降阶系统全部保留了高维系统较小的特征根,




图7  快速变量迅速收敛到积分流形示意图


————— 降阶前轨迹  - - - - - - 积分流形


表1  模型降阶前后系统矩阵的特征根

		降阶前系统的特征根

		    降阶后系统的特征根



		49.8653, 48.6570, 46.3741, 33.2216, 33.0554, 18.5341

		       /



		4.8264, 1.8397

		4.6831, 1.8353



		0.6689, 0.3899, 0.1217, 0.1889

		0.6687, 0.3917, 0.1217, 0.1889



		0.0595±6.7262i, 0.1506±6.2715i

		0.0610±6.7269i, 0.1706±6.2615i





而这些小特征根对应的是电力系统的慢振荡模式, 所以降阶方法不会丢失慢变量的振荡模式(发电机的功角和角速度的振荡), 仅仅将全局稳定的快变量剔除, 这也说明了此算例中快慢流形的分类是正确的. 


4.2.2  降阶系统稳定域估计的结果


前面的理论分析以及时域仿真都表明, 此算例的降阶模型是正确的, 下面基于降阶模型讨论稳定域估计的结果. 


为比较降阶前后稳定域估计的结果, 本文考虑的预想初值集合形状为文献[17]考虑的单位球, 但要注意的是, 本文的参考机是附录中的第1台发电机, 而在文献[17]中是第3台发电机. 另外, 本文考虑的角速度
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是有名值而非标幺值. 换句话说, 文献[17]中的状态变量为
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. 因此, 本文考虑的预想初始集合为
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式中的常数矩阵 GOTOBUTTON ZEqnNum802296  \* MERGEFORMAT 满足
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在前面的基础上, 利用引理4可得经过降阶后低维系统的初始集合, 再利用4.2节中的算法1可得优化问题
(31)

式的最优解为 GOTOBUTTON ZEqnNum643061  \* MERGEFORMAT , 即估计的稳定域最多能包含半径为7.95%的球体. 基于高维系统直接计算的结果为
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, 所以基于降阶模型的计算结果误差很小, 而且它们的稳定域在慢状态空间中的投影相差也很小, 如图8所示, 其中实线椭圆是基于降阶系统估计的稳定域在相关坐标平面上的投影, 虚线包围的椭圆是基于高维系统估计的稳定域投影. 


由图8可以发现, 在慢变量

[image: image423.wmf]d


D


和
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平面上, 降阶前后稳定域的投影变化不大, 但由定理2可知, 利用降阶方法所估计的稳定域在快变量状态空间中的投影实质是整个空间, 而利用文献[17]的方法得到的投影仅仅是快变量状态空间中的一个很小的椭圆, 如图9所示. 换句话说, 在图9中, 椭圆包围的面积是高维系统估计的稳定域在励磁电压Ef和PSS输出y2轴上的投影图, 而基于降阶系统的稳定域投影是整个坐标平面, 因此, 稳定域估计的降阶方法更符合实际情况.


如果考虑的初始状态集合仅包含快变量而和慢变量无关, 即
(10)

式中, 常数矩阵 GOTOBUTTON ZEqnNum802296  \* MERGEFORMAT 的结构具有
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这种特殊形式, 那么由定理2, 降阶方法估计的稳定域可以包含任意大的预想初值集合, 但传统稳定域估计方法并不能得到此结论. 此结论的物理意义在于, 在特定条件下, 在电力系统稳定运行时, 我们无需关心瞬时干扰量对励磁电压Ef和PSS输出信号y2这些快变量的影响. 





图8  系统降阶前后稳定域投影图

————— 原始系统的稳定域投影  - - - - - - 降阶系统的稳定域投影





图9  高阶系统的稳定域在快流形上投影图


5  结论


针对一种奇异的饱和线性系统, 基于奇异摄动理论提出了一种稳定域估计的降阶方法. 当传统的稳定域估计方法处理高维、奇异的系统时, 不可避免地会出现计算量大、奇异和保守等一些困难, 而本方法一定程度上可以解决这些问题. 本文以饱和PSS系统为例说明了此降阶方法在电力系统中的应用, 算例仿真验证了方法的有效性. 
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附录


    此附录给出图5网络的运行点, 励磁系统和PSS控制系统的参数. 具体为
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