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摘要 本文的主要目的是介绍一个统一的处理分布参数系统能控能观性问题的方法,并给出该方法在

分布参数控制理论中的应用. 为此, 本文将从一类 “类抛物” 偏微分算子 (即没有椭圆性条件) 的带

权恒等式出发, 给出所有已知的关于抛物型方程、双曲型方程、Schrödinger 方程和板方程的基于整体

Carleman 估计的能控能观性结果. 同时, 基于该带权的恒等式, 本文还给出它在双曲型系统的稳定性

问题和在拟线性复 Ginzburg-Landau 方程能控能观性等问题中的应用.
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1 引言

考虑如下的受控系统: 
dy(t)

dt
= Ay(t) +Bu(t), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0,
(1.1)

其中 y(t) ∈ Y 是状态变量, u(t) ∈ U 是控制变量. Y 和 U 分别称为系统 (1.1)的状态空间和控制空间,

它们通常取为 Hilbert空间. A是 Y 上某 C0半群 eAt的生成元 (通常是无界的),而控制算子 B是从 U

到 Y 的一个映射. 对于控制系统 (1.1), 我们可以引入相应的能控性概念. 例如, 我们称系统 (1.1) 是

精确能控的, 如果对任意给定的 y0, y1 ∈ Y , 可以找到一个控制 u ∈ L2(0, T ;U), 使得系统 (1.1)的解满

足 y(T ) = y1. 若将要求 y(T ) = y1 放宽, 则可给出各种各样的能控性概念 (如零能控、近似能控和部

分能控等).

历史上, 分布参数控制系统的能控能观性理论起源于 20 世纪 60 年代, 它是分布参数控制理论的

基础. 该领域经典的文献有 [1, 2] 等. 值得一提的是, Lions [2] 引入的 Hilbert 空间唯一性方法极大地

刺激了偏微分方程相关问题的深入研究, 引发了关于分布参数控制系统能控能观性的大量工作. 该方

法的实质即对偶方法, 现已成为目前该领域熟知的工具. 继 Lions 之后关于分布参数系统能控能观性

问题的主要工作, 可参见文献 [3–7] 及其所引文献.
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熟知, 能控性问题的处理通常被转换为处理其对偶系统的能观性问题. 对于控制系统 (1.1), 其对

偶系统如下: 
dz(t)

dt
= −A∗z(t), t ∈ (0, T ),

z(T ) = zT .
(1.2)

由经典的对偶理论 [8] 知, 系统 (1.1) 零能控当且仅当如下的能观性不等式成立,

|eA
∗T z0|2Y ∗ 6 C

∫ T

0

|B∗eA
∗tz0|2U∗dt, ∀ z0 ∈ Y ∗. (1.3)

所谓能观性不等式, 通俗地说, 就是用局部观测区域上的能量来估计系统的总能量. 这种类型的不等

式对解决反问题也是有用的 [9]. 然而, 对于具体的偏微分方程而言, 能观性估计的证明并不是件容易

的事情. 为此, 人们发展了若干方法来研究能观性估计. 对双曲型方程, 有矩量方法、乘子方法、微局

部分析方法和 Carleman 估计等. 对抛物型方程, 有矩量方法和 Carleman 估计等. 然而, 矩量方法一

般只适合于一维或非常特殊的高维区域, 有一定的局限性. 因此, 人们自然期望能给出不依赖于方程

类型的 Carleman 估计. 本文致力用统一的观点和方法来研究确定性分布参数系统的能控能观性问题.

分布参数系统的能控能观性强烈地依赖于系统本身的特性, 如时间可逆与否, 典型的例子分别是

波动方程和热传导方程. 现在已经清楚, 这两类方程的能控能观性有着本质的差别. 自然地, 人们希望

知道这两类不同系统的能控能观性理论是否还有某种联系. 特别地, 如能建立抛物和双曲方程在某种

意义下统一的能控能观性理论, 则是一个很有意义的工作. 该问题最早由分布参数系统理论的创始人

之一 Russell [10] 提出并给出初步结果. Russell [10] 证明了如果经典波动方程在某个控制器作用下精确

能控,则相应的热传导方程亦在同样的控制器下精确零能控.但熟知对波动方程的精确零能控性,其控

制器必须满足比较苛刻的几何条件, 而对热传导方程的精确零能控性而言, 其控制器只要是非空开集

即可, 而不需要其他任何几何条件. 因此, Russell 的结论尚不能给出两类方程的能控性理论以令人满

意的统一的解释. 继 Russell之后关于抛物型和双曲型方程能控性理论的有机联系可参见文献 [11–13].

其中文献 [11] 是对抛物方程和双曲方程通过分别推导了各自方程的整体 Carleman 估计, 而后得到了

相应的能控能观性结果. 而文献 [12] 先后在一定条件下证明了, 一方面, 对精确能控的双曲方程的奇

异摄动问题取极限即得到某个抛物方程的能控性; 另一方面, 抛物方程的所有能控性结果都可以由某

个双曲方程的能控性推出, 进而发现原先各自独立发展的这两类方程的能控性理论之间的有机联系.

从方法的角度看, 关于抛物型和双曲型方程能控性理论的统一问题并没有取得实质性进展. 最近, 文

献 [14, 15] 发展了一套统一的不依赖于方程类型的基于整体 Carleman 估计而得到的分布参数系统能

控能观性问题的方法. 本文的主要目的就是介绍该统一处理方法并给出其在分布参数控制理论中的应

用. 关于分布参数系统能控能观性统一理论的更多应用, 参见文献 [16].

本文组织如下: 第 2 节给出本文的主要结果, 其内容是文献 [14] 中的主要创新性结果及其应用;

第 3 节将给出基于该统一处理方法近期所得到的后续研究成果.

2 主要结果

本节将叙述文献 [14]中的主要结果.本节将主要内容分为 3小节介绍. 首先,本文将给出一个相当

于一般的关于 “类抛物” 偏微分算子的带权恒等式, 由此出发, 我们得到了半线性复 Ginzburg-Landau

方程的能控能观性结果;其次,作为带权恒等式的应用之一,我们研究了高维半线性双曲型方程的整体
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精确能控性问题; 最后, 作为带权恒等式的又一应用, 我们得到了带有位势的板方程组能观性常数的

显式估计, 并证明了能观性常数的最优性.

为了方便起见, 本文首先介绍一下今后将要使用的一些记号. 设 T > 0, Ω ⊂ Rn (n ∈ N) 是有
界区域且具 C2 边界 Γ. 我们用 ν = (ν1, ν2, . . . , νn) 表示区域 Ω 在边界 Γ 上的单位外法向量. 记

Q = (0, T )× Ω, Σ = (0, T )× Γ. 设 ω 是 Ω 的一个适当的非空开子集, 记 χω 为 ω 的特征函数. 对集合

S ⊂ Rn 和 δ > 0, 记

Oδ(S)
△
= {x ∈ Rn | |x− x′| < δ 对某个 x′ ∈ S}.

对任意的 c ∈ C, 我们用 c 表示 c 的复共轭, Ω 表示 Ω 的闭包. 最后, 考虑到后面将要研究的偏微分方

程, 我们还需要引入如下的假设条件.

条件 1 设 pjk(·) ∈ C1(Q;R) 满足对称性条件 pjk(t, x) = pkj(t, x), j, k = 1, 2, . . . , n, 并且对某个

常数 s1 > 0,
n∑

j,k=1

pjk(t, x)ξjξk > s1|ξ|2, ∀ (t, x, ξ) ∈ Q× Rn.

条件 2 设 hjk(·) ∈ C1(Ω;R) 满足对称性条件 hjk(x) = hkj(x), j, k = 1, 2, . . . , n, 并且对某个常

数 s2 > 0,
n∑

j,k=1

hjk(x)ξjξk > s2|ξ|2, ∀ (x, ξ) ∈ Ω× Rn.

2.1 带权的恒等式及其应用

对固定的实值函数 α, β ∈ C2(R1+m) 和 bjk ∈ C1,2(R1+m) 满足 bjk = bkj , j, k = 1, 2, . . . ,m. 我们

定义二阶形式偏微分算子:

Pz △
= (α+ iβ)zt +

m∑
j,k=1

(bjkzxj )xk
, i =

√
−1.

定理 3 [17,定理 2.1] 设 z, v ∈ C2(R1+m;C), ℓ,Ψ ∈ C2(R1+m;R). 记 v = eℓz, 则

eℓ(PzI1 + PzI1) +Mt +

m∑
k=1

∂xk
V k

= 2|I1|2 +
m∑

j,k=1

cjk(vxk
vxj + vxk

vxj ) +B|v|2

+i
m∑

j,k=1

[(βbjkℓxj )t + bjk(βℓt)xj ](vxk
v − vxk

v)

+i

[
βΨ+

m∑
j,k=1

(βbjkℓxj )xk

]
(vvt − vvt)−

m∑
j,k=1

bjkαxk
(vxjvt + vxjvt), (2.1)

其中

I1
△
= iβvt − αℓtv +

m∑
j,k=1

(bjkvxj )xk
+Av,

A
△
=

m∑
j,k=1

bjkℓxj ℓxk
−

m∑
j,k=1

(bjkℓxj )xk
−Ψ,
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M
△
= [(α2 + β2)ℓt − αA]|v|2 + α

m∑
j,k=1

bjkvxjvxk
+ iβ

m∑
j,k=1

bjkℓxj (vxk
v − vxk

v),

V k
△
= −iβ

m∑
j=1

bjk[ℓxj (vtv − vvt) + ℓt(vxjv − vxjv)]−Ψ
m∑
j=1

bjk(vxjv + vxjv)

−α
m∑
j=1

bjk(vxjvt + vxjvt) +
m∑
j=1

bjk(2Aℓxj +Ψxj − 2αℓxj ℓt)|v|2

+

m∑
j,j′,k′=1

(2bjk
′
bj

′k − bjkbj
′k′)ℓxj (vxj′ vxk′ + vxj′ vxk′ ),

cjk
△
=

m∑
j′,k′=1

[
2(bj

′kℓxj′ )xk′ b
jk′ − (bjkbj

′k′ℓx′
j
)xk′ +

1

2
(αbjk)t − bjkΨ

]
,

B
△
= (α2ℓt)t + (β2ℓt)t − (αA)t − 2

[ m∑
j,k=1

(αbjkℓxj ℓt)xk
+ αΨℓt

]

+

m∑
j,k=1

(bjkΨxk
)xj + 2

[ m∑
j,k=1

(bjkℓxjA)xk
+AΨ

]
.

带权恒等式 (2.1) 的主要想法是将主算子 Pz 与另一个带权的算子 eℓI1 作乘积, 将它写成散度项

与能量项以及具有恰当符合的低阶项之和的形式, 通过选取适当的权函数 ℓ 和辅助函数 Ψ 来吸收不

希望有的项, 这就是 Carleman 估计中最关键的想法. 为了能更深入的理解 Carleman 估计的思想, 可

参见文献 [16, 第 6页] 中的简单例子. 另外, 注意到主算子 Pz 为复值函数, 所以, 我们在恒等式 (2.1)

中引入了共轭算子, 使得恒等式 (2.1) 中的每一项都为实值函数. 后面我们将会看到, 由定理 3 出发,

我们可推导出关于抛物方程 [4]、双曲方程 [18]、Schrödinger 方程和板方程 [19] 的所有已知的基于整体

Carleman 估计而得到的能控能观性结果. 类似于定理 3 的逐点估计式, 我们还可参见文献 [16,20,21].

接下来, 作为定理 3 的一个直接的应用, 我们考虑如下的受控的复 Ginzburg-Landau 方程的零能

控性: 
(1 + ib)yt −

n∑
j,k=1

(pjk(t, x)yxj )xk
= χωu+ f(y), 在 Q 中,

y = 0, 在 Σ 上,

y(0) = y0, 在 Ω 中,

(2.2)

这里 b ∈ R, f(·) ∈ C1(C) 满足

lim
|s|→∞

|f(s)|
|s| ln1/2 |s|

= 0,

系数矩阵 (pjk)n×n满足条件 1. 在 (2.2)中,我们取状态空间和控制空间分别为 L2(Ω)和 L2((0, T )×ω).
为了得到系统 (2.2) 的零能控性, 我们需要考虑系统 (2.2) 的线性化方程的对偶方程

(1 + ib)zt +

n∑
j,k=1

(pjk(t, x)zxj )xk
= q(t, x)z, 在 Q 中,

z = 0, 在 Σ 上,

z(T ) = zT , 在 Ω 中,

(2.3)
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其中 q(·) ∈ L∞(0, T ;Ln(Ω)). 在定理 3 中通过选取 α = 1, β = b, m = n 和 bjk(t, x) = pjk(t, x), 我们可

以得到具有复主部的抛物算子的带权恒等式. 由此恒等式出发并采用文献 [17] 中的方法, 我们最终可

得到如下的能控能观性结果.

定理 4 [17,定理 1.1] 设条件 1成立. 对任意的 T >0以及 Ω中任意的非空开子集 ω,存在常数 C>0

使得对任意的 zT ∈ L2(Ω), 系统 (2.3) 的解满足

|z(0)|L2(Ω) 6 C(1 + b2) exp(C(1 + b2)|q|2L∞(0,T ;Ln(Ω)))|z|L2((0,T )×ω).

定理 5 [17,定理 1.2] 设条件 1 成立, 则系统 (2.2) 是零能控的.

显然, 当 b = 0 时, 我们即得到抛物方程的零能控性. 注意到在定理 4 和 5 中, T > 0 是任意的且

控制器 ω 不需要任何的几何假设条件, 这与后面将要讨论的双曲方程的能控能观性问题有着本质的

区别.

2.2 高维半线性双曲型方程的整体精确能控性

作为定理 3 的应用之一, 本小节将讨论高维半线性双曲型方程的能控能观性问题. 考虑下面的受

控双曲方程: 
ytt −

n∑
j,k=1

(hjk(x)yxj )xk
= f(y) + χω(x)γ(t, x), 在 Q 中,

y = 0, 在 Σ 上,

y(0) = y0, yt(0) = y1, 在 Ω 中,

(2.4)

其中系数矩阵 (hjk)n×n 满足条件 2, f(·) ∈ C1(R) 满足

lim
s→∞

f(s)

s ln1/2 |s|
= 0.

在系统 (2.4) 中, 我们取状态空间和控制空间分别为 H1
0 (Ω)× L2(Ω) 和 L2((0, T )× ω).

为了得到系统 (2.4)的精确能控性,通过熟知的对偶理论 (可参见文献 [2]和 [6,定理 3.2]),我们需

要考虑线性化系统 (2.4) 的对偶系统
wtt −

n∑
j,k=1

(hjk(x)wxj
)xk

= qw, 在 Q 中,

w = 0, 在 Σ 上,

w(0) = w0, wt(0)) = w1, 在 Ω 中,

(2.5)

其中 q ∈ L∞(0, T ;Ln(Ω)), (w0, w1) ∈ H−1(Ω) × L2(Ω). 为了得到系统 (2.5) 的能观性不等式, 我们还

需要如下的假设条件.

条件 6 存在函数 d(·) ∈ C2(Ω) 满足

(i) 存在常数 µ0 > 4, 使得对任意 (x, ξ) = (x, ξ1, . . . , ξn) ∈ Ω× Rn, 有

n∑
j,k=1

{ n∑
j′,k′=1

[2hjk
′
(hj

′kdxj′ )xk′ − hjkxk′h
j′k′dxj′ ]

}
ξiξj > µ0

n∑
j,k=1

hjkξjξk;

(ii) d(·) 在 Ω 中没有临界点, 即 minx∈Ω |∇d(x)| > 0;

1169



付晓玉: 分布参数系统能控能观性问题的统一处理及应用

(iii) 1
4

∑n
j,k=1 h

jk(x)dxj (x)dxk
(x) > maxx∈Ω d(x) > minx∈Ω d(x), ∀x ∈ Ω.

接下来, 令

T ∗ = 2max
x∈Ω

√
d(x) , Γ+

△
=

{
x ∈ Γ

∣∣∣∣ n∑
j,k=1

hjk(x)dxj (x)νxk
(x) > 0

}
.

在定理 3 中通过选取 α = β = 0 和 bjk(t, x) ≡ hjk(x), 我们可得到类似于文献 [18] 中关于双曲算

子的带权的逐点估计式, 由此出发可得到如下的能控能观性结果.

定理 7 [18,定理 2.3] 设条件 2 和 6 成立. 设对某个 δ > 0, ω = Oδ(Γ+)∩Ω, 则对任何 T > T ∗, 存在

常数 C > 0 使得系统 (2.5) 的所有弱解 w 满足

|(w0, w1)|L2(Ω)×H−1(Ω) 6 C exp(C|q|2L∞(0,T ;Ln(Ω)))|w|L2((0,T )×ω), ∀ (w0, w1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω).

定理 8 [18,定理 2.2] 在定理 7假设下,对任何 T > T ∗,系统 (2.4)在时刻 T ,在控制 γ ∈ L2((0, T )×ω)
的作用下在空间 H1

0 (Ω)× L2(Ω) 中是精确能控的.

从上述结论中我们可以看到对双曲方程的精确零能控性, 其控制器 ω 必须满足一定的几何控制

条件. 另外, 由于双曲方程的解的传播速度是有限的, 所以自然要求等待时间 T 必须充分大才能保证

系统 (2.4)的精确能控性. 受启发于文献 [18]中建立能观性估计的方法, 在后续的研究中, 我们还给出

带一般双曲型记忆核的热传导方程能控性及非能控性问题较为完整的分析 [22].

2.3 带有位势板方程组的能观性不等式及其最优性

作为定理 3 中带权恒等式的又一应用, 本小节将给出带有位势的板方程组的能观性常数的显式

估计.

令 n > 1 和 N > 1 为两个整数. 记

Y
△
= {y ∈ H3(Ω) | y|Γ = ∆y|Γ = 0}.

我们考虑如下的 RN - 值板方程组:
ytt +∆2y + qy = 0, 在 Q 中,

y = ∆y = 0, 在 Σ 上,

y(0) = y0, yt(0) = y1, 在 Ω 中,

(2.6)

其中 y = (y1, . . . , yN )T, (y0, y1) ∈ Y N × (H1
0 (Ω))

N . 对某个 p ∈ [n,∞], q ∈ L∞(0, T ;W 1,p(Ω;RN×N )).

今后,我们分别用 ∥ · ∥p 和 ∥| · ∥|p 表示 L∞(0, T ;Lp(Ω;RN×N ))和 L∞(0, T ;W 1,p(Ω;RN×N ))的范数. 关

于观测区域 ω, 我们有如下的假设条件.

条件 9 对任意固定的 x0 ∈ Rn \ Ω 以及 δ > 0, 我们引入下面的集合:

ω = Oδ(Γ0) ∩ Ω, Γ0
△
= {x ∈ Γ | (x− x0) · ν(x) > 0}.

在定理 3 中通过选取 m = n, α = 0, β = 1 和 (bjk)m×m = I, 我们可以得到关于 Schrödinger 算

子的带权恒等式. 同时, 注意到四阶板算子 ∂2t + ∆2 可以分解为如下两个共轭的 Schrödinger 算子的

乘积:

∂2t +∆2 = (i∂t +∆)(−i∂t +∆).
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因此, 从 Schrödinger 算子的带权恒等式出发, 我们可以得到如下的显式能观性估计.

定理 10 [19, 定理 1] 设条件 9 成立, 则对任意的 T > 0, 存在常数 C > 0 使得系统 (2.6) 的弱解 y

满足

|∆y0|2(H1
0 (Ω))N + |y1|2(H1

0 (Ω))N 6 P (T, a)

∫ T

0

∫
ω

(|∇y|2 + |∇∆y|2)dtdx, ∀ (y0, y1) ∈ Y N × (H1
0 (Ω))

N ,

其中能观性常数 P (T, q) > 0 满足

P (T, q) 6 exp

[
C

(
1 +

1

T
+ T∥|q∥|

1
2−n/2p
p + ∥q∥

1
3−5n/2p
p

)]
.

在定理 10 的基础上, 我们还进一步证明了当 p = ∞ 时, 当位势 q 在偶数维空间 n > 2 且系统至

少包含两个方程时, 能观性常数 P (T, q) 中的项 ∥q∥
1

3−5n/2p
p (即 ∥q∥1/3∞ ) 是最优的 [19,定理 3].

3 后续研究成果

本节将扼要介绍一下基于前面的工作,近期我们所取得了一些后续研究成果.首先,我们将给出定

理 3 在双曲方程的对数稳定性问题中的应用; 其次, 受定理 3 的启发, 我们得到了两种边界条件下一

维板方程能观性常数的最佳估计; 最后, 我们讨论高维拟线性复 Ginzburg-Landau 方程的局部零能控

性问题.

3.1 双曲方程的对数稳定性

熟知, 对有限初始能量, 波动方程解的能量指数衰减充分必要条件是控制区域 ω 满足 Bardos 等

人 [23] 给出的几何控制条件. 而当几何控制条件不满足时, Lebeau 和 Robbiano [24] 率先研究了具有任

意小边界阻尼项的波动方程的稳定性,他们的方法是基于局部的 Carleman估计来实现的. 受文献 [24]

的启发, 我们采用整体 Carleman 估计的方法来研究在关于系数和区域边界很弱的正则性假设条件下,

具有任意小边界阻尼项的双曲方程的对数衰减问题.

对固定的非负函数 a ∈ L∞(Γ), 假定 {x ∈ Γ | a(x) > 0} ̸= ∅. 我们考虑如下的具任意小边界阻尼
项的双曲方程: 

utt −
n∑

j,k=1

(hjk(x)uxj )xk
= 0, 在 R+ × Ω 中,

n∑
j,k=1

hjkuxjνxk
+ a(x)ut = 0, 在 R+ × Γ 上,

(u(0), ut(0)) = (u0, u1), 在 Ω 中.

(3.1)

定义

H
△
=

{
(f, g) ∈ H1(Ω)× L2(Ω)

∣∣∣∣ ∫
Ω

fdx = 0

}
,

则它是一个 Hilbert 空间. 对任意的 (f, g) ∈ H, 我们定义其上的范数为

∥(f, g)∥2H =

∫
Ω

[ n∑
j,k=1

hjkfxjfxk
+ |g|2

]
dx.
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接下来, 令 U = (f, g), 我们定义无界算子 A : D(A) ⊂ H → H 为
D(A)

△
=

{
U ∈ H;AU ∈ H;

( n∑
j,k=1

hjkfxjνxk
+ ag

)∣∣∣∣
Γ

= 0

}
,

AU =

(
g,

n∑
j,k=1

(hjkfxj )xk

)
.

容易证明, A 生成 H 上的 C0 半群 {etA}t∈R. 因此, 系统 (3.1) 在 H 中是适定的. 通过经典的能量估

计方法可以验证, 当扩散项作用在边界的任意非空开子集上时, 随着时间增长波动方程任何解的能量

都趋向于零. 在定理 3 中选取 m = 1 + n 以及

α = β = 0, t = s, (bjk(t, x))m×m =

 1 0

0 (hjk(x))n×n

 ,

通过简单的计算, 我们可以得到文献 [25, 引理 2.2] 中的关于椭圆算子的带权的不等式. 由此出发, 我

们可以得到下面的对数衰减结果.

定理 11 [25, 定理 1.1] 设条件 2 成立, 则系统 (3.1) 的解

etA(u0, u1) ≡ (u, ut) ∈ C(R;D(A)) ∩ C1(R;H)

满足

∥etA(u0, u1)∥H 6 C

ln(2 + t)
∥(u0, u1)∥D(A), ∀ (u0, u1) ∈ D(A), ∀ t > 0.

对于具有任意小内部阻尼项的双曲方程的对数稳定性结果可参见文献 [26]. 最近, 我们还讨论了

具有混合边界条件下的双曲方程的对数稳定性问题 [27]. 关于弱耦合双曲型系统的对数稳定性问题,也

有相应的结果 [28].

3.2 两种边界条件下板方程的能观性常数的最佳估计

第 2.3小节讨论了具有低阶项的板方程组在某一种边界条件下的显式的能观性不等式. 本小节将

研究具有位势的一维板方程在两种不同边界条件下的能观性常数的显式估计.受到前面建立带权恒等

式方法的启发, 我们将直接对四阶板算子作适当的逐点估计, 由此出发建立两种边界条件下板方程的

能观性常数的显式估计, 并发现类似于波动方程的能观性估计, 在一维情形下板方程的能观性常数也

可以得到进一步的改进.

为方便起见, 我们仍使用前面引入的记号 Ω 和 Γ 等. 注意到对 1 维板方程而言, 这时 Ω 表示 R
中的有界开区间, 边界 Γ 即区间的两端点. 我们考虑如下的具有位势的板方程:

wtt + wxxxx + q1w = 0, 在 Q 中,

w = wxx = 0, 在 Σ 上,

w(0) = w0, wt(0) = w1, 在 Ω 中,

(3.2)

其中 q1 ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)). 类似地, 我们也考虑如下的具有不同于 (3.2) 中边界条件的板方程:
wtt + wxxxx + q2w = 0, 在 Q 中,

w = wx = 0, 在 Σ 上,

w(0) = w0, wt(0) = w1, 在 Ω 中,

(3.3)
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其中 q2 ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)). 令

W1 = {w ∈ H3(Ω) | w|Γ = wxx|Γ = 0}, W2 = {w ∈ H3(Ω) | w|Γ = wx|Γ = 0}.

我们定义系统 (3.2) 的解的能量为

E1(t) =
1

2
[|wtx(t, ·)|2L2(Ω) + |wxxx(t, ·)|2L2(Ω) + |q1|∞|wx(t, ·)|2L2(Ω)].

接下来定义 L2(Ω) 中的无界算子 B 如下:

B △
= ∂xxxx, D(B) △

= H4(Ω) ∩H2
0 (Ω). (3.4)

系统 (3.3) 的解的能量定义为

E2(t) =
1

2
[|B 1

4wt(t, ·)|2L2(Ω) + |B 3
4w(t, ·)|2L2(Ω) + |q2|∞|B 1

4w(t, ·)|2L2(Ω)].

我们用 | · |∞ 和 | · |1,∞ 分别表示 L∞(Q) 和 L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)) 的范数.

定理 12 [29,定理 2.1和 2.2] 设条件 9 成立, 则存在 C > 0 使得对任意的 T > 0 和

qj ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)), j = 1, 2,

系统 (3.2) 和 (3.3) 的弱解分别满足

Ej(0) 6 P (T, qj)

∫ T

0

∫
ω

(w2
x + w2

tx + w2
xxx)dxdt, ∀ (w0, w1) ∈Wj ×H1

0 (Ω),

这里

P (T, qj) 6 exp

[
C

(
1 +

1

T
+ T |qj |1,∞ + |qj |

2
7∞ + |qj |−1

∞

)]
, j = 1, 2.

在定理 10 中, 我们可以看到对于偶数维板方程, 能观性常数中的项 |qj |
1
3∞ 的指标是最优的. 然而,

对一维板方程, 由定理 12, 我们发现能观性常数中该项的指标可以改进到 |qj |
2
7∞.

3.3 高维拟线性复 Ginzburg-Landau 方程的局部零能控性

本小节将给出高维拟线性复 Ginzburg-Landau方程的局部零能控性. 我们考虑如下的受控的拟线

性复 Ginzburg-Landau 方程:
(a1 − ia2)yt −

n∑
j,k=1

(ajk(|y|2)yxj )xk
+ f(|y|2)y = χωu, 在 Q 中,

y = 0, 在 Σ 上,

y(0) = y0, 在 Ω 中,

(3.5)

这里 y 和 u 都是复值函数. 在 (3.5) 中, a1 > 0, a2 ∈ R, f(·) ∈ C1(R) 是一个实值函数, 满足 f(0) = 0,

主部系数 ajk(·) ∈ C3(R) (j, k = 1, 2, . . . , n) 是实值函数, 满足对称性条件 ajk = akj , 且存在 h0 > 0,

n∑
j,k=1

ajk(s)ξjξk > h0|ξ|2, ∀ (s, ξ) ∈ R× Cn.
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据我们所知, 仅有少数的文献讨论了拟线性抛物型系统的能控性问题, 关于拟线性抛物方程的能控性

可参见文献 [21].

通过熟知的对偶理论, 我们首先讨论系统 (3.5) 的线性化方程的对偶方程
(a1 + ia2)zt +

n∑
j,k=1

(pjkzxj )xk
+ qz = 0, 在 Q 中,

z = 0, 在 Σ 上,

z(T ) = zT , 在 Ω 中,

(3.6)

其中 q ∈ C(Q) , 矩阵 (pjk)n×n 满足条件 1. 设 ω0 和 ω1 是 ω 中任意给定的两非空开子集且满足

ω0 ⊆ ω1 和 ω1 ⊆ ω. 由文献 [4] 知, 存在一个实值函数 ψ ∈ C2(Ω) 使得
ψ > 0, 在 Ω 中,

ψ = 0, 在 Γ 上,

|∇ψ(x)| > 0, 在 Ω \ ω0 中.

对参数 λ, µ > 1, 我们选取如下形式的权函数:

ℓ = λρ, ρ(x, t) =
eµψ(x) − e2µ|ψ|C(Ω)

t(T − t)
, φ(x, t) =

eµψ(x)

t(T − t)
,

令

h
△
= 1 +

n∑
j,k=1

|pjk|C1,1(Q) + |q|C(Q).

在定理 3中通过选取 α = a1, β = a2, m = n和 bjk(t, x) = pjk(t, x),我们可以得到复 Ginzburg-Landau

算子的带权恒等式, 由此恒等式出发并采用文献 [17] 中的方法, 我们最终可得到如下的能观性结果.

定理 13 [15, 定理 4.1] 存在 µ0 > 0 使得对所有的 µ > µ0 = Ch2, 我们可以找到一个 λ0 > 0, 对所

有的

λ > λ0 = C(1 + a21 + a22)a
−1
1 he2µ|ψ|C(Ω) ,

系统 (3.6) 的解满足∫
Ω

|z(0)|2dx 6 C exp{eC(1+a21+a
2
2)a

−1
1 h}

∫ T

0

∫
ω1

e2λρ(t,x)φ3|z|2dxdt. (3.7)

由定理 13 出发并结合不动点理论, 我们可以得到系统 (3.5) 的局部能控性结果.

定理 14 [15, 定理 1.1] 设存在正常数 γ0使得对任意给定的初值 y0∈C2+ 1
2 (Ω)满足 |y0|

C2+ 1
2 (Ω)

6 γ0

和一阶相容性条件, 我们可以找到一个控制 u ∈ C
1
2 ,

1
4 (ω × [0, T ]) 使得系统 (3.5) 的解 y 满足 y(T ) = 0

在 Ω 中. 并且,

|u|
C

1
2
, 1
4 (Q)

6 C(1 + a21 + a22)a
−1
1 |y0|L2(Ω). (3.8)
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A unified treatment on controllability/observability problems for

distributed parameter systems and applications

FU XiaoYu

Abstract The purpose of this paper is to present a unified treatment on controllability/observability problems

for distributed parameter systems, and give its applications in distributed parameter control theory. For this

purpose, from a basic weighted identity of “parabolic-like” partial differential operator (i.e., without elliptic

condition), we will give all the known controllability/observability results for the parabolic, hyperbolic, Schrödinger

and plate equations that are derived via Carleman estimate. Meanwhile, based on this weighted identity, we also

give its applications in the stabilization of hyperbolic equations and the controllability/observability for the

complex Ginzburg-Landau equations, etc.

Keywords controllability, observability, hyperbolic equation, logarithmic stabilization, weighted identity

MSC(2010) 93B05, 93B07

doi: 10.1360/012013-123

1176


