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摘要 本文给出可积非自治 Adler-Bobenko-Suris (ABS) 链方程, 并通过适当的变量变换将其转化为

非自治离散双线性方程, 从而得到 Casorati 行列式解. 为完成解的验证, 在附录中, 本文给出一系列

Casorati 行列式平移公式.
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1 引言

离散可积系统是目前可积系统理论研究的热点之一, 受到越来越多专家学者的关注. 特别地, 对

于定义在四方格上的离散系统

Q(un,m, un+1,m, un,m+1, un+1,m+1; p, q) = 0, (1.1)

其中 p和 q 为链参数. “多维相容性” [1–4] 可以作为对可积性的一种理解. Adler等人 [4] 在附加对称性

等条件下研究了形如 (1.1) 的所有多维相容离散系统, 并给出了所谓的 ABS 链方程列表 (只包括 9 个

方程, 分别命名为 Q4, Q3, Q2, Q1, A2, A1, H3, H2 和 H1), 许多已知的著名离散可积方程都是这一列

表的特例. 在 ABS 链方程列表中, 链参数 p 和 q 既可为常数, 也可为依赖于离散自变量的函数 p(n)

和 q(m), 因此, 相应地有自治和非自治离散系统. 所谓自治系统是指常系数微 (差) 分模型; 而非自治

系统是指变系数微 (差)分模型, 即系数是依赖于自变量的函数, 且不能通过变量变换从变系数转化到

常系数的模型. 对于自治 ABS 链方程, 将链参数 p 和 q 替换为函数 p(n) 和 q(m) 后所得非自治离散

系统仍具有多维相容性.

可积的非自治系统有其自身的重要性. 事实上, 大多数离散的 Painlevé 方程都是非自治的常差

分方程. 此外, 对于非自治的可积偏差分方程, 它们约化得到的可积非自治映射往往恰好是离散的

Painlevé方程. 如何得到可积的非自治离散系统?对于形如 (1.1)的离散系统,将其链参数 p和 q 替换

为函数 p(n,m) 和 q(n,m), 即可得到非自治离散系统, 但问题在于是否仍保持可积性. 到目前为止, 奇

异性限制、守恒律和代数熵等诸多准则 [5–8] 都被用来检测非自治离散系统的可积性. 此外, 非自治离
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散可积系统也可从离散双线性方程出发来获得. 通过适当的非自治化 [9, 10], 可以得到带有形变的离散

指数函数的 N - 孤子解的非自治离散双线性方程.

近年来, 许多方法已经用于寻找自治 ABS链方程的精确解 [11–20]. Hietarinta和 Zhang [14] 运用适

当的参数化方法和变量变换将自治 H1, H2, H3δ 和 Q1δ 方程转化为双线性方程,进而构造出了这些方

程的 Casorati 行列式解. 结合上述研究成果, 本文将研究这 4 个方程的非自治情形, 其中链参数分别

为依赖离散自变量 n 和 m 的函数 pn = p(n) 和 qm = q(m). 对于本文所研究的非自治离散系统, 其可

积性也可由奇异性限制准则和代数熵来判定 [8]. 通过类似于文献 [14] 中所给的参数化方法和变量变

换, 我们将得到非自治 H1, H2, H3δ 和 Q1δ 方程的双线性形式及其 Casorati 行列式解.

本文的结构如下: 第 2 节列出非自治 ABS 链方程列表, 并介绍 Casorati 行列式的基本概念及相

关性质; 第 3 节将研究非自治 H1, H2, H3δ 和 Q1δ 方程的双线性化和 Casorati 行列式解; 在附录中给

出一系列 Casorati 行列式平移公式.

2 预备知识

通常, 我们使用符号˜和ˆ分别表示离散应变量在 n 和 m 方向上的平移, 例如,

u = un,m, ũ = un+1,m,
˜
u = un−1,m, û = un,m+1,

ˆ
u = un,m−1, ̂̃u = un+1,m+1.

通过上述简记符号, 我们可以将链方程 (1.1) 记作

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0. (2.1)

本文所研究的非自治 ABS 方程 (列表) 如下 [4, 8]:

H1 : (u− ̂̃u)(ũ− û) + qm − pn = 0, (2.2a)

H2 : (u− ̂̃u)(ũ− û) + (qm − pn)(u+ ũ+ û+ ̂̃u) + q2m − p2n = 0, (2.2b)

H3δ : pn(uũ+ û̂̃u)− qm(uû+ ũ̂̃u) + δ(p2n − q2m) = 0, (2.2c)

Q1δ : pn(u− û)(ũ− ̂̃u)− qm(u− ũ)(û− ̂̃u) + δ2pnqm(pn − qm) = 0, (2.2d)

Q2 : pn(u− û)(ũ− ̂̃u)− qm(u− ũ)(û− ̂̃u) + pnqm(pn − qm)(u+ ũ+ û+ ̂̃u)
−pnqm(pn − qm)(p2n − pnqm + q2m) = 0, (2.2e)

Q3δ : sin(pn + qm)(û̃u+ ũû)− sin pn(uũ+ û̂̃u)− sin qm(uû+ ũ̂̃u)
+δ2 sin pn sin qm sin(pn + qm) = 0, (2.2f)

Q4 : sn(pn + qm)(û̃u+ ũû)− snpn(uũ+ û̂̃u)− snqm(uû+ ũ̂̃u)
+snpnsnqmsn(pn + qm)(1 + k2uũû̂̃u) = 0, (2.2g)

其中 δ 为常数, pn = p(n)和 qm = q(m)分别为关于离散变量 n和 m的任意非零函数. 这里,方程 Q3δ

和 Q4 分别对应于 Hietarinta [21] 通过参数化方法给出的自治形式的 Q3δ 和 Q4. 在上述 ABS 方程列

表中我们省略了方程 A1δ 和 A2. 事实上, 分别通过变换 u → (−1)n+mu 和 u → u(−1)n+m

, 方程 A1δ

等价于 Q1, A2 等价于 Q3δ=0.

Casorati 行列式可以看作是离散形式的 Wronski 行列式. 若给定列向量 ψ(n,m, l), 即

ψ(n,m, l) = (ψ1(n,m, l), ψ2(n,m, l), . . . , ψN (n,m, l))T, (2.3)
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则由列向量 ψ 可定义如下形式的 N 阶 Casorati 行列式:

f = |ψ(n,m, l),ψ(n,m, l + 1), . . . ,ψ(n,m, l +N − 1)| = |0, 1, . . . , N − 1|, (2.4)

其中平移列向量

ψ(n,m, l + i) = T
i

l (ψ(n,m, l)), i = 0, 1, . . . , N − 1,

T
i

l 表示关于离散变量 l 平移算子 T 作用 i 次. 沿用文献 [22] 中采用的紧凑格式, 由列向量 ψ 及其平

移列向量 ψ(n,m, l + i), 我们可以列出如下经常使用的 N 阶 Casorati 行列式:

|N̂ − 1| = |0, 1, . . . , N − 1|, |N̂ − 2, N | = |0, 1, . . . , N − 2, N |, | − 1, Ñ − 1| = | − 1, 1, 2, . . . , N − 1|.

上述 Casorati 行列式是利用离散变量 l 的平移构造的. 此外, 也可以利用离散变量 n 的平移或者离散

变量 m 的平移来构造相应的 Casorati 行列式. 事实上, 引进算子 Eν , ν = 1, 2, 3,

E1ψ = ψ̃ = ψ(n+ 1,m, l), E2ψ = ψ̂ = ψ(n,m+ 1, l), E3ψ = ψ̄ = ψ(n,m, l + 1), (2.5)

可将 Casorati 行列式写成算子 Eν- 平移的形式

|N̂ − 1|[ν] = |ψ, Eνψ, (Eν)2ψ, . . . , (Eν)N−1ψ|, ν = 1, 2, 3. (2.6)

为了证明的需要, 先叙述 Casorati 行列式的两个重要性质.

命题 1 设列向量 ψ(n,m, l) 满足条件

αnψ = ψ − ψ̃, βmψ = ψ − ψ̂, (2.7)

则成立等式

|N̂ − 1|
[1]

= |N̂ − 1|
[2]

= |N̂ − 1|
[3]
, (2.8)

其中 αn = α(n) 和 βm = β(m) 分别为关于离散变量 n 和 m 的任意非零函数.

证明 通过 (2.5) 中所定义的算子 Eν , 我们可将关系式 (2.7) 重写为

E3ψ = (E1 + αn)ψ, E3ψ = (E2 + βm)ψ. (2.9)

由此可得

(E3)k = (E1 + αn)
k = (E1)k +

k∑
j=1

k−j∑
lj=0

lj6lj+1

j∏
i=1

αn+li(E
1)k−j , k = 1, 2, . . . , N − 1, (2.10a)

(E3)k = (E2 + βm)k = (E2)k +
k∑

j=1

k−j∑
lj=0

lj6lj+1

j∏
i=1

βm+li(E
2)k−j , k = 1, 2, . . . , N − 1. (2.10b)

将 (2.10) 代入 (2.6) 即可得到关系式 (2.8).

命题 2 [22,23] 设 B 是 N × (N − 2) 矩阵, a, b, c 和 d 是 N 维列向量, 则成立

|B,a, b||B, c,d| − |B,a, c||B, b,d|+ |B,a,d||B, b, c| = 0. (2.11)
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3 双线性化和 Casorati 行列式解

本节将导出非自治 ABS 列表 (2.2)中 H1, H2, H3δ 和 Q1δ 模型的双线性化和 Casorati 行列式解.

将非线性方程进行双线性化的关键是引入适当的变量变换. 对于离散系统, 是否通过奇异性限制

测试可作为判断其是否可积的依据之一, 如文献 [24, 25], 对于本文所研究的非自治方程, 它们通过了

奇异性限制测试, 并且由奇异性限制准则给出了相关的变量变换. 但是, 基于我们对自治 ABS 方程的

认识, 这里直接采用对应于自治方程的变量变换来处理非自治情形. 由此所得的双线性方程, 与自治

情形相比, 唯一的不同仅在于链参数 p 和 q 由常数变为依赖于离散变量的函数 pn 和 qm.

与 Wronskian 技巧相仿, 将解表示成 Casorati 行列式形式包含了解的构造和解的验证两个部分.

对于解的构造, 即 ψj(n,m, l) 的选择, 我们引进离散形式的指数函数; 对于解的验证, 我们利用附录中

所给的一系列 Caosrati 行列式平移公式, 并将这些关系式应用到 Casorati 行列式所满足的恒等式 (如

命题 1 和 2 所给等式).

3.1 非自治 H1 方程

对于非自治 H1方程,文献 [9]给出了其双线性方程和 Casorati行列式解. 基于文献 [14]中自治 H1

方程的结果, 我们得到与文献 [9] 相一致的结果. 特别地, 对于解的构造, 即 ψj(n,m, l) 的选取, 我们给

出更一般的结果.

通过参数化方法

pn = c− a2n, qm = c− b2m, (3.1)

及变量变换

u =
g

f
−

n−1∑
i=n0

ai −
m−1∑
j=m0

bj − γ, (3.2)

其中 c 和 γ 是任意常数, n0 和 m0 是任意整数, 可将非自治 H1 方程 (2.2a) 化为双线性形式

H1 ≡ (ĝf̃ − g̃f̂) + (an − bm)(f̂ f̃ − f
̂̃
f) = 0, (3.3a)

H2 ≡ (g
̂̃
f − ̂̃gf) + (an + bm)(f

̂̃
f − f̂ f̃) = 0. (3.3b)

命题 3 双线性方程 (3.3) 有 Casorati 行列式解

f = |N̂ − 1|
[3]
, g = |N̂ − 2, N |

[3]
, (3.4)

其中列向量 ψ(n,m, l) 满足条件

an−1
˜
ψ = ψ −

˜
ψ, (3.5a)

ψ = A
[m]
ϕ, bmϕ̂ = ϕ+ ϕ̂, (3.5b)

其中 ϕ(n,m, l)是辅助列向量, N×N 阶变换矩阵 A[m] 可逆,下标 [m] 表示 A
[m]
仅依赖于离散变量 m,

与离散变量 n 和 l 无关. 这里平移关系式 (3.5) 关于 (n, an) 和 (m, bm) 是对称的, 即若有 (3.5) 成立,

则有

bm−1
ˆ
ψ = ψ −

ˆ
ψ, ψ = A[n]ω, anω̃ = ω + ˜̄ω,
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其中 A
[n]
与 A

[m]
之间关于 (n, an)和 (m, bm)也是对称的. 通过辅助列向量 ϕ(n,m, l), 我们引进了系

数矩阵 A
[n]
和 A

[m]
, 这有利于选取更一般的 ψ(n,m, l). 另外, 引进 ϕ(n,m, l) 在 Casorati 行列式解的

验证中是必须的, 因为通过 ϕ(n,m, l) 我们得到了一系列公式, 如 (A.8b) 和 (A.8d).

证明 显然对于 H1, 我们只需证明

ˆ̃
H

1
≡ (

˜
g
ˆ
f −

ˆ
g
˜
f) + (an−1 − bm−1)(

˜
f
ˆ
f −

ˆ̃
ff) = 0, (3.6)

其中 f = |N̂ − 1|
[3]
. 另外, 由附录中的公式, 令 c = 0, 并且

ˆ̃
f 为 (A.7g) 取 (µ, ν, κ) = (2, 1, 3),

ˆ
f 和

˜
f

为 (A.7a) 分别取 (χ, µ, κ) = (1, 2, 3) 和 (χ, µ, κ) = (1, 1, 3),
˜
g + an−1

˜
f 和

ˆ
g + bm−1

ˆ
f 为 (A.8a) 分别取

(µ, κ) = (1, 3) 和 (µ, κ) = (2, 3), 于是我们有

ˆ̃
H

1
≡ − (an−1 − bm−1)

ˆ̃
ff +

ˆ
f(
˜
g + an−1

˜
f)−

˜
f(
ˆ
g + bm−1

ˆ
f)

= − a−N+2
n−1 b−N+2

m−1 [|N̂ − 3,ψ(N − 2),ψ(N − 1)|
[3]

· |N̂ − 3,
ˆ
ψ(N − 2),

˜
ψ(N − 2)|

[3]

− |N̂ − 3,ψ(N − 2),
ˆ
ψ(N − 2)|

[3]
· |N̂ − 3,ψ(N − 1),

˜
ψ(N − 2)|

[3]

+ |N̂ − 3,ψ(N − 2),
˜
ψ(N − 2)|

[3]
· |N̂ − 3,ψ(N − 1),

ˆ
ψ(N − 2)|

[3]
]

= 0,

其中最后一个等号我们利用了命题 2, 并对应取

B = (N̂ − 3), (a, b, c,d) = (ψ(N − 2),ψ(N − 1),
ˆ
ψ(N − 2),

˜
ψ(N − 2)).

对于方程 H2, 我们只需证明

˜
H2 ≡ (f̂

˜
g − ĝ

˜
f) + (an−1 + bm)(f̂

˜
f − f ̂̃f) = 0. (3.7)

(3.7) 中, 取 f = |N̂ − 1|
[3]
, 对于 ̂̃f ,

˜
f , ĝ − bmf̂ , f̂ 和

˜
g + an−1

˜
f , 由附录中的公式, 令 c = 0, 并且分

别利用 (A.7f) 取 (µ, ν, κ) = (1, 2, 3), (A.7a) 取 (χ, µ, κ) = (1, 1, 3), (A.8b) 取 (µ, κ) = (2, 3), (A.7b) 取

(χ, µ, κ) = (1, 2, 3), 以及 (A.8a) 取 (µ, κ) = (1, 3). 于是, 我们得

˜
H2 ≡− (an−1 + bm)f ̂̃f −

˜
f(ĝ − bmf̂) + f̂(

˜
g + an−1

˜
f)

=− a−N+2
n−1 b−N+2

m |A[m+1]A
−1
[m]| · [|N̂ − 3,ψ(N − 2),ψ(N − 1)|

[3]
· |N̂ − 3,

˜
ψ(N − 2),

◦
E2ψ(N − 2)|

[3]

− |N̂ − 3,ψ(N − 2),
˜
ψ(N − 2)|

[3]
· |N̂ − 3,ψ(N − 1),

◦
E2ψ(N − 2)|

[3]

+ |N̂ − 3,ψ(N − 2),
◦
E2ψ(N − 2)|

[3]
· |N̂ − 3,ψ(N − 1),

˜
ψ(N − 2)|

[3]
]

= 0.

类似地, 这里利用了命题 2, 其中

B = (N̂ − 3), (a, b, c,d) = (ψ(N − 2),ψ(N − 1),
˜
ψ(N − 2),

◦
E2ψ(N − 2)).

命题 3 证毕.

对于 ψ 的选取, 见附录, 我们可取 (A.3) 或者 (A.4), 其中 c = 0.
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3.2 非自治 H2 方程

通过参数化 (3.1), 并取 c = 0, 即 pn = −a2n, qm = −b2m, 非自治 H2 方程 (2.2b) 可化为

H2 ≡ (u− ̂̃u)(ũ− û) + (a2n − b2m)(u+ ũ+ û+ ̂̃u− (a2n + b2m)) = 0. (3.8)

作变量变换

u = U2 − 2U
g

f
+
h+ s

f
, (3.9a)

其中

U =

n−1∑
i=n0

ai +

m−1∑
j=m0

bj + γ, γ 是任意常数, (3.9b)

并且

s− h = αf, α 是常数. (3.9c)

我们可得方程 (3.8) 的双线性形式为

H1 ≡ (ĝf̃ − g̃f̂) + (an − bm)(f̂ f̃ − f
̂̃
f) = 0, (3.10a)

H2 ≡ (g
̂̃
f − ̂̃gf) + (an + bm)(f

̂̃
f − f̂ f̃) = 0, (3.10b)

H3 ≡ −(an + bm)f̂ g̃ + an
̂̃
fg + bmf ̂̃g + ̂̃

fh− f
̂̃
h = 0, (3.10c)

H4 ≡ −(an − bm)f ̂̃g + anf̃ ĝ − bmf̂ g̃ + f̃ ĥ− f̂ h̃ = 0, (3.10d)

H5 ≡ bm(f̂g − fĝ) + fĥ+ f̂s− gĝ = 0, (3.10e)

且有关系式

H2 =
5∑

i=1

HiPi/(ff̃ f̂
̂̃
f),

其中

P1 = −4(an + bm)[(Ũ
̂̃
U − a2n + b2m)f̃ f̂ − ̂̃

Uf̂ g̃ − (an − bm)f ̂̃g],
P2 = −4[(an − bm)(Ũ

̂̃
U − a2n + b2m)f̃ f̂ + (Ũ

̂̃
U − a2n + b2m)f̃ ĝ − Ũ

̂̃
Uf̂ g̃ − (an − bm)Ũf ̂̃g],

P3 = 4[(an − bm)Uf̃ f̂ + Û f̃ ĝ − Ũ f̂ g̃ − f̃ ĥ+ f̂ h̃],

P4 = 4[(an + bm)(Ûf
̂̃
f − f̂ g̃) + Ũ(

̂̃
fg − f ̂̃g)],

P5 = 4(a2n − b2m)f̃
̂̃
f,

并且 U 定义为 (3.9b). 上述结果与自治情形 [14] 类似.

命题 4 非自治双线性方程 (3.10) 有 Casorati 行列式解

f = |N̂ − 1|
[3]
, g = |N̂ − 2, N |

[3]
, h = |N̂ − 3, N − 1, N |

[3]
, s = |N̂ − 2, N + 1|

[3]
, (3.12)

其中列向量 ψ 满足命题 3 中所给关系式 (3.5).

证明 显然, 根据 H1 方程的结果易知双线性方程 (3.10a) 和 (3.10b) 成立.
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对于方程 H3 和 H4, 我们考虑其平移形式

˜
H3 ≡ −(an−1 + bm)

˜̂
fg + an−1f̂

˜
g + bm

˜
fĝ + f̂

˜
h−

˜
fĥ = 0, (3.13a)

ˆ̃
H4 ≡ −(an−1 − bm−1)

ˆ̃
fg + an−1

ˆ
f
˜
g − bm−1

˜
f
ˆ
g +

ˆ
f
˜
h−

˜
f
ˆ
h = 0. (3.13b)

为了证明方程 (3.13a)和 (3.13b),我们采用附录中的公式,并取 c=0. 对于 (3.13a), g= |N̂ − 2, N |
[3]
,̂̃f ,

˜
f , bmĝ− ĥ, f̂ 和 an−1

˜
g+

˜
h 分别为 (A.7f) 取 (µ, ν, κ) = (1, 2, 3), (A.7a) 取 (χ, µ, κ) = (1, 1, 3), (A.8d)

取 (µ, κ) = (2, 3), (A.7b) 取 (χ, µ, κ) = (1, 2, 3), 以及 (A.8c) 取 (µ, κ) = (1, 3). 利用命题 2 并对应取

B = (N̂ − 3), (a, b, c,d) = (ψ(N − 2),ψ(N),
˜
ψ(N − 2),

◦
E2ψ(N − 2)),

我们有
˜
H3 = 0.

对于 (3.13b), g = |N̂ − 2, N |
[3]
,
ˆ̃
f ,

ˆ
f 和

˜
f 为 (A.7a) 分别取 (χ, µ, κ) = (0, 1, 3), (χ, µ, κ) = (1, 2, 3)

和 (χ, µ, κ) = (1, 1, 3), an−1
˜
g +

˜
h 和 bm−1

ˆ
g +

ˆ
h 为 (A.8c) 分别取 (µ, κ) = (1, 3) 和 (µ, κ) = (2, 3). 类似

地, 利用命题 2 且对应取

B = (N̂ − 3), (a, b, c,d) = (ψ(N − 2),ψ(N),
ˆ
ψ(N − 2),

˜
ψ(N − 2)),

我们有
˜
H4 = 0.

最后证明 (3.10e). 事实上, 由 f, g 和 s 的表达式并注意到 ĥ − bmĝ, ĝ − bmf̂ 和 f̂ 分别为 (A.8d)

取 (µ, κ) = (2, 3), (A.8b) 取 (µ, κ) = (2, 3), 以及 (A.7b) 取 (χ, µ, κ) = (1, 2, 3), 易得 (3.10e) 成立, 其中

我们利用了命题 2, 对应取

B = (N̂ − 3), (a, b, c,d) = (ψ(N − 2),ψ(N − 1),ψ(N),
◦
E2ψ(N − 2)).

命题 4 证毕.

对于 ψ 的选取, 见附录, 可取 (A.3) 或者 (A.4), 其中 c = 0.

3.3 非自治 H3 方程

通过参数化

pn =
1 + α2

n

2αn
, qm =

1 + β2
m

2βm
, α2

n = −an − c

an + c
, β2

m = −bm − c

bm + c
,

非自治 H3 方程 (2.2c) 可化为两组不同的双线性方程. 第一组双线性方程为

B1 ≡ 2cf f̃ + (an − c)f̃
¯
f − (an + c)f ˜̄f = 0, (3.14a)

B2 ≡ 2cf f̂ + (bm − c)f̂
¯
f − (bm + c)f ̂̄f = 0. (3.14b)

第二组双线性方程为

B′
1 ≡ (bm + c)f

̂̃
f + (an − c)

̂̃
ff − (an + bm)f̃ f̂ = 0, (3.15a)

B′
2 ≡ (an + c)f

¯̂̃
f + (bm − c)

̂̃
f
¯
f − (an + bm)f̃ ̂̄f = 0, (3.15b)

B′
3 ≡ (an − c)(bm + c)̂̄ff̃ − (bm − c)(an + c)˜̄ff̂ − 2c(an − bm)f

̂̃
f = 0. (3.15c)
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上述两组双线性方程都由相同的变量变换

u = AV
f

f
+BV −1

¯
f

f
, AB = −1

4
δ (3.16a)

得到, 其中

V =

n−1∏
i=n0

αi

m−1∏
j=m0

βj . (3.16b)

同时, 各自有如下关系:

H3 ≡ −δ2B−2V 2(an − c)(bm − c)P1 + 4δP2 + 16B2V −2(an + c)(bm + c)P3

32(a2n − c2)(b2m − c2)ff̃ f̂
̂̃
f

,

且

P1 =
̂̃
f [(bm − c)f̂B1 − (an − c)f̃B2]− f [(bm + c)f̃ B̂1 − (an + c)f̂ B̃2],

P2 = 2c[(bm + c)(bm − c)(f̂
̂̃
fB1 + ff̃ B̂1)− (an + c)(an − c)(f̃

̂̃
fB2 + ff̂ B̃2)],

P3 =
̂̄̃
f [(bm + c)̂̄fB1 − (an + c)˜̄fB2]−

¯
f [(bm − c)˜̄f B̂1 − (an − c)̂̄f B̃2],

以及

H3 ≡ c

f f̃ f̂
̂̃
f

[
A2V 2 f̃ f̂B′

1 − f̂ f̃B′
2

(an + c)(bm + c)
+B2V −2

̂̄ff̃B′
1 − ˜̄ff̂B′

2

(an − c)(bm − c)

+AB

( ̂̄ff̃B′
2 + f̃ f̂B′

2

(an + c)(bm − c)
−

˜̄ff̂B′
1 + f̂ f̃B′

1

(an − c)(bm + c)
+

2(an + bm)f̃ f̂B′
3

(a2n − c2)(b2m − c2)

)]
.

上述结果与自治情形 [14] 相类似.

对于非自治 H3 方程的 Casorati 行列式解，我们有如下命题:

命题 5 双线性方程 (3.14) 和 (3.15) 有 Casorati 行列式解

f = |N̂ − 1|
[ν]
, ν = 1, 2, 3, (3.18)

其列向量 ψ(n,m, l) 关于变量 (n, an) 和 (m, bm) 是对称的, 并且与辅助列向量 ω(n,m, l) 和 ζ(n,m, l)

一起, 满足如下关系式:

(c− an)
¯
ψ = ψ − ˜̄ψ, (3.19a)

ψ = A[n]ω, (an + c)ω̃ = ω + ω̃, (3.19b)

ψ = B[l]ζ, (c+ bm)ζ = ζ + ζ̂, (3.19c)

其中 A[n] 和 B[l] 是 N ×N 阶变换矩阵, 并且矩阵乘积 B[l]B
−1
[l+1] 与离散自变量 l 无关.

证明 对于 (3.14a) 的证明, 利用
˜
B1, 即

˜
B1 ≡ 2c

˜
ff + (an−1 − c)f

¯̃
f − (an−1 + c)

˜
f
¯
f. (3.20)
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在 (3.20)中, f ,
˜
f , f ,

¯̃
f ,

˜
f 和

¯
f ,对应于 (A.7e)取 (χ, µ, κ) = (1, 1, 2), (A.7h)取 (µ, ν, κ) = (3, 3, 2), (A.7d)

取 (χ, µ, ν, κ) = (1, 2, 3, 2), (A.7j) 取 (µ, ν, κ) = (1, 3, 2), (A.7i) 取 (µ, ν, κ) = (1, 3, 2), 以及 (A.7c) 取

(χ, µ, ν, κ) = (1, 2, 3, 2), 进而得到

˜
B1 ≡

N−3∏
j=0

(an−1 − bm+j)
−1

N−3∏
j=0

(c− bm+j)
−1

N−3∏
j=0

(c+ bm+j)
−1|B[l+1]B

−1
[l] |·

[−|N̂ − 3,ψ(N − 2),
˜
ψ(N − 2)|

[2]
· |N̂ − 3,

¯
ψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]

+ |N̂ − 3,ψ(N − 2),
¯
ψ(N − 2)|

[2]
· |N̂ − 3,

˜
ψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]

− |N̂ − 3,ψ(N − 2),
◦
E3ψ(N − 2)|

[2]
· |N̂ − 3,

˜
ψ(N − 2),

¯
ψ(N − 2)|

[2]
]

= 0,

上式最后一个等号使用了命题 2 中的等式, 并取

B = (N̂ − 3), (a, b, c,d) = (ψ(N − 2),
˜
ψ(N − 2),

¯
ψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)).

这里,为了得到系数 |B[l+1]B
−1
[l] |,我们要求 B[l]B

−1
[l+1] 与离散自变量 l无关,即 B[l]B

−1
[l−1] = B[l+1]B

−1
[l] .

基于 ψ(n,m, l) 关于 n-m 的对称性易知 B2 成立.

对于 B′
1 的证明, 利用

˜
B′
1, 即

˜
B′
1 ≡ (bm + c)

˜
ff̂ + (an − c)f̂

˜
f − (an−1 + bm)̂̃ff. (3.21)

在 (3.21)中,我们取 f = |N̂ − 1|
[3]
, ̂̃f 为 (A.7f)取 (µ, ν, κ) = (1, 2, 3),

˜
f 为 (A.7a)取 (χ, µ, κ) = (1, 1, 3), f̂

为 (A.7b),
˜
f 为 (A.7a) 取 (χ, µ, κ) = (0, 1, 3), f̂ 为 (A.7b) 取 (χ, µ, κ) = (0, 2, 3). 进而, 利用命题 2, 对

应取

B = (Ñ − 2), (a, b, c,d) = (ψ(0),ψ(N − 1),
˜
ψ(N − 1),

◦
E2ψ(N − 1)),

我们有
˜
B′
1 = 0.

利用 n-m 的对称性可得 B′
2 成立.

对于 B′
3, 我们只需证

ˆ
B′
3 ≡ (an − c)(bm−1 + c)

¯
f
ˆ̃
f − (an + c)(bm−1 − c)f ˜̂̄f − 2c(an − bm−1)

ˆ
ff̃ = 0. (3.22)

对于 (3.22)中的
¯
f ,

ˆ̃
f , f ,

¯̂̃
f ,

ˆ
f 和 f̃ ,利用 (A.7c)取 (χ, µ, ν, κ) = (0, 1, 3, 1), (̃A.7i)取 (µ, ν, κ) = (2, 3, 1),

(A.7d)取 (χ, µ, ν, κ) = (0, 1, 3, 1), (̃A.7j)取 (µ, ν, κ) = (2, 3, 1), (A.7e)取 (χ, µ, κ) = (0, 2, 1),以及 (̃A.7h)

取 (µ, ν, κ) = (3, 3, 1), 可知 (3.22) 成立, 其中我们利用了命题 2, 并对应取

B = (Ñ − 2), (a, b, c,d) = (ψ(0),
¯
ψ(N − 1),

ˆ
ψ(N − 1),

◦
E3ψ(N − 1)).

命题 5 证毕.

对于 ψ 的选取, 见附录, 我们可取 (A.3) 或者 (A.4).
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3.4 非自治 Q1 方程

与自治情形 [14] 相类似, 非自治 Q1 方程有两组不同的双线性方程. 首先, 利用参数化

pn =
rc2

a2n − c2
, qm =

rc2

b2m − c2
, (3.23a)

其中 c 和 r 为常数, 然后通过变量变换

u = AV
f

f
+BV −1

¯̄
f

f
, AB =

r2δ2

16
, (3.23b)

其中 V 定义为 (3.16b), 并且

αn =
an − c

an + c
, βm =

bm − c

bm + c
,

进而所得非自治 Q1 方程 (2.2d) 的双线性方程为 (3.14), 且有关系式

Q1 ≡
(
αnβmU

2A2P 1 +
r2

16
α−1
n β−1

m (an + c)−2(bm + c)−2δ2P2 + α−1
n β−1

m U−2B2P 1

)/
ff̃ f̂

̂̃
f,

其中

P1 = Y Ỹ −XX̂, X = B1 − 2cf f̃ , Y = B2 − 2cf f̂ ,

P2 = (a2n − c2)(bm + c)2(X
¯̂
X − 4c2f f̃

¯̂
f
¯̂̃
f) + (a2n − c2)(bm − c)2(

¯
XX̂ − 4c2

¯
f
¯̃
f f̂

̂̃
f)

− 4c2(b2m − c2)(XX̂ − 4c2ff̃ f̂
̂̃
f)− (b2m − c2)(an + c)2(Y

¯̃
Y − 4c2ff̂

¯̃
f
¯̂̃
f)

− (b2m − c2)(an − c)2(
¯
Y Ỹ − 4c2

¯
f
¯̂
ff̃

̂̃
f) + 4c2(a2n − c2)(Y Ỹ − 4c2ff̂ f̃

̂̃
f).

因此, 非自治 Q1 方程的解自然可由命题 5 给出.

借助变量变换

u =W −
(
c2

r
− δ2r

)
g

f
, (3.24a)

其中 c 和 r 为常数,

W =

n−1∑
i=n0

αi +

m−1∑
j=m0

βj , αn = pnan, βm = qmbm, pn =
c2/r − δ2r

a2n − δ2
, qm =

c2/r − δ2r

b2m − δ2
. (3.24b)

第二组双线性方程为

Q1 ≡ (bm − δ)
̂̃
ff + (an + δ)

̂̃
ff − (an + bm)f̃ f̂ = 0, (3.25a)

Q2 ≡ (an − bm)
̂̃
ff + (bm + δ)f̃ f̂ − (an + δ)f̃ f̂ = 0, (3.25b)

Q3 ≡ f̃ f̂ − f̃ f̂ + (bm − δ)f̂ g̃ − (an − δ)f̃ ĝ + (an − bm)f ̂̃g = 0, (3.25c)

Q4 ≡ (an − bm)(
̂̃
fg − f ̂̃g) + (an + bm)(f̃ ĝ − f̂ g̃) = 0, (3.25d)

且有关系式

Q1 =
(c2/r − δ2r)3

(a2n − δ2)(b2m − δ2)(an − bm)(an + δ)fff̃ f̂
̂̃
f

4∑
i=1

QiPi,
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其中

P1 = (an − bm)[−(an − bm)f̃ f̂g + (an + bm)f(f̂ g̃ − f̃ ĝ)

− (a2n − δ2)f̃ ĝg + (b2m − δ2)f̂ g̃g + (a2n − b2m)fg̃ĝ],

P2 = (an + bm)[(an − bm)f̃ f̂g + (bm − δ)f(f̃ ĝ − f̂ g̃) + (an − bm)(bm − δ)g̃(f̂g − fĝ)],

P3 = (an + bm)(an + δ)[(an − bm)f̃ f̂g + (bm − δ)f̃f ĝ − (an − δ)f̂f g̃],

P4 = (an + δ)f [−(an − bm)f̃ f̂ + (an − δ)(bm − δ)(f̃ ĝ − f̂ g̃)].

对于 (3.25) 的 Casorati 行列式解, 我们有如下命题:

命题 6 双线性方程 (3.25) 有 Casorati 行列式解

f = |N̂ − 1|
[3]
, g = | − 1, Ñ − 1|

[3]
, (3.26)

其中列向量 ψ(n,m, l)关于变量 (n, an)和 (m, bm)是对称的, 且当 c = δ 时满足关系式 (3.19). 此外还

成立关系式

ψ = A[n]A[m]σ, (an + δ)σ̃ = σ + σ̃, (bm + δ)σ̂ = σ + σ̂, (3.27)

其中 σ 为辅助变量且矩阵 A
[n]
, A

[m]
及其平移构成 Abel 群.

证明 改写 (3.25a) 得

¯̂
Q

1
≡ (bm−1 − δ)f̃

¯̂
f + (an + δ)˜̄f

ˆ
f − (an + bm−1)˜̂f

¯
f, (3.28)

上式中, (A.7b)取 (χ, µ, κ) = (1, 1, 3), (A.7b)取 (χ, µ, κ) = (0, 1, 3), (A.7a)取 (χ, µ, κ) = (1, 2, 3), (A.7a)

取 (χ, µ, κ) = (0, 2, 3), (A.7f) 取 (µ, ν, κ) = (2, 1, 3), 以及
¯
f = | − 1, N̂ − 3,ψ(N − 2)|[3], 且 c = δ, 我们

可证明
¯̂
Q

1
≡ 0. 事实上, 它与

¯̂
B′
2
相同.

对于 (3.25b), 利用
˜
Q2, 即

˜
Q2 ≡ (an−1 − bm)f̂

˜
f + (bm + δ)f ̂̃f − (an−1 + δ)f ̂̃f. (3.29)

由命题 1和 2, f = |N̂ − 1|
[2]
, (A.7d)取 (χ, µ, ν, κ) = (0, 2, 3, 2), (̂A.7d)取 (χ, µ, ν, κ) = (1, 2, 3, 2), (A.7e)

取 (χ, µ, κ) = (0, 1, 2), (̂A.7e) 取 (χ, µ, κ) = (1, 1, 2), 以及 (̂A.7i) 取 (µ, ν, κ) = (1, 3, 2), 并取 c = δ, 我们

有
˜
Q2 = 0.

对于 (3.25c), 利用

ˆ̃
Q

3
≡ −

ˆ
f [
˜
f + (an−1 − δ)

˜
g] +

˜
f [
ˆ
f + (bm−1 − δ)

ˆ
g] + (an−1 − bm−1)

ˆ̃
fg. (3.30)

取 c = δ, 将公式 (A.9a)–(A.9c) 取 (µ, κ) = (1, 3) 和 (2, 3), 及公式 (A.10d) 代入等式 (3.30) 右端, 我们

得

˜̂
Q

3
≡ (an−1 − δ)2Y1 − (bm−1 − δ)2Y2 + (an−1 − δ)2(bm−1 − δ)2Y3,

其中

Yµ = f |Eµψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|
[3]

+
¯
f |Eµψ(−1), Ñ − 1|

[3]
− g|Eµψ(−1), N̂ − 2|

[3]
, µ = 1, 2,

Y3 = |
˜
ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
|
ˆ
ψ(−1), Ñ − 1|

[3]
− |

ˆ
ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
|
˜
ψ(−1), Ñ − 1|

[3]
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+ g|
ˆ
ψ(−1),

˜
ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
,

并利用命题 2, 可证明 Q3 = 0.

要证明 Q4 = 0, 我们只需证明 Q′
4 = Q3 +Q4 = 0, 即

Q′
4 ≡ −f̂ [f̃ − (an + δ)g̃]− f̃ [f̂ − (bm + δ)ĝ] + (an − bm)

̂̃
fg = 0, (3.32)

借助公式 (A.10a)–(A.10c) 取 (µ, κ) = (1, 3) 和 (2, 3), 及公式 (A.10e), 当 c = δ 时, 我们将 Q′
4 改

写为 Q′
4 ≡ (an + δ)2Z1 − (bm + δ)2Z2 − (an + δ)2(bm + δ)2Z3, 其中

Zµ = f |
◦
Eµψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
+
¯
f |

◦
Eµψ(−1), Ñ − 1|

[3]
− g|

◦
Eµψ(−1), N̂ − 2|

[3]
, µ = 1, 2,

Z3 = |
◦
E1ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
|

◦
E2ψ(−1), Ñ − 1|

[3]
− |

◦
E2ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]

× |
◦
E1ψ(−1), Ñ − 1|

[3]
+ g|

◦
E2ψ(−1),

◦
E1ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
,

由命题 2, 上式为 0 成立.

对于 ψ 的选取, 见附录, 与变换矩阵一起, 我们可取 (A.3) 或者 (A.4), 取 c = δ.

4 结论

本文得到了非自治 ABS 列表中 H1, H2, H3δ 和 Q1δ 模型的双线性形式和 Casorati 行列式解. 我

们利用了与自治情形 [14] 相似的变量变换, 所得到的双线性方程及其 Casorati 行列式解的结构也与自

治情形相类似. 另外, 在附录中, 我们列出了一系列非自治情形下的 Casorati 行列式平移公式.

通过研究非自治形式的双线性方程和 Casorati 行列式解, 我们可清楚地看到自治与非自治 ABS

链方程之间的紧密联系, 表现如下:

链参数 : (a, b) → (an, bm),

线性函数 : an+ bm→
n−1∑
i=n0

ai +
m−1∑
j=m0

bj ,

离散势函数 :

(
a+ k

a− k

)n(
b+ k

b− k

)m

→
n−1∏
i=n0

(
ai + k

ai − k

) m−1∏
j=m0

(
bj + k

bj − k

)
.

此外, 本文的研究结果也给出了一种寻找可积非自治离散系统的方法, 即利用恰当的形变关系 [9], 将

带链参数的自治双线性方程转化成相应的非自治形式, 在此基础上反过来通过变量变换由所得非自

治双线性方程推导出可积的非自治 ABS 链方程. 特别地, 由本文所得结果可以看到这些形变关系可

保持自治和非自治形式的 ABS 链方程的精确解结构的一致性. 论文结果有望通过约化应用于离散的

Painlevé 方程.
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附录 A

对于 Casorati 行列式

f = |N̂ − 1|
[ν]
, g = |N̂ − 2, N |

[ν]
, h = |N̂ − 2, N + 1|

[ν]
, s = |N̂ − 3, N − 1, N |

[ν]
, (A.1)

其中 ν = 1, 2, 3, 假设其基本列向量 ψ(n,m, l) 满足如下关系式:

(an−1 − c)
˜
ψ = ψ −

˜
ψ, (bm−1 − c)

ˆ
ψ = ψ −

ˆ
ψ, (A.2a)
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且其辅助列向量 ω(n,m, l), ϕ(n,m, l), ζ(n,m, l) 和 σ(n,m, l) 满足关系式

ψ = A[n]ω, (an + c)ω̃ = ω + ω̃, (A.2b)

ψ = A[m]ϕ, (an + c)ϕ̂ = ϕ+ ϕ̂, (A.2c)

ψ = B[l]ζ, (c+ bm)ζ = ζ + ζ̂, (A.2d)

ψ = A[n]A[m]σ, (an + c)σ̃ = σ + σ̃, (bm + c)σ̂ = σ + σ̂, (A.2e)

其中 c 是任意常数, N ×N 阶矩阵 A[n], A[m] 和 B[l] 分别只依赖于离散变量 n, m 和 l, A[n],A[m] 及

其平移构成 Abel群,且矩阵乘积 B[l+1]B
−1
[l] 与离散变量 l 无关,则关于上述 Casorati行列式 (A.1)可

有如下一系列平移公式.

首先,给出满足关系式 (A.2)的列向量 ψ 及其变换矩阵 A[n], A[m] 和 B[l] 的具体形式. 一种具体

形式可取为

ψ(n,m, l) = ψ+(n,m, l) +ψ−(n,m, l), (A.3a)

ψ±(n,m, l) = (ψ±
1 (n,m, l), ψ

±
2 (n,m, l), . . . , ψ

±
N (n,m, l))T, (A.3b)

其中

ψ±
r (n,m, l) = ρ±r (c± kr)

l
n−1∏
i=n0

(ai ± kr)
m−1∏
j=m0

(bj ± kr), r = 1, 2, . . . , N, (A.3c)

且 ρ±r 和 kr 为常数, 相应的变换矩阵为

A[n] = Diag(A[n]1
(k1, n), . . . , A[n]N

(kN , n)), A[n]r
(kr, n) =

n−1∏
i=n0

(a2i − k2r), (A.3d)

A[m] = Diag(A[m]1
(k1,m), . . . , A[m]N

(kN ,m)), A[m]r
(kr,m) =

m−1∏
j=m0

(b2j − k2r), (A.3e)

B[l] = Diag(B[l]1
(k1, l), . . . , B[l]N

(kN , l)), B[l]r
(kr, l) = (c2 − k2r)

l, (A.3f)

并且通过 ψ 和关系式 (A.2b)–(A.2e), 其各自对应的辅助列向量 ω, ϕ, ζ 和 σ 也可唯一确定.

ψ 的另一种具体形式可取为

ψ(n,m, l) = A+ψ
+(n,m, l) +A−ψ

−(n,m, l), (A.4a)

ψ±(n,m, l) = (ψ±
1 (n,m, l), ψ

±
2 (n,m, l), . . . , ψ

±
N (n,m, l))T, (A.4b)

其中

ψ±
r (n,m, l) =

1

(r − 1)!
∂r−1
k1

[
ρ±1 (c± k1)

l
n−1∏
i=n0

(ai ± k1)
m−1∏
j=m0

(bj ± k1)

]
, r = 1, 2, . . . , N, (A.4c)
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且 A± 为非奇异下三角 Toeplitz 矩阵 [26]. 相应的变换矩阵为

A[n] = (as,i(k1))N×N , as,i(k1) =


∂s−i
k1

(s− i)!

n−1∏
i=n0

(a2i − k21), s > i, s, j = 1, . . . , N,

0, s < i, s, j = 1, . . . , N,

(A.4d)

A[m] = (as,j(k1))N×N , as,j(k1) =


∂s−j
k1

(s− j)!

m−1∏
j=m0

(b2j − k21), s > j, s, j = 1, . . . , N,

0, s < j, s, j = 1, . . . , N,

(A.4e)

B[l] = (bs,j(k1))N×N , bs,j(k1) =


∂s−j
k1

(s− j)!
(c2 − k21)

l, s > j, s, j = 1, . . . , N,

0, s < j, s, j = 1, . . . , N,

(A.4f)

由此,其各自对应的辅助列向量 ω, ϕ, ζ 和 σ 可由 ψ 和关系式 (A.2b)–(A.2e)所确定. 由于 A[n], A[m]

和 B[l] 为非奇异下三角 Toeplitz 矩阵且构成 Abel 群, 因此, 矩阵乘积 B[l+1]B
−1
[l] 可交换且其不依赖

于离散变量 l [19].

其次, 引进符号 αν 和 βν , ν = 1, 2, 3,

α1 = an, α2 = bm, α3 = c, (A.5a)

β1 = A[n], β2 = A[m], β3 = B[l], (A.5b)

于是类似于 (2.5) 中的 Eν , 我们可定义如下形式的算子 Eν 和
◦
Eν ,

E1ψ =
˜
ψ = ψ(n− 1,m, l), E2ψ =

ˆ
ψ = ψ(n,m− 1, l), E3ψ =

¯
ψ = ψ(n,m, l − 1), (A.6a)

◦
E1ψ = A[n]A

−1
[n+1]E

1ψ,
◦
E2ψ = A[m]A

−1
[m+1]E

2ψ,
◦
E3ψ = B[l]B

−1
[l+1]E

3ψ. (A.6b)

下面列出本文所需的一系列 Casorati 行列式平移公式:

Eµ(αµ − ακ)
N−1−χf

[κ]
= (−1)χ|N̂ − 2, Eµψ(N − 1− χ)|

[κ]
, µ ̸= κ, (A.7a)

(αµ + ακ)
N−1−χEµf[κ] = |(Eµβµ)β

−1
µ ||N̂ − 2,

◦
Eµψ(N − 1− χ)|

[κ]
, (A.7b)

N−2−χ∏
j=0

(αν − (Eµ)
j
αµ)Eνf[κ]

= (−1)χ|N̂ − 2, Eνψ(N − 2)|
[κ]
, µ ̸= ν, (A.7c)

N−2−χ∏
j=0

(αν + (Eµ)
j
αµ)E

νf
[κ]

= |(Eνβν)β
−1
ν ||N̂ − 2,

◦
Eνψ(N − 1− χ)|

[κ]
, (A.7d)

Eµ

N−2−χ∏
j=0

(αµ − (Eκ)
j
ακ)f[κ]

= (−1)χ|N̂ − 2, Eµψ(N − 1− χ)|
[κ]
, µ ̸= κ, (A.7e)

(Eµαµ + αν)(αν + ακ)
N−2(Eµαµ − ακ)

N−2EµE
νf

[κ]

= |(Eνβν)β
−1
ν ||N̂ − 3, Eµψ(N − 2),

◦
Eνψ(N − 2)|

[κ]
, (A.7f)

(Eναν − Eµαµ)(Eναν − ακ)
N−2(Eµαµ − ακ)

N−2EµEνf[κ]
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= |N̂ − 3, Eµψ(N − 2), Eνψ(N − 2)|
[κ]
, µ ̸= κ, (A.7g)

(αµ + αν)

N−3∏
j=0

(αν + (Eκ)
j
ακ)

N−3∏
j=0

(αµ − (Eκ)
j
ακ)f[κ]

= |(Eµβµ)β
−1
µ ||N̂ − 3, Eµψ(N − 2),

◦
Eµψ(N − 2)|

[κ]
, µ ̸= κ, (A.7h)

(Eµαµ + αν)
N−3∏
j=0

(αν + (Eκ)
j
ακ)

N−3∏
j=0

(Eµαµ − (Eκ)
j
ακ)EµE

νf
[κ]

= |(Eνβν)β
−1
ν ||N̂ − 3, Eµψ(N − 2),

◦
Eνψ(N − 2)|

[κ]
, µ ̸= κ, (A.7i)

(Eµαµ − αν)
N−3∏
j=0

(αν − (Eκ)
j
ακ)

N−3∏
j=0

(Eµαµ − (Eκ)
j
ακ)EµEνf[κ]

= |N̂ − 3, Eνψ(N − 2), Eµψ(N − 2)|
[κ]
, µ ̸= κ, ν ̸= κ, (A.7j)

(Eµαµ − ακ)
N−2Eµ[g[κ]

+(αµ − ακ)f[κ]
] = −|N̂ − 3, ψ(N − 1), Eµψ(N − 2)|

[κ]
, (A.8a)

(αµ + ακ)
N−2Eµ[g

[κ]
−(αµ + ακ)f[κ]

] = |(Eµβµ)β
−1
µ ||N̂ − 3, ψ(N − 1),

◦
Eµψ(N − 2)|

[κ]
, (A.8b)

(Eµαµ − ακ)
N−2Eµ[h[κ]

+(αµ − ακ)g[κ]
] = −|N̂ − 3, ψ(N), Eµψ(N − 2)|

[κ]
, (A.8c)

(αµ + ακ)
N−2Eµ[h

[κ]
−(αµ + ακ)g[κ]

] = |(Eµβµ)β
−1
µ ||N̂ − 3, ψ(N),

◦
Eµψ(N − 2)|

[κ]
, (A.8d)

Eµf[κ]
= Eκf[κ]

− (Eµαµ − ακ)|Eµψ(−1), N̂ − 2|
[κ]
, (A.9a)

Eµg[κ]
= |Eµψ(−1), N̂ − 2|

[κ]
− (Eµαµ − ακ)|Eµψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[κ]
, (A.9b)

EµE
κf

[κ]
= f

[κ]
− (Eµαµ − ακ)g[κ]

+ (Eµαµ − ακ)
2|Eµψ(−1), Ñ − 1|

[κ]
, (A.9c)

(−1)NEµf
[κ]

= |(Eµβµ)β
−1
µ |[Eκf[κ]

− (αµ + ακ)|
◦
Eµψ(−1), N̂ − 2|

[κ]
], (A.10a)

(−1)NEµEκf
[κ]

= |(Eµβµ)β
−1
µ |[f

[κ]
+ (αµ + ακ)g[κ]

− (Eµαµ + ακ)
2|

◦
Eµψ(−1), Ñ − 1|

[κ]
], (A.10b)

(−1)NEµg
[κ]

= −|(Eµβµ)β
−1
µ |[|

◦
Eµψ(−1), N̂ − 2|

[κ]
+ (αµ + ακ)|

◦
Eµψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[κ]
], (A.10c)

(an−1 − bm−1)
ˆ̃
f

[3]
= (an−1 − bm−1)

¯
f
[3]

− (an−1 − c)2|
˜
ψ(−1), N̂ − 2|

[3]
+ (bm−1 − c)2|

ˆ
ψ(−1), N̂ − 2|

[3]

+ (an−1 − c)2(bm−1 − c)|
˜
ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]

− (an−1 − c)(bm−1 − c)2|
ˆ
ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]

+ (an−1 − c)2(bm−1 − c)2|
ˆ
ψ(−1),

˜
ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
, (A.10d)

(an − bm)
̂̃
f

[3]
= |A[n+1]A

−1
[n] ||A[m+1]A

−1
[m]|[(an − bm)

¯
f
[3]

− (an + c)2|
◦
E1ψ(−1), N̂ − 2|

[3]

+ (bm + c)2|
◦
E2ψ(−1), N̂ − 2|

[3]
− (an + c)2(bm + c)|

◦
E1ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]

+ (an + c)(bm + c)2|
◦
E2ψ(−1),ψ(−1), Ñ − 2|

[3]

× (an + c)2(bm + c)2|
◦
E2ψ(−1),

◦
E1ψ(−1), Ñ − 2|

[3]
]. (A.10e)

除特别说明外, 上述公式 (A.7)–(A.10) 对 µ, ν, κ = 1, 2, 3 和 χ = 0, 1 均成立.
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对于上述公式的证明,其证明方法与文献 [14,18,19]相类似. 另外,证明过程中我们需要利用如下

公式:

(Eµαµ − αν)Eµψ = ψ − EµE
νψ, (A.11a)

(αµ + αν)E
µψ = (Eµβµ)β

−1
µ ψ + EµEνψ, (A.11b)

(Eµαµ + αν)EµE
νψ = Eνψ + (Eµβµ)β

−1
µ Eµψ, (A.11c)

其中 µ, ν=1, 2, 3. (A.11) 可由关系式 (A.2) 推导而来.

接下来, 作为例子, 我们证明 (A.7e) 和 (A.7h). 对于 (A.7e), 取 (χ, µ, κ) = (0, 1, 2). 利用关系式

(A.11a)

并对应取 (µ, ν) = (1, 2), 我们首先得到

(an−1 − bm)
˜
f
[2]

= |(an−1 − bm)
˜
ψ(0),

˜
ψ(1), . . . ,

˜
ψ(N − 1)|

[2]

= |ψ(0),
˜
ψ(1), . . . ,

˜
ψ(N − 1)|

[2]
.

然后, 对于 Casorati 行列式中的第二列有

(an−1 − bm+1)(an−1 − bm)
˜
f
[2]

= |ψ(0), (an−1 − bm+1)
˜
ψ(1), . . . ,

˜
ψ(N − 1)|

[2]

= |ψ(0),ψ(1), . . . ,
˜
ψ(N − 1)|

[2]
.

重复上述过程, 可得
N−2∏
j=0

(an−1 − bm+j)
˜
f
[2]

= |N̂ − 2,
˜
ψ(N − 1)|

[2]
,

即为 (A.7e) 取 (χ, µ, κ) = (0, 1, 2). 接下来证明 (A.7h) 取 (µ, ν, κ) = (3, 3, 2). 基于 (A.7f) 并利用

(A.11b) 取 (µ, ν) = (3, 2), 我们首先有

(c+ bm)
N−3∏
j=0

(c− bm+j)f[2]
= −|(c+ bm)ψ(0),ψ(1), . . . ,ψ(N − 2),ψ(N − 2)|

[2]

= −|B[l+1]B
−1
[l] ψ(0),ψ(1), . . . ,ψ(N − 2),ψ(N − 2)|

[2]
.

对于上式左端行列式, 我们有

(c+ bm+1)(c+ bm)
N−3∏
j=0

(c− bm+j)f[2]
= −|B[l+1]B

−1
[l] ψ(0), (c+ bm+1)ψ(1), . . . ,ψ(N − 2),ψ(N − 2)|

[2]

= −|B[l+1]B
−1
[l] ψ(0),B[l+1]B

−1
[l] ψ(1), . . . ,ψ(N − 2),ψ(N − 2)|

[2]
.

重复上述过程, 可得

N−3∏
j=0

(c+ bm+j)

N−3∏
j=0

(c− bm+j)f[2]
= −|B[l+1]B

−1
[l] ||N̂ − 3,B[l]B

−1
[l+1]ψ(N − 2),B[l]B

−1
[l+1]ψ(N − 2)|

[2]
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= |B[l+1]B
−1
[l] ||N̂ − 3,B[l]B

−1
[l+1]ψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]
,

其中 B[l]B
−1
[l+1]ψ(N − 2)重写为

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]
. 然后,再次利用 (A.11b)取 µ = ν = 3以及 B[l+1]B

−1
[l]

与离散变量 l 无关, 我们有

2c

N−3∏
j=0

(c+ bm+j)

N−3∏
j=0

(c− bm+j)
˜
f

[2]
= |B[l+1]B

−1
[l] ||N̂ − 3,B[l]B

−1
[l+1]2cψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]

= |B[l+1]B
−1
[l] ||N̂ − 3,B[l]B

−1
[l+1]B[l]B

−1
[l−1]

¯
ψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]

= |B[l+1]B
−1
[l] ||N̂ − 3,

¯
ψ(N − 2),

◦
E3ψ(N − 2)|

[2]
,

即为 (A.7h) 取 (µ, ν, κ) = (3, 3, 2).
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