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摘 要
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当存在模 叮的实特征 ; 使得 乙 (
, ,

; ) 有实零点 , ) , 一生丝竺

万荀 \ q / ot g q

时 石一 ;1 否则 右一 .0

关键词 : 紊数
,

算术级数
,

零点

一
、
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关于算术级数中素数分布的最简单而又最重要的结果是 :
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.

在这篇文章中
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,
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.
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_

2生一
0

.

3 6 十 b
) o ,

所以此时本引理能够成立
.
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.

_
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.
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,
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式黯
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“
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。
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,
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.

证
.

与引理 4 相类似即可证明本引理
.

引理 6
.
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,
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s
) 在区域
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一
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,
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月
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,
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斗
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.
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证
。
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s
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兰
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,
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.
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澎
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万、 了 1

甲 T 才j 夕尧
; 7 一- -气二丁气尸下尸一 , 尸~甲 甲 .U ` 1 0 , 川性 、 `
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.
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。

…
_ ,

石 1

0 气八 , 自 ,
两 ) 气 斗

·

) 乃U , , 泥 10 9 l o g x 十 。
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,
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。
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.
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·
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. 7 一 r . l叼 T ~ 1 . 1

1 ,
. ,

.
, , _ , _

_

_
` 掩 , )

.

, ` 坦 9 10 9 1 一
` 。
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:

} (

一
一

1
一二

一 中没有非显然零点
.

j )
.

任乙 10 9 10 9 二

得

、
, /

_

、

_ g
’ / _ 、
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( 10 9 二 )
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·
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.

00 1 ,

当 二 ) 。 u .,
时

,

则由引理 2 和引理 6 可得

艺 引 、
典

+
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P I {八 1 1巧 l \

( 1 0 9 二 ) l , 0 01

习
1 0 9 留` I l m 户 I《 T

,

及= f 10 9 二 !

_

艺
_

l

)
二 i - 0
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10 9 10 9 ,
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共

十

共 +(
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2器兰、 共
十

共
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( 10 9 二 )
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·
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:

和引理 , 容 “ 得出
愉

` 一 “ ·
( fo g · ,一 10

一 同样地有

e一、 ( 10 9 :
)
一 , 。·

3 , ,

故由 ( 1 6 )到 ( 一s )式即可得出本引理的证明
.

引理 8
.

设 x 是模 q 的一个原特征
, p

。

~ 口
。

十 i八 (
,

~ l , 2 ,

… ) 是 L (
, ,

x) 的所有

非显然零点
,

T 妻 2是一个实数
,

则有

1
.

5 十 2 ( T 一 了
。

)
2

毛 工 10 9 、 r + 0
.

9斗4 3
.

习ù

二, 伫 人 _ 3 二 ,
`压
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,

J
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.
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一
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上 10 9

( 19 )
即 = l

R e

一 P
.

一 ~ L
, ,

` 之 入e
.

竺, 又夕 -

乙

2丝卫三立 共与
。 9 o T + 0

.

0 4、 3

2笼 2

由 ( 1 9 )式和
了 一 p

, 1
.

5 + 2 ( T 一 了
.

)
,
即知本引理成立

。

引理 8’
.

在引理 8 的条件下
,

以 T 》 0 代替 T ) 2 ,

则有



第11 期 陈景润等 :关于算术级数中素数分布的一个定理1 1 27
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艺
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证
.

仿引理 8 即可证得本引理
.

引理 9
.

设 x 是模 q 的一个原特征
, , ~ 。 十 汀

,

是
、
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,

则当
1
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·
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·
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.
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。
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,
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一
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(
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.
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,
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.
由 ( 2的式和引理 8 通过简单的计算即知本引理能够成立

.

中中其其

引理 9’
.

设 x 是模 牙的一个原特征
, p

。

~ 尽
.

十 ;
八 ( 。 ~ l , 2 ,

… ) 是 L (
, ,

x) 的所有

非显然零点
,

令
;
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众
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.
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.
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.
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。

仿引理 9 即可证得本引理
。

引理 10
.

设 x 是模 叮的一个原特征
, 二 ) e

柳 是一个实数 ; q ( ( fo g x)
, ,

A ) 1 是一

个绝对常数
,

当 x 是复特征时
,

则 L (
; , 之) 在区域

1 一
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10 9 l o g x
` 。 < 1 ,

卜! 《 ( 10 9 :
)
通
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,
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,
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3

4
.
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.

3 3 8 5

0
.

4 6

A 十 3
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证
.

当 x 是复特征时
,

设 八 ~ 凡十 i价 ( 1 ~ 1 , 2 ,

3) 是 L (
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点
,
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一
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.
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.
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.
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.
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l ) 见1 12 3页脚注
.
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可得

S ( 2, 2 尧 ; 。 , 。 , 。 ) ( ( 4
.

, 0 8 7 2才 + 1 2
.

3 ) 10 9 lo g x 一 艺
1

口 一夕户
( 2 5 )

使用同样的方法我们可以得到

S ( x ,
戈

, 又 ; 两 ,
八

,
必 ) ( ( 4

.

1 0 8 7 2 A + 1 2
.

1 5 1 6 3 1 ) 10 9 10 9 : 一习
l

。 一 声i
( 2 6 )

戳时对于 s ( 2 , 之 ,
万: 八 ,

的估计
,
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卫
,
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八
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,
卫

,
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八

, 两 ) 完全相同
,
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,
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,
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t ` 矛喝 3

{ b , } )
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,

4 6

斗
.

10 8 7 2 A 十 1 2
.

3 3 8 5 A + 3

当 x 是模 宁 的实特征时
,

使用相同的方法容易证得引理的结论
,

于是本引理得证
.

引理 n
.

设 z 、

是模 q :

的实原特征
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凡 《 1 ,

则当
一

z 、
与 x ,

不同时
,

有

m i n
(月

: ,

风) ( l 一
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.
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9 2 4 6 4
.
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.
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0《 2
.

7 9 5 621 09叭 q 2一
2

叮 一 m i n
(夕

:,
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’

由此即可得出本引理的结论
.

引理 1.2 设 x 是模 奋的原特征
, x ) 。 1

0000 是一个实数
, q ( x , T ~ ( 109 x) 12 .6 ,

则有
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` 。
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.
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·
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·
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.

三
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定 理 的 证 明
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,
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,
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可得
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。
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一咭I功 p l` 1 09
二

1 p .

在引理 10 中取 A ~ 12
.

7 ,

当 x ) 。声
·

,

时
,
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