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摘要　随机事件的不确定性传播与演化都遵循概率守恒原理，它是与能量守恒原理和质量守恒原理一样

基本的、自然界遵守的普遍规律。随机力学涵盖随机结构分析、随机振动、可靠性评价、可靠性优化设计和

随机最优控制等内容，而概率守恒原理在其中起着根本性、决定性的作用。随机静、动力系统的一对概率密

度积分方程是刻画随机性传播与演化的统一基本方程。本文论述概率守恒原理的历史起源和发展现状，追溯

其在统计物理中的起源，阐述其在概率论、随机力学中的发展状况。而且，从概率守恒原理推导建立时间-空

间域的概率密度积分方程，并介绍概率密度积分理论和直接概率积分法的基本思想，及其在静动力系统随机

响应与结构可靠度分析和可靠性优化设计方面的研究进展，旨在推动随机力学的科研和教学。
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Abstract    Uncertainty propagation and evolution of random events obey the principle of probability

conservation, which is a fundamental and universal law of nature, paralleling the principles of energy

conservation and mass conservation. Stochastic mechanics involves the aspects of stochastic structural analysis,

random vibration, reliability assessment, reliability-based design optimization, and stochastic optimal control,

in which the principle of probability conservation plays a fundamental and decisive role. A pair of probability

density integral equations for stochastic static and dynamic systems are the unified and fundamental equations

that represent the propagation and evolution of randomness. This paper describes the historical origin and

current development of the principle of probability conservation, tracing its origin in statistical physics and

elaborating its development in probability theory and stochastic mechanics. Then, the probability density

integral equation in the time-space domain based on the principle of probability conservation is derived and

established. Moreover, the theory of probability density integral, basic idea of direct probability integral method
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and its recent developments in stochastic response analysis of static and dynamic systems, structural reliability

evaluation and reliability-based optimum design are introduced, aiming to promote the advancement of research

and teaching in stochastic mechanics.

Keywords    stochastic mechanics, principle of probability conservation, direct probability integral method,

historical origin, research advances

飞机、建筑、桥梁等会受到大气湍流、风载

荷、地震动、波浪等随机激励作用，而且结构本

身也存在材料物理性质和构件几何尺寸等方面的

随机不确定性。为保障结构服役安全，在工程设

计和运维阶段人们必须科学地考虑这些随机因素。

随机力学旨在解决考虑随机不确定性因素影响下

工程结构与工业装备的力学分析计算和设计问题，

其研究内容主要包括：输入不确定性量化与表征、

随机响应分析、可靠性评定、可靠性优化设计和随

机最优控制[1]。结构随机响应分析通常计算响应

的概率密度函数 (probability  density  function，

PDF) 和统计矩，并探究随机性在结构中的传播

规律。对于含随机参数场的静力问题，研究者发

展了摄动法和谱随机有限元法。然而，针对非线

性和随机性耦合的问题，随机有限元分析仍待提

出高效、简便的算法。进一步，需要对结构进行

可靠度分析与基于可靠度的优化设计。针对静力

可靠度分析，研究者发展了近似法（如：一次可

靠度方法、二次可靠度方法、矩方法）、代理模

型法和随机抽样法。前两种方法主要是对功能函

数进行不同程度的近似，得到近似可靠度，适用

性有限。蒙特卡洛模拟（Monte Carlo simulation，

MCS）的通用性强，但计算成本极高，且有随机

收敛性。为此，一些改进的随机抽样法（如：重

要性抽样法、子集模拟、线抽样）被提出，但是

这类方法的通用性降低，且对于大型复杂结构而

言，计算成本仍然较高。

对于受随机激励作用的线性或弱非线性动力

系统，林家浩等[2] 提出了随机振动功率谱高效分

析的虚拟激励法，这是矩传递的方法。非线性随

机振动与动力可靠度分析方法主要是基于两类概

率密度演化方程：一类是经典的福克-普朗克-柯尔

莫哥洛夫（Fokker–Planck–Kolmogorov，FPK）

方程[3]，它刻画随机动力响应的概率密度函数的

演化规律，以此为基础，研究者发展了扩散过程

法。然而，该二阶偏微分方程的漂移项和扩散项

耦合了系统动力学方程，求解难度大，并不适用

于非高斯激励及含随机参数的多自由度大型结构。

第二类为李杰和陈建兵基于概率守恒原理建立的

广义概率密度演化方程，该方程刻画响应和输入

随机向量两者的联合概率密度函数的演化规律[4]。

他们提出了随机动力学分析的概率密度演化方法，

将广义概率密度演化方程与系统动力学方程解耦

逐步依次求解。但是，该方程是一个双曲型偏微

分方程，并且具有间断初始条件，常采用总变差

不增（total variation diminishing）格式的有限

差分法进行求解，但计算较为复杂，且难以避免

数值耗散和色散问题。对于同时含有随机参数和

随机激励的强非线性系统，进行随机响应和可靠

度统一、高效分析，是一个十分重要但具有挑战

性的难题。

当前，随机力学主要面临 3 个挑战：第一，

结构随机响应分析、可靠度分析、可靠性优化设

计通常是分别采用不同的方法求解；第二，对于

结构随机静力学和随机动力学问题、线性和非线

性问题缺乏通用、高效、简便的方法；第三，面

对非线性、大规模、多物理场结构系统的随机性

传播与量化分析需求，亟待发展更稳定、更准确、

更高效的计算方法。因此，本文致力于建立适用

于线性/非线性、静力/动力系统随机响应、可靠

度分析、基于可靠度的优化设计的统一理论和普

适、高效计算方法。首先回顾随机力学中重要的

概率守恒原理的起源与发展，然后介绍近年来作

者团队基于概率守恒原理的密度积分描述（即

概率密度积分方程）提出的概率密度积分理论和

随机力学的直接概率积分法，展示其在静/动力

系统随机响应分析[1]、可靠性评价[5-6] 和可靠性优

化设计[7-10] 等方面的研究进展，以推动随机力学

理论的发展、教学与工程应用。 

1    概率守恒原理的历史回顾

刘俊丽等[11] 在《中国力学史与方法论研究二
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十年回顾》一文中深刻指出：“对力学及分支学

科的发展简史进行研究与总结，从力学发展的历

史，总结寻找力学发展的客观规律，指导力学学

科的建设和发展，从力学的过去时探索力学的将

来时。”受此启发，我们梳理总结随机力学的理

论基础，即概率守恒原理的发展历史，包括其在

统计物理中的起源，并展望它的未来。

对于一个随机动力系统，从输入向量到输出

响应的过程可以表示为映射

G : Y = g (Θ, r, t) (1)

Θ其中，  表示随机输入向量，r为空间位置坐标

向量。

Θ

概率守恒原理是概率论和随机力学的重要基

本原理[4, 12-14]，表述为：随机性从系统输入到输出

的传播、演化过程中，由随机源确定的概率测度

保持不变。一般而言，系统的随机源来自随机结

构参数和随机激励，记作输入向量  。随机静、

动力系统的概率守恒原理分别表达为如下的一对

概率守恒方程ˆ
ΩY

pY (y, r)dy =

ˆ
ΩΘ

pΘ(θs)dθs (2)

ˆ
ΩY

pY (y, r, t)dy =

ˆ
ΩΘ

pΘ(θd)dθd (3)

pΘ(θs)

ΩΘ

pΘ(θd)

式（2）中，   和 pY(y) 分别表示静力系统

随机输入向量和随机输出响应的联合概率密度函

数，  和 WY分别表示输入和输出向量空间，

此式表征随机静力系统的概率守恒原理。式（3）

中，  表示动力系统随机输入向量的联合概

率密度函数，而 pY(y, r, t) 则表示在空间点 r处

的随机响应 y在 t 时刻的联合概率密度函数。概

率守恒原理具有时间平移对称性，意味着概率守

恒方程 (3) 在任意时刻均成立，即在任何时刻，

系统某一个或多个输出响应发生的概率总是不变

的，它等于系统输入发生的概率，但是其概率密

度函数 pY(y, r, t) 是变化的。

关于概率守恒原理的起源最早可以追溯到

统计物理[15-19]。统计物理是以概率论和系综理论

为基础发展起来的。平衡态统计物理的基本方程

是 Liouville 方程，而非平衡态统计物理的基本方

程是 Boltzmann 方程。1838 年，针对满足哈密

顿力学正则性的气体，Liouville 建立了著名的

Liouville 方程 [17-19]。原来得到的方程只是数学形

式，后人赋予了其概率统计的含义[19]。现代版本

的 Liouville 方程写为

∂pY (y, t)

∂t
+

m∑
l=1

∂[pY (y, t)Al(y, t)]

∂yl
= 0 (4)

其中，Al(y, t) 表示状态向量 y的导数项，p 为相

密度。建立方程 (4) 的前提条件是相密度（即粒

子数的概率密度函数）守恒原理，即相轨道上相

点数密度随时间演化而不变[16-17]。实际上，相密

度守恒原理即为体积元（微元体）上的概率守恒

原理。在统计物理中，统计系综是一个重要的概

念。系综是指在相空间的某一控制区域内，不同

时刻大量宏观性质完全相同的力学系统的集合。

根据统计系综理论，系综中的粒子数是不变的[19]，

而且全同粒子的质量密度相同，这就表明质量守

恒。从另一个角度，利用相密度，即粒子数的概

率密度函数的概念，则“系综中的粒子数是不变

的”也意味着系综的概率守恒。质量守恒原理在

内涵上和形式上与概率守恒原理是非常相似的，

在统计物理和随机动力学的文献[1, 20-21] 中都可以

看到这一点。值得指出的是，随机动力学中的

Liouville 方程旨在刻画初始条件具有随机性的马

尔科夫系统的不确定性传播、演化规律[3-4, 13]。

1872 年，Boltzmann 同样依据相密度守恒原

理，考虑气体分子间相互作用的碰撞项，建立了

分子动理学理论的 Boltzmann 方程[17, 19]

∂p(r,v, t)

∂t
+ v · ∂p(r,v, t)

∂r
+ F · ∂p(r,v, t)

∂v
=ˆ

d3v1

ˆ
dΩ′

1vr
dσ11

dΩ′
1
[p(r,v′

1, t)·

p(r,v′
2, t)−p(r,v, t)p(r,v1, t)] (5)

式中，r表示空间坐标向量，v为粒子运动速度，

F是作用在粒子单位质量上的力，p 表示相密度，

等式右边项表示粒子相互碰撞项，其中碰撞前始

态中粒子 1 和粒子 2 的速度在 v1 和 v2 附近的 d3v1

和 d3v2 范围内，碰撞后末态中粒子 1 和粒子 2 的

速度在 v1'和 v2'附近的 d3v1'和 d3v2'范围内，vr 表

示碰撞的两个粒子的相对速度，dW1'是碰撞位置

附近的空间微元，σ11 为碰撞截面。

Θ θ

为简化表达，后续的随机输入向量及其实现

分别用  和  表示。除了全域上的，概率守恒原
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理在微元体上的表达式为

pY (y, r, t)dy = pΘ(θ)dθ (6)

Θ当随机输出向量 Y和随机输入向量  的维

度相同时，由式 (6) 两边除以 dy得到概率密度变

换公式[12, 22]

pY (y, r, t) = pΘ(θ)dθ/dy = pΘ
[
g−1(y, r, t)

]
·∣∣Jg−1(y, r, t)

∣∣ = pΘ(θ)/ |Jg(y, r, t)| (7)

g−1(y, r, t) Y = g(Θ, r, t)

Y = g(Θ, r, t) |Jg(y, r, t)|
其中，  表示  的逆函数，

这里要求  是单调函数； 

为映射函数 g的雅可比矩阵的行列式。概率密度

变换公式 (7) 的前提条件是概率守恒原理，它是

概率论中表达输出随机向量的概率密度函数和输

入随机向量的概率密度函数之间关系的公式之一。

但是该变换公式对状态向量的映射单调性以及输

入和输出变量数目要求严格，而且对具有隐式映

射关系的结构系统很难求解其雅可比矩阵，所以

它难以用于实际工程问题。概率密度变换公式的

适用范围有限，它并非基本公式。下面第 2 节将

从概率守恒原理出发，导出表征随机不确定性传

播与演化的普适基本公式——时间−空间域概率密

度积分方程。

由此可见，概率守恒原理最早在统计物理中

已有所体现。而后，概率守恒原理逐渐得到概率

论（包括随机微分方程）和随机动力学学者的重

视。1967 年，Syski[12] 提出了概率守恒原理的概

念和内涵，给出了随机动力系统的概率守恒方程，

并将其作为概率论基本原理。1973 年，随机振动

与结构振动控制专家宋祖德介绍了概率守恒原理，

展示了静力系统的概率守恒方程[13]。遗憾的是，

这一重要原理在很长一段时间内没有被用于解决

实际工程问题。从 2003 年起，李杰和陈建兵基

于概率守恒原理的随机事件描述推导建立了广义

概率密度演化方程[4]，提出了结构随机动力响应

和可靠度分析的概率密度演化方法。李杰和陈建

兵的工作打破了概率守恒原理被长期忽视的不利

局面，使这一原理在工程应用中发挥了重要作用，

并受到了随机力学界的关注。 

2    概率密度积分方程

本节基于概率守恒原理推导建立具有普适性

的时间−空间域概率密度积分方程。根据狄拉克 δ

函数的筛选性，输出空间 WY的状态向量 y在时

间−空间域中的联合概率密度函数可表示为

pY (y, r, t) =

ˆ
ΩY

δ(s− y)pY (s, r, t)ds (8)

G : Y = g (Θ, r, t)

其中 δ(·) 表示狄拉克函数，s表示输出空间 WY
中的积分向量，也是随机向量Y的实现，与 y具

有相同的含义，都满足映射  。
pY (s, r, t)ds =

pΘ(θ)dθ

θ ΩΘ

由微元体上的概率守恒方程： 

 ，将其代入式 (8)，则积分向量从 s变换

到  ，积分域也由WY变换到  ，即得

pY (y, r, t) =

ˆ
Ωθ

δ[g(θ, r, t)− y]pΘ(θ)dθ (9)

由狄拉克函数的对称性，则式 (9) 变为

pY (y, r, t) =

ˆ
ΩΘ

δ[y − g(θ, r, t)]pΘ(θ)dθ (10)

Θ

式 (10) 是刻画时间−空间域随机动力系统随

机不确定性传播与演化规律的多维或高维积分公

式，我们称之为概率密度积分方程[1]，它在任意

时刻都成立，具有时间平移不变性。概率密度积

分方程表征了随机响应 Y的 PDF 与随机输入 

的 PDF 之间的关系，其中的狄拉克 δ函数蕴含

了线性/非线性系统的物理变化规律。随机动力

学中有一个表征高斯白噪声激励作用下马尔科夫

系统转移概率密度的积分方程：查普曼-柯尔莫

哥洛夫-斯莫拉伍斯基（Chapman-Kolmogorov-

Smoluwski，CKS）方程（从CKS 方程可导出FPK

方程）。然而，相比于 CKS 方程，概率密度积

分方程不要求随机动力系统满足马尔可夫性质

（即无后效性），适用于复杂随机激励作用下的

一般随机系统。作为概率守恒原理的积分表达式，

概率密度积分方程 (10) 实际上是密度形式的全概

率公式

pY (y, r, t) =

ˆ
ΩΘ

pY |Θ (y |Θ = θ, r, t)pΘ(θ)dθ

δ[y − g(θ, r, t)]

pY |Θ Θ θ pY |Θ Θ θ

θ

Θ θ

θ

pY |Θ Θ θ θ

式 (10) 中的狄拉克函数  是一个线

性泛函，在概率论中的含义即为条件概率密度函

数   (y|  =  , r, t)。    (y|  =  , r,

t) 代表给定随机输入  的条件下随机响应 y(r, t)

的 PDF，当随机输入给定   =  时，则响应

Y(r, t) 的唯一可能值是 g(  , r, t)，因此该条件

PDF 可写为    (y|  =  , r, t)  =δ[y–g(  ,
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r, t)]，即有如下公式

pY (y, r, t) =

ˆ
ΩΘ

pY |Θ (y |Θ = θ, r, t)pΘ(θ)dθ =

ˆ
ΩΘ

δ[y − g(θ, r, t)]pΘ(θ)dθ

(11)

对于随机静力系统，输出向量与时间坐标无

关，则概率密度积分方程可表示为

pY (y, r) =

ˆ
ΩΘ

δ[y − g(θ, r)]pΘ(θ)dθ (12)

另一方面，从概率密度积分方程出发，对此

方程两边关于 y积分，可推导得到概率守恒方程ˆ
ΩY

pY (y, r, t)dy =

ˆ
ΩY

ˆ
ΩΘ

δ[y − g(θ, r, t)]·

pΘ(θ)dθdy =

ˆ
ΩΘ

{ˆ
ΩY

δ[y − g(θ, r, t)]·

dy
}
pΘ(θ)dθ =

ˆ
ΩΘ

pΘ(θ)dθ (13)

由此证明了：概率密度积分方程是概率守恒

方程的充分必要条件这一基本定理。因为概率密

度积分方程实际上是密度形式的全概率公式，所

以与概率密度变换公式 (7) 一样，全概率公式也

遵守概率守恒原理。此外，由概率密度积分方程

可导出 FPK 方程 [23] 和 Liouville 方程，表明概率

密度积分方程与概率密度微分方程在某些情形下

是等价的。并且，概率密度积分方程 (10) 适用于

工程中常见的非高斯、非平稳随机激励，是描述

时空动力系统不确定性传播、演化的统一基本方

程。著名数学家冯康曾精辟地指出：“同一物理

定律的不同的数学表达，尽管物理上等价，但计

算上不等效”。确实，概率密度积分方程的求解[1]

相较于常见的几种概率密度微分方程的求解更方

便和高效。回想起概率密度和能量密度这两个密

度概念，与之相关的基本方程都自然地表示为更

易求解的积分方程。 

3    概率密度积分理论和直接概率积分法

基于前面建立的概率密度积分方程，我们推

导了随机响应统计矩、可靠度及其灵敏度分析的

概率密度积分公式，建立了解决随机静/动力系

统随机响应分析、可靠度评价和可靠性优化设计

及最优控制问题的概率密度积分统一理论。进而，

提出了针对多维/高维概率密度积分高效计算的

直接概率积分法。 

3.1    概率密度积分理论

借助概率密度积分方程，容易导出在输入概

率空间积分的随机时变响应的均值表达式[24]。在

经典随机振动理论中，某个随机时变响应 Y(r, t)

的均值定义为

E[Y (r, t)] =

ˆ
ΩY

ypY (y, r, t)dy (14)

公式 (14) 是响应概率空间上的概率密度积分

公式，然而响应 PDF 是未知量，经典公式不便

计算。于是将概率密度积分公式 (10) 代入式 (14)，

可得计算随机动力响应均值的新公式

E[Y (r, t)] =

ˆ
ΩY

ˆ
ΩΘ

yδ[y − g(θ, r, t)]pΘ(θ)·

dθdy =

ˆ
ΩΘ

ßˆ
ΩY

yδ[y − g(θ, r, t)]dy
™
·

pΘ(θ)dθ =

ˆ
ΩΘ

g(θ, r, t)pΘ(θ)dθ (15)

E[Y (r)] =´
ΩΘ

g(θ, r)pΘ(θ)dθ

值得说明的是，式 (15) 的静力形式 

 在有的教材中有所展示，但是

并未给出推导过程，而概率密度积分方程中狄拉

克 δ函数的使用使得式 (15) 的推导过程简单易懂。

类似地，随机动力响应的标准差与高阶统计矩、

相关函数、协方差函数、相关系数函数等统计量

也容易推导得出。

F : Yext = max
0<τ⩽t

·

{|Y (Θ,τ)|} Z(t)=f(Θ,t)=

Bext − Yext(t)=Bext − max
0<τ⩽t

{|Y (Θ, τ)|}

结构可靠度是指在规定的时间和条件下，结

构完成预定功能的概率。长期以来，动力可靠度

和体系可靠度的准确高效分析是结构可靠性理论

发展中悬而未决的挑战性难题[25-26]。对于随机动

力系统，构造响应的极值映射 

 。相应的功能函数表示为 

 （Bext 表示

极值响应 Yext 的阈值），当 Z(t) 小于零时，结构

失效。因此，将时变功能函数的概率密度函数在

安全域内积分即可得到结构首次超越动力可靠度

的新公式[5, 24]

Pr (t) = P r {Z(t) > 0} =

ˆ ∞

0

pZ(z, t)dz =

ˆ ∞

0

ßˆ
ΩΘ

δ [z − f(θ, t)] pΘ(θ)dθ
™
dz =

ˆ
ΩΘ

H [f(θ, t)] pΘ(θ)dθ (16)
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H(·)
δ(x) = dH(x)/dx

Pr =
´
ΩΘ

H [f(θ)] pΘ(θ)dθ

其中，  表示 Heaviside 函数，与狄拉克函数

的关系为  。对于随机静力系统，

类似地基于功能函数的概率密度积分方程严密地

导出静力可靠度公式  ，

这正是可靠度分析蒙特卡洛模拟采用的公式（其

中的指示函数即为 Heaviside 函数），过去该公

式是基于直观计数概念得到的。

由于传统的体系可靠度分析方法存在构造与

搜索失效模式的组合爆炸和相关系数计算困难的

问题，常用的方法，如概率网络评估、分支定界

法等很难准确、高效地评估结构的体系可靠度。

但是因为基于极值映射建立的整体功能函数的概

率密度积分方程内蕴各失效模式间的相关性，避

免了组合爆炸问题，也不需要计算复杂的相关系

数，所以直接概率积分法可方便地计算体系可靠

度，包括动力系统的体系可靠度[6, 24]。

可靠度灵敏度分析可指导结构响应的不确定

性控制和基于可靠度的优化设计，是不确定量化

的重要环节之一。过去的可靠度灵敏度分析通常

采用有限差分这种蛮力计算方式。基于随机动力

系统的概率密度积分方程，我们推导了失效概率

对随机性和确定性设计变量的灵敏度分析半解析

公式 (17) 和公式 (18) [10]。采用 Heaviside 函数直

接处理概率约束，提高了结构优化的寻优能力，

建立了基于直接概率积分法的结构静/动力可靠

性优化设计高效新算法。

∂Pf(X,µΘ, t)

∂µΘi

=

ˆ
ΩΘ

H [−f(X,θ, t)]
∂pΘ(θ)

∂µΘi

dθ

(17)

∂Pf(X,µΘ, t)

∂Xi
= −
ˆ
ΩΘ

δ [f(X,θ, t)] ·

∂f(X,θ, t)

∂Xi
pΘ(θ)dθ (18)

Pf = 1− Pr

µΘ Θ

其中，Pf 为失效概率，  ，X表示系统

中的确定性向量，  代表随机向量  的均值。

对于随机静力系统，同样借助概率密度积分方程

获得可靠度灵敏度的积分表达式，进而进行可靠

性优化设计。对随机变量分布参数的灵敏度计算

采用与可靠度分析相同的代表点和赋得概率，不

需额外的结构分析，计算效率极高；对于确定性

变量的灵敏度计算，根据狄拉克函数的特点，只

需要计算少量代表性响应对确定性变量的灵敏度，

计算效率仍然较高。

综上可见，求解随机静/动力系统响应 PDF

的概率密度积分方程，及基于概率密度积分方程

导出的统计矩公式、可靠度公式和可靠度灵敏度

公式都是多维/高维概率密度积分公式。本质上，

随机力学和概率论的关键计算公式离不开多维/

高维概率密度积分[25-27]，但是以往因为缺乏高效

的多维/高维积分算法，人们发展了多种多样的

近似、简化求解方法。从概率密度积分的新视角，

研究和解决随机力学与概率论问题的理论即为概

率密度积分理论。它是一种内禀的、统一的方法

论，重塑了随机力学和概率论的知识内容。在概

率密度积分理论框架下可以统一、高效地进行结

构静动力随机响应、可靠度和可靠度灵敏度的数

值求解，并实现可靠性优化设计[8, 10]、基于可靠

度的拓扑优化设计[9] 和结构随机最优控制 [7]。下

面介绍计算多维/高维概率密度积分的直接概率

积分法的具体技术和研究进展。 

3.2    直接概率积分法的计算技术和研究进展

为了获得静/动力随机响应的概率密度函数，

我们提出了直接概率积分法，从而直接、高效求

解概率密度积分方程这种含狄拉克 δ函数的多维/

高维积分问题[1]。将静/动力系统的概率密度积分

方程与系统控制方程（用显式或隐式映射表示）

联立，如式 (19) 所示，就可以实现静/动力系统

的随机性传播、演化分析

静力:
ß

G : Y = g(Θ, r)
pY (y, r) =

´
Ωθ

δ[y − g(θ, r)]pΘ(θ)dθ

动力:
ß

G : Y = g(Θ, r, t)
pY (y, r, t) =

´
Ωθ

δ[y − g(θ, r, t)]pΘ(θ)dθ
(19)

{θq, Pq} , q = 1, 2, ..., N

容易看出，概率密度积分方程与系统控制方

程在计算上是解耦的。为解算概率密度积分方程

所示的多维/高维积分，直接概率积分法利用了

两个技术：概率空间剖分和狄拉克函数光滑化技

术。首先利用概率空间剖分技术，采用低偏差序

列作为初始代表点（即积分点），再进行点集重

整，并计算每个代表点的赋得概率（即积分权

重），以得到高维概率空间内的低偏差点集及其

赋得概率  。

在两步选点法[28] 的基础上，我们通过发展

先进的概率空间剖分方法，高效地求解了高达

1000 维的超高维问题，这对于高维数值积分而言
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是一个重要突破。其次，由于狄拉克 δ函数是含

奇异性的广义函数，为了数值求解，采用高斯函

数对狄拉克函数光滑化，本质上是在计算网格上

插值，式 (12) 和式 (10) 分别写为

pY (y, r) =
N∑
q=1

1√
2πσ

e−[y−g(θq,r)]
2/ 2σ2

Pq (20)

pY (y, r, t) =
N∑
q=1

1√
2πσ

e−[y−g(θq,r,t)]
2/ 2σ2

Pq (21)

采用加权核密度估计法可自适应地确定式

(19) 和式 (20) 中高斯函数的光滑化参数 σ，具体

步骤参见文献 [24]。

θq

θq

式 (20) 和式 (21) 包含了代表性响应 g(  , r)

和 g(  , r, t)，对于显式映射，代表点上的响应

容易获得，但对于隐式映射（如：矩阵代数方程、

常微分方程、偏微分方程），还涉及代表性响

应的数值计算。MCS 利用随机采样（随机选取代

表点）和等权重计算多维积分问题，拟蒙特卡洛

模拟（quasi  Monte  Carlo  simulation，QMCS）

利用基于数论方法的确定性采样（如低偏差的

Sobol 点集）和等权重计算多维积分，效率比

MCS 得到显著提高。而对于直接概率积分法，也

利用基于数论方法的确定性采样，但采用不等权

重计算多维积分，通常数百次自适应采样即可获

得高精度的积分结果，精度优于 QMCS[24]。因此，

直接概率积分法通过解耦计算系统控制方程和概

率密度积分方程，获得静/动力系统输出响应的

PDF 和联合 PDF，是随机不确定性传播分析的

统一、高效方法。图 1 为随机动力系统的概率从

输入空间到输出空间的传播示意图[1]。
 
 

输出概率空间





1

2





PDF

, 

, 

, 

(, )

(, )

(, ) 

: =(, , )

: =(, , )

: =(, , )

















输入概率空间

图 1　随机动力系统从输入空间到输出空间的概率传播
 

需要指出的是，在直接概率积分法的第一篇

关于静/动力系统随机响应分析的工作完成后，

我们了解到 Fan 等[29] 针对随机动力系统发表了相

关论文。该文从广义概率密度演化方程出发，利

用特征线法得到了狄拉克函数表示的形式解[29]，

它实际上就是动力系统的概率密度积分方程。然

后，引入高斯函数对狄拉克函数光滑化，并利用

数论方法产生代表点，进而获得响应的概率密度

函数。这两项工作[1,29] 在研究思路、基本方程的

推导、计算技术和计算效果方面不同。

由式 (15) 可见，采用直接概率积分法计算随

机时变响应的均值和统计矩时，只要已知随机输

入的概率密度函数和求解系统响应，不需要光滑

化狄拉克 δ函数。从式 (16) 可见，结构可靠度的

计算是一个含 Heaviside 函数的多维/高维积分问

题，只需进行概率空间剖分，也无需进行狄拉克

函数光滑化。概率密度积分和结构系统控制方程

是解耦计算的，可见直接概率积分法是一种非侵

入式的方法。直接概率积分法求解静动力系统随

机响应 PDF、统计矩和可靠度的计算流程如图 2

所示。该方法也适用于一般的高维数值积分。

迄今，直接概率积分法已用于板壳、建筑和

桥梁结构随机响应的 PDF 与统计矩计算 [24, 30-31]、

结构可靠度和体系可靠度分析[5-6, 32]、灵敏度分析

与可靠性优化设计[8-10] 及随机最优控制[7] 等方面。

其共同之处是利用直接概率积分法直接、高效地
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求解多维或高维概率密度积分方程。针对复合材

料板壳结构参数的空间变异性，建立了非侵入式

随机有限元分析的直接概率积分法[30]，获得随机

响应和静动力可靠度。该方法具有普适性和高效

性，突破了侵入式随机有限元法不能处理大变异

性和非线性问题、不能考虑随机激励作用以及时

间和空间域双重随机性的局限性。将含随机参数

的发动机涡轮叶片低周疲劳问题表征为随机静力

系统的可靠度问题，将高频随机激励下涡轮叶片

高周疲劳可靠度问题转化为随机振动问题，在直

接概率积分法框架下对两类疲劳可靠性问题进行

了统一求解[33]。而且，把随机激励表达为基本随

机变量的函数，利用直接概率积分法，发展了近

断层地震动作用下大跨度斜拉桥随机振动响应和

体系可靠度分析的通用、高效框架。结合斜拉桥

动力学性能和首次超越失效准则，提出了大跨斜

拉桥（图 3 所示）可靠度分析的串并联体系方式，

即：任意 5% 拉索失效或塔梁、墩失效，结构失

效[24]。序列近似整数规划法是程耿东和梁缘提出

的离散变量拓扑优化新方法，从根本上解决了拓

扑优化设计的灰度难题[34]。把序列近似整数规划

法与直接概率积分法相结合，我们实现了连续体

结构可靠性拓扑优化设计的两阶段离散变量方法，

获得了比传统方法更精确的拓扑优化结果[9]。此

外，利用直接概率积分法和序列近似混合整数规

划法，提出了基于动力可靠度的混合整数规划算

法，解决了非平稳地震动激励下框架建筑非线性

黏滞阻尼器布局和参数同步优化设计问题[8]。
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图 3　大跨斜拉桥正视图
 

一些学者开展了直接概率积分法的计算技术

和工程应用研究，解决了重载列车−桥梁系统随机

振动和可靠度分析[35]、车轮不圆下轨道车辆随机

振动分析[36]、含 30 228 个单元的核电厂结构随机

动力学分析[37]、混凝土面板堆石坝随机地震响应

分析[38]、沥青路面结构体系可靠度评价[39]、数控

机床系统的动力可靠性评价[40]、声振结构随机响

应分析[41]、随机黏弹性阻尼结构拓扑优化设计[42]

等一系列问题。 

4    结论

本文考查了概率守恒原理的历史起源与发展

过程，详细介绍了基于概率守恒原理推导的时间−

空间域概率密度积分方程以及建立的概率密度积

分理论和随机力学统一方法：直接概率积分法，

并总结了直接概率积分法在工程结构随机静/动

力响应与可靠度分析、可靠性优化设计中的研究

进展。主要结论如下。

(1) 概率守恒原理是统计物理、概率论和随

机力学的基本原理。它起源于 19 世纪建立起的

统计物理理论，至 20 世纪中叶开始逐渐受到概

率论、随机动力学领域学者的关注，如今已经走

到了随机力学与概率论的舞台中央，得到重视、

重用。

(2) 从概率密度积分的全新视角，基于概率

守恒原理建立、命名了刻画时间−空间域随机性传

 

概率空间剖分生成代表性点集和赋得概率

计算代表性响应或功能函数

输入随机变量
(随机参数、随机场和随机激励)

狄拉克  函数光滑化

随机响应的
概率密度函数

随机响应的统计矩 可靠度

图 2　直接概率积分法求解静动力系统随机响应 PDF、统

计矩和可靠度的流程图
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播、演化的统一基本方程，即概率密度积分方程，

它在任意时刻都成立，具有时间平移对称性，其

中的狄拉克函数蕴含了系统的物理变化规律。证

明了概率密度积分方程是概率守恒方程的充分必

要条件这一基本定理。论述了概率密度积分方程

实际上是密度形式的全概率公式，且与概率密度

变换公式一样，全概率公式也遵守概率守恒原理。

基于概率密度积分方程，推导了随机响应的统计

矩新公式、可靠度及其灵敏度计算公式，建立了

解决静动力系统随机响应分析、可靠度评价和

可靠性优化设计及最优控制问题的概率密度积分

统一理论。

(3) 直接概率积分法把概率密度积分和结构

系统控制方程解耦计算，是一种非侵入式的方法。

利用基于数论方法的确定性采样，但采用不等权

重计算多维/高维积分，精度优于 QMCS。直接

概率积分法作为随机不确定性量化与可靠性优化

设计的统一、高效方法，解决了含高达 1000 维

随机变量的大型线性、非线性结构系统随机静力

学、动力学分析，及体系可靠度和动力可靠性优

化设计难题，适用于高斯/非高斯随机激励、平

稳/非平稳随机激励作用和马尔科夫/非马尔科夫

系统。

(4) 直接概率积分法揭示了随机系统不确定

性传播、演化的内在规律，打破了传统随机静力

学和随机动力学的藩篱，融合了随机线性系统与

随机非线性系统的研究，是通用、高效、优美的

方法体系，并且易于理解，便于编程实现和嵌入

CAE（计算机辅助工程）软件。该方法也能计算

一般的高维积分。

直接概率积分法自 2019 年作者团队提出以来，

得到了国内外同行学者的积极肯定和应用，已成

功用于建筑、桥梁、大坝、空天飞行器、机械车

辆等各种工程结构和工业装备的随机不确定性传

播与量化分析，为大型结构可靠性、安全性评定

和风险管理及数字化、智能化优化设计提供计算

工具。展望未来，概率守恒原理、概率密度积分

方程、概率密度积分理论和直接概率积分法将得

到越来越多的重视、利用与发展，助推概率论与

随机力学的科学研究，促进相关领域的教育教学

和人才培养。
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