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带电粒子在中性线磁场中运动的解析轨道

徐 荣 栏
7中国科学院空间物理研究所8

摘 要

本文我们计算了带电粒子在中性线磁场中运动的解析轨道
5

其结果是 9

7�8 带电粒子在中性片磁场中的运动是粒子在中性线磁场或在具有北向分量的 中性片磁

场中的第一级近似形式
5

7:8 带电粒子在中性片磁场中的解析轨道的第三级近似形式与电子计算机计算的数值轨

道基本相同
5

它们仅仅在小扰动区与非小扰动区的交界线上出现一些偏差
5

7;8 带电粒子在整个中性片磁场的运动可以分成三种形式
5

粒子一方面在垂直于磁场的

平面上作闭合的周期性轨道运动
,

同时闭合轨道的中心还沿着垂直于磁场平行于中性线方向

漂移
5

另一方面粒子还沿磁力线方向做等速运动
5

7< 8 在小扰动区中粒子的闭合轨道是一个圆轨道
,

但在非小扰动区中却是一个
“

6’’字形轨

道
,

其漂移速度与小扰动区漂移方向相反
,

其大小也比小扰动区漂移大很多
5

以上结果本文都给出一个完整的解析形式
5

一
、

引 言

利用带 电粒子在中性线磁场中的运动规律
,

可以解释某些空间物理现象
〔�一 <= ,

例如极

光与磁尾粒子的某些特征以及磁亚暴期间的三度空间电流体系等等
5

另外根据不同参数

的粒子数值轨道
,

我们还发现一些有意义的现象
,

例如 9 粒子的多次反射
,

投掷角散射以

及电场加速等问题
5

为了进一步了解上述问题的物理过程有必要研究带 电粒子在中性线

磁场中运动的解析形式
,

并根据这解析形式进一步利用统计方法去研究中性线磁场中的

等离子体的宏观特征
5

要求得解析轨道会遇到一些非线性振动方程
,

它是一个比较复杂的数学问题
5

我们

利用了小扰动方法
〔∗+计算了这些方程

,

求得带 电粒子在中性线磁场中运动的第三级 近似

解
5

另外还经常用到文献 ∋旧 中的公式与图
,

我们分别用 ∋ 表示这些公式与图号
5

二
、

带电粒子在中性线磁场中运动的基本方程

设磁场是一个中性线磁场山加上一个小的北向分量磁场 斤>= ,

电场是一个晨昏电场
5

在 ?4
9
直角坐标系中

,

其中
?
轴指向北

, 4 轴指向地球
, 二
轴指向晨昏方向

5

则电磁场

本文 � 6≅ 年 �: 月 ; 日收到
5
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0Α Β 了:即 、
9

、
Β 、

月 Χ �二 竺又 Δ Ε �Φ
,

Δ

) 一 ) Φ 9 5

磁场的磁力线是一个双曲线
,

其渐近线为

二 一 士丫万45

其中
Γ 是一个与沿

劣
方向的磁场梯度有关的常数

,

: ?

—
Φ

5 , ,

: 产 ’

“ 一

7:
一 �8

7:
一: 8

> 是一个与两渐近线的夹角

参数
5

当 6 Χ � 时
,

毋

时
,

磁场与 夕轴平行
5

们称它为中性片磁场
5

一  ≅ ≅ 5

在实际磁尾磁场中必很小
,

因此 Η 《 �
5

当 中 Ι

7:
一; 8

口有关的

≅ 、 Η Χ ≅

在 ? Χ ≅ 平面上磁场为零
,

而且在此平面上下磁场的方向相反
,

我

在上述电磁场中正 电粒子的运动方程为

: Φ

ϑ 切 Γ Κ
尤夕名 ,

一

扁
7, “, Δ ·’‘8一

一

扁
·

7?Λ 一 !
尹一 “力 Ι 己

ϑ Μ Γ Κ
7
? 孟一 。4合一 占4。8

7:
一< 8

亡)
州Χ

—
Ν Δ 夕二 。·

必ΟΝ丛ΟΝ、

其中常数 占 一 Γ从
5

7:
一! 8

。 、 。

与、 分别代表粒子的速度
、

电荷与质量
, 多是时间

, ‘
是光速

,

带下角注 。的量代表该

量的初始值
5

考虑到
6 与 占的值比较小

,

在实际磁尾场 中
, > 与 占 可以分别取为 ≅

5

≅斗与 ∃
5

�Π, +,

因

此它们的影响可以当作一个扰动量
5

下面我们分别考虑
> 与 占的影响

5

首先考虑
Φ 的影响

5

设 占一 ≅
,

利用小扰动方法 囚 ,

考虑到
6
很小

, ? 、

4 与 万 可以

用 > 的幂次多项式来表示
,

即

Θ 一 艺
? 7。 8。件 , , 一 艺 , 〔

。 8。。 , Ρ
一 艺

9 7
·
8“

” ,

7:
一> 8

其中 ?7
。
8 , 47。 8 与 Λ7

二。 分别代表
二 ,

4 与 Λ
的第

” 十 � 级近似值
5

将 7:
一> 8 代进 7:

一 < 8
,

我们可以得到三个 ‘ 的幂次多项式
5

考虑到
> 的大小是一个可以变化的任意小量

,

因此

要使这些多项式恒等于零
,

必须使这些多项式的每一个系数为零
5

经整理
,

我 们 得 到

?7 的
, 4甸 与 之闭 所应满足的方程组

5

其第一级近似满足

Ο Κ ? 7∃ 8 一

+Ν Κ

尹47 ≅8 Β

Ο Ν Κ

: Φ

‘Μ Γ Κ
? 7≅ 8岁

。 7∃ 8 ,

7:
一 ∀ 8

夕二 7∃ 8

Φ Ρ :

一 甲甲竺玉戈? 7≅8
‘刀 : “ 一

Φ )

一 嗬少 十—
Δ 夕 9 。 5

第二级近似满足
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兰翅 一

ΟΝ
:

全竺些一

Ο Ν Κ

: Φ

ϑ 形 Γ Κ

: Φ

7
? Γ 8 , 9 7。》Δ ? 7≅8 , 9 7,

88
,

甲甲二 47≅ 8 沙二7。8
,

‘ 刀: “一

7:
一 6 8

君 Ρ ,
Β

: 5
Β

:、

夕 9 7, 8 一 一一
一

玉、‘ ? 7≅8 ? 7�8 一 4 7∃8 , 4 ∃ Ρ
·

% �冲 “一

第三级近似满足

: 亡

ϑ Μ 口:
7

? 7:8 , 9 7。8 Δ ? 7� 8 , 9 7Σ
8 Δ ? 7≅ 8“

二
7
9
88

,

: Φ

ϑ Μ Γ Κ

Φ

ϑ Μ Γ Κ

7, 7� 8 , 二 7。8 Δ , 伽 。二79
88

,

7Κ
? 7≅8 ? 7: 8 Δ ?

乏
� 8 一 : , 7。夕7� 88

,

7:
一  8

其他更高级近似方程组可以类推
5

将 7: 一∀ 8 的解 ?7≅
8 、 47≅ 8 与 鲡〕代进 7: 一6 8

,

则 7:
一
Η8

的变量只剩
? 7� 8 , 夕7�8 与 Λ 7�。

,

因而可以解
? 7�。, 夕7� 8

与
Λ 7�8

5

同理将
? 7。8 , 夕仍8 , Λ 7≅ 。

, ? Τ8 ,

, Φ9 〕

与
Λ Τ 8 的值代进 7:一  8

,

就可以解出
? 7:8 , 47: 8 与 Λ 7: 8

5

另外 7: 一∀ 8 和 7:一6 8 中粒子初速

度的各个分量

Υ
夕 ? 。

ς 夕≅ ΗΩΞ 中≅ Η ΩΞ 了。,

夕 , 。
一

夕∃ ϑ ∃ Η
币。

,

“ Κ 。
一

“≅ !�乎价。ϑ ∃ Η 丫。
·

7:
一 ? ∃ 8

其中价代表 。与 4 轴的夹角
5

在中性片磁场中它代表粒子的投掷角
5

丫代表 口 在 ?Λ 平

面上的投影与
Λ
轴的夹角

5

它相当于平面轨道中的
。
角叭

不难看出
,

运动方程的第一级近似方程组 7:
一∀ 8 与带 电粒子在中性片磁场的运动方

程组 7�
一< 一 < 8一7�

一 < 一> 8 完全相同
5

根据卫星的观测结果
,

磁尾区始终存在一个不太大的北向分量磁场 Ψ>=
5

下面考虑这

种磁场对粒子运动的影响
5

设
‘ Χ ∃ ,

利用小扰动方法〔习 , ? 、

4 与 万
可以用 占的幂次多项

式来表示
,

即

尤 一 艺
? 7。8“

· ,
, 一 艺 , 。。“

· , Ρ 一 艺
Λ 7。 8。9 7:

一 � � 8
呀 ς , ” ς ,

与上面相类似
,

我们可以求得运动方程组所应满足的各级近似形式
,

即

: Φ

一一二玉? 7≅ 8岁 , 7。8 ,

%刀:“ 一

7:
一 �: 8

Β Φ Ρ : : 、

一
一一一不火? 7∃ 8 一 ? >Ρ
‘ 刀Κ Γ 一

Φ
)

十 丽
一

‘十 “ 9 。
Σ

: Φ

ϑ 切口:
7

? 7≅ 〕。 9 7�
8 Δ ? 7� 8 , Λ 、。88

,

Φ

‘Μ Γ Κ

己

ϑ Μ Γ Κ

扩 苏7∃ 8 , 7:
一 ?; 8

7:
二助? ∃�8 一 4 7≅ 〕一 , 。8 Σ

Ζ一Ν公了+
�

公名�一 似了!
∀

 万
冲一#尸一#夕尽一一#冲一#
岁#一‘#一‘,#一‘#一‘∃

%&
‘∃

∋∋%
卫

 (
匕、厂∃∃∃吸&&眨‘∀)

%%
、
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兰丛8 Χ
礴Ν Κ

: Φ

ϑ Μ Γ Κ
7

? 。Σ 8 , 二
7
:
〕Δ ? 7� 8 , 二7 9

, Δ ? 。8 , 二 7。88
,

俨夕7:8

浮Ν Κ

口

ϑ 勿 Γ Κ
夕 男7一〕

, 7:
一 �< 8

沙二 79 8 ς
Φ Ρ : , , 、

Ι

叮
Ι

, 飞 火? 7� 8 宁
乙 ? 7≅ 8? 7刁8 一 4Τ 8Ρ 弓

‘刃 ΚΓ 一

运动方程组的第一级近似所满足的方程组7:
一� : 8与带电粒子在中性片磁场的运动方

程组 7�
一< 一< 8一7∋

一 < 一> 8 完全相同
5

这就是说
,

带电粒子在中性片磁场中的运动是粒子在

中性线磁场或在具有北向分量场的中性片磁场的第一级近似形式
5

。 与 左的存在只影响

粒子运动的第二级和更高级近似形式
5

将方程组 7:
一∀8 或 7:

一�: 8 的第三方程代进第一方程
,

并设 ) 一 ≅ ,

我们就得到带电

粒子沿 ?
方向运动所满足的方程

,

即

护? 5

物二Η ΩΞ 访
。

了
+

万万 十 一一下了一
Ι

、ϑ∃
Η ‘。

甘
巨

5 巾
0暴

[
5

6 , ΚΗ ΩΞ Κ
价
。 、 八

少? 个 一不下一
Ι ?

一
− ’

Χ 中

7:
一 � ! 8

其中
Σ Β Ρ至玉匹不蕊
Χ 中 魂 ,

—
。

# 亡

7:
一 � > 8

为初始投掷角为 价。的粒子的 0 单位长度
5

在 7:
一�, 8 和以后的方程中我们略去表示一级

近似值的变量角注7≅8
5

方程 7: 一 �力 是一个非线性振动方程
,

一般解是非常困难的
。

根据粒子的数值轨道特

征川
,

我们分别计算方程 7: 一 �力 在非小扰动区与小扰动区的解
,

并根据它计算粒子在这

两种区域内的解析轨道
5

三
、

带电粒子在中性片磁场非小扰动区中的运动

根据数值计算法计算出来的粒子在中性片磁场中的运动轨道7图 ∋一 �8
,

粒子沿
?
方向

的运动是一个振动运动
5

在非小扰动区中粒子是在
? Χ ≅ 处上下来回振动

,

在小扰动区

中粒子的振动中心向两边位移
5

为了计算粒子在非小扰动区中沿
二
方向的运动

,

我们将

方程7:
一 �劝中的几个变量做如下变换

一 7:斌万
, 、Ω。 价。8

, ,

一 ? ∃

Ζ ,

一 式
,

一 ϑ ∃Η 了。一 :瑞

:

7;
一 �8

7;
一: 8

7;
一;8

7;
一 < 8

经过这种变换
,

并令 乙, 一 � ,

7:
一 � !8 就变成

Ο ΚΖ

Ο 丫:
十 。若Ζ 十 那Ζ ”

一 。 7;
一 ! 8

设其初始条件满足



‘ 空 间 科 学 学 报

Ζ �
,

、 ς � ,

7;
一> 8

它相当于 ?�
, 一。 Χ ? 。

与 了 。 Χ ∃ 的初始值
5

利用小扰动方法
Ψ
叹见附录 / 8

,

可以求出粒子

沿 ?
方向的运动轨迹

,

它满足

? 一 ? Γ

7� 一 吞一 夕
:

8
Φ ∃ Η 口Λ Δ ? 声 ϑ ∃ Η Κ口, Δ ? 声

: Φ ∃ Η Η口Ν Δ ⋯ 7;
一∀ 8

其中

Β ? 二
; :田 :

7;
一 6 8

: Β : 一 ‘ Δ 了万二下王三二不万泛
仍

Ι

一 一一一一一一一百一

—
—

口 一 7:丫万
。 ΗΩ Ξ 中。8。

,

口代表粒子的频率
5

7;
一  8仅仅代表 。 的第三级近似值

5

的第二方程
,

粒子沿 4 方向是一个等速运动
,

因此

4 ς 7
, Φ ∃ Η 币。8 Ν Δ 4∃ 5

当粒子的初始条件满足

7;
一 8

7;
一 �≅ 8

根据运动方程组7:
一∀8或 7:

一 �: 8

川
9
、 一 4。 Χ ≅

时
,

根据7;
一∀ 8一7;

一 � �8
,

则有
Ρ , 。 。:[ : 时

5 ≅ > 讼
‘ 一 ‘武‘

一 户 一 “
一
夕“∃Η 石

少 十 ‘沪 ϑ

∃Η 石
夕

Δ ? 声
Κ Φ ∃ Η � ≅咐

几
4 Δ 7;

一 �: 8

其中

、,
一 : , ϑ ∃ Ν币。Ψ : 一 ‘ Δ 了< 一 < ?二一 ‘Ρ : =‘“

5

7;
一 �; 8

方程7;
一 � : 8代表粒子在中性片磁场非小扰动区中的三度空间运动在 ?4 平面上的投影轨

道
, 又,

代表沿 , 方向的波长
5

根据7;
一 � : 8

,

7;
一 6 8

,

7;
Χ  8与7;

一 � ; 8
,

当 ? 。

很小时
,

口很小甚至于可以忽略不计
5

在

这种情况下
,

轨道在
‘ 4 平面上的投影可以近似看成是一个理想的余弦曲线

,

其波长也比

较小
5

如图 �一Γ 曲线 � 和�
 

随着
! 。

的增大
,

波长 又也增大
,

夕同时也增大
,

出现高次谐

波
 

粒子轨道逐渐偏离理想的余弦曲线
 

如图 ∀一# 中的曲线 ∃ , %与&
 

曲线� , � , ∃ ,

%与&对应的 ! 。

值分别为 ∋
 

( , ∋
 

) , ∋
 

∗ , ∋
 

+ 与 ∋
 

,“
 

图 ∀一− 中的实线代表
# 。一 ∋ ,“

时的轨道
,

虚曲线 � , � 与 ∃ 分别代表轨道的基波
,

二次谐波与三次谐波
 

二
、

三次谐波与

基波的振幅比分别为 ∋
 

(, . 与 ∋
 

∋ ∗ /  

这说明多项式 0干 12 收敛得比较快
 

另外
,

这些轨

道与 电子计算机的数值轨道基本相同
 

这就是说利用其第三级近似解足够描述粒子轨道

的基本特征
 

但第三级近似解只能计算 1! 3

4城 ∋ 5 ∗ 的轨道
,

超过这个范围在计算过程

中要出现虚数
,

要解决这个问题必须求
!
的更高级近似形式

,

使
! 。

的极限逐渐接近于 ∀
 

将 0 6一 .2代进运动方程组 0 (一. 2或 0 (一∀(2的第三方程
,

则粒子沿
。
方向的速度

。二

7 8 二

9 。 :; < 价。! 二= 0 ∀ 一 6夕
(

2 。 ∋ / (口> 9 (夕。∋ / )口,

9 6夕
, 。∋ / ∗众 9 ⋯ ? ,

0 6一 ∀)2
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7∴ 8

图 � 在非小扰动区内不同
‘。

值的粒子轨道在 ?4 平面上的投影及其高次谐波

其中

#
,

ς , ΗΩ 。 币。Ψ � 一 ? 二7� Δ :夕8∋

代表粒子沿
之 方向的漂移速度

5

它随
9 9

的变化形式与文献 【�= 中提到的近似平均速度

7∋
一 : 一 ∀ 8 相似

5

计算结果表明
9 在非小扰动区中大部分粒子是沿

召 方向漂移
,

漂移速度的

大小接近于粒子速度在
? Λ

平面上的分量
, Η纽 币。

5

只有
? 。

在非小扰动区边界附近的区域才出现 一 个反向运动
,

其方向与小扰动区的漂移方向一致
5

将 7;
一 �< 8 对时间

公
进行积分

,

并考虑到
万 的初始值

为零
,

则
二
一

Λ ‘

Δ 1
9 :

5

7;一 � > 8
二 ,

一 Κ 7� 一 ;夕
,

8
ΗΩΞ Κ口, Δ Κ 夕

Η ΩΞ <口,

Δ Λ 夕
, ΗΩΞ >口Λ Δ ⋯

,

7;
一 �∀ 8

其中
? 二

丫丁。

方程 7;一∀ 8与 7;
一 � ∀ 8构成粒子在 。 平面上一个周期性的

闭合轨道
5

不同 ? 。

值的粒子在 二 平面上的周期性闭合

轨道如图 : 所示
5

轨道 � , � , ∃ , %与≅ 对应于非小扰

动区中
! 。

一 ∋
 

( , ∋
 

) ,

∋
 

∗ , ∋
 

+ 与 ∋
 

5 ∗ 的周期性闭合轨

道
 

轨道形式是一个
“ + ”字形轨道

 

根据 0 6一夕2与 0 6一∀∗ 2
,

这个闭合轨道的中心将以 8 3

的速度沿
二 方向运动

,

构

0 6一 ∀+ 2
一

乌
一 ∋

 

/

图 ( 不同
! 。

值的粒子在
‘二
平面上的周期性闭合轨道
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成一个如图 ∋一 � 的复杂轨道山
5

四
、

带电粒子在中性片磁场小扰动区中的运动

带 电粒子在中性片磁场小扰动区中沿
?
方 向的运动也是一个振动运动

,

但其振动 中

心不在中性线上而是向两边移动
5

解非线性振动方程 7: 一�劝 的方法与上一节相类似
,

不

过 由于其中心位置向两边移动
,

因此某些变量的变换可取以下的形式
,

即

二 ς ? 。 Δ 几Ζ
,

7<
一 �8

又 一 ? 。 一 ? 。 ,

7<
一 : 8

?忿
。

一 一 功若
,

7<
一 ; 8

璐 一 端 Δ ;式 Χ :? 几
5

7<
一 < 8

其中 气 代表粒子振动中心的第一级近似值
,

时间变量的变换仍然用 7;
一
�8

, ? 。

与 ? , 分

别代表运动区的上边界与下边界
,

其大小由7∋
一 : 一劝确定

5

以上变换关系与7;
一
�8 一7;

一< 8

没有什么本质上的区别
5

在非小扰动区中
, 二 , 与 气 为虚数

,

它们是不存在的
,

可设为零
,

因此以上变换关系就变成7; 一: 8
5

经过这种变换
,

并令 0 小一 �
,

7:
一 �匀就变成

Ο Κ
Ζ

Ο 了:
Δ 日吕Ζ Δ ; ? 。又Ζ

,
Δ 又:Ζ ; ς ≅ ,

7<
一! 8

其初始条件满足

? ]
9

、 一 ? ,
Ι

2 Ο Ζ

几 Ο 了
7<

一 > 8

其中

2 Χ ? 。

一 ? ϑ∃

代表粒子的迥旋半径的第一级近似值
5

这种初始条件与 川
,
、 一 ? 。

与 �≅

用小扰动方法〔习可以求 出粒子沿
?
方向的运动所满足的方程 7见附录 ⊥8

,

我们忽略了 夕以上的高次项
5

计算结果为

? 一 ? 。

Δ ? � Φ ∃ Η 口
, Ν Δ ? Κ Φ ∃ Η Κ口

, Ν Δ ? ; Φ ∃ Η ;口
‘Ν Δ ⋯

,

其中

7<
一 ∀8

Χ ≅ 相当
5

利

在计算过程中

7<
一 6 8

Χ ? ϑ∃ 一 ; Γ _ Λ

一 � :ΓΛ2
; ,

, 5

Ρ :  Γ � [
一 2

5

, 5 乙 Γ 2
Χ 月一 毛

— 一

—
Θ Γ 2

[ 斗 � > ? 勺 Ρ

万 :

Ι

Ζ ; 一

即
: Δ <

ΓΛ2
; ,

Γ 9 5

;矿
丁花, 一一 2

Ι

一
—

2
‘ ,

� > ? ϑ≅ <

≅
:
一 Κ ? 圣

。

一 ; _ :

7<
一 8

7<
一 � ≅ 8

7<
一 � : 8

7<一 : 8

7<
一 � ; 8

< 劣ϑ≅
里、
:《

。
Ρ

穿 一 :了万。
, 。ΩΞ 币。 代表粒子的迥旋频率

5

在非小扰动区内粒子频率是 由

的
,

根据7;一 8与 7;一 �; 8
,

粒子频率 口与 :了万
, , Ω。 价。 之比随

二9

的变化如图

7<
一 � < 8

7;一 � ≅8 决定

; 虚线所示
5

一一
?ϑ≅一分一一Γ
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非小扰动区

≅
5

∀≅∀
Ξ“

令ΚΘ们Γ卜、入[⎯

犯
。
5 α

二杯
, Β

≅
5

≅ ≅ ! = ≅ β Η

图 ; 频率随
? 。

的变化

图中实线是电子计算机的计算结果
5

由图可知
,

在两个运动区交界的地方 7
? 。

一 �8
,

粒

子在小扰动区的频率是非小扰动区的两倍
5

这与粒子轨道相符
5

与在非小扰动区的情况一样
,

粒子沿 4 方向的运动满足7; 一� � 8
5

根据7; 一� �8 与 7<
一6 8

,

粒子在小扰动区的运动在 ?4 平面上的投影轨道满足

:允
,

< 记
5

>记
? ς ? ‘

一
工‘“ ≅ !

万 4 个 ? Κ “≅ !

万 4 一 ? Κ “≅ !

万 4 个
, ,

4
, − 4 , 5

4

7<一 ! 8

其中

一 一于二二甲 ϑ ∃ Ν币。

丫 : 日
7<一> 8

代表沿 4 方向的波长
5

图 < 给出 二‘

一 �
5

≅≅
, �

5

:≅
, �

5

<≅ 与 �
5

>≅ 时
,

带电粒子轨道在 ?4 平面上的投影
5

它

是由一个基波和二
、

三次谐波组成的
5

当 ? 。

较大时 7如 �
? 。

� 8 �
5

> ≅ 8
,

粒子轨道可以看

成是一个理想余弦曲线
,

谐波相对于基波可以忽略不计
5

当 ? 9

逐渐减少时
,

二
、

三次谐波

开始分别逐渐出现
,

使轨道逐渐偏离理想的余弦曲线
,

如图
? 。

一 �
5

<≅
, �

5

:≅ 与 �
5

≅≅
5

轨

道相对于振动中心显出不对称性
,

即上面小下面大
5

图中实线代表轨道曲线
,

虚线代表对

应轨道的基波
,

二次谐波与三次谐波
5

在 ? 。

一 �
5

≅ 时
,

二
、

三次谐波与基波的振幅比分别

为 ≅
5

�  > 与 ≅
5

≅ � 6
5

这说明多项式 7⊥
一
�8 收敛得比较快

,

这些轨道与电子计算机计算的数

值轨道基本相同
,

这说明利用其第三级近似解足够描述粒子轨道的基本特征
5

将7<一Η8 代进运动方程组 7:
一∀ 8或7:一 �: 8的第二方程

,

并利用7<一 �叻
,

则粒子沿
二
方向

的速度
, ,

Χ 1
9

Δ χ 、ϑ ∃ Η 口9 Δ χ 9 Φ ∃ Η : ≅ 公 Δ # ; Φ ∃ Η ; ≅ 了 Δ
·

⋯ 7<
一 � ∀8

其中

5558
#

二

一 7
� Δ 二 十 7<

一 � !8



� ≅ 至 �闭 科
二乎二 二子 二 于悦 � �万

Ι
5

一
Ι

一
Χ

一
Χ Ι 一—
一Ι

一一
一

一
Χ Χ

‘

一一

一
—

一
一

卜
, ““二 , 二+

称
、、δ,5讼心

,
舟产
一

9

、沪 ,

‘、

一
》只升下

少
乙二奥 石

图 <

”

8 Χ 一一几
,

一才犷三‘寸广一一节广一一喻
4

在小扰动区内不同的
苦‘

值的粒子轨道在

上的投影及其高次谐波

平面

一 < ·ϑ≅ 一, Ξ 功。

7
。 Δ

7<
一 � 85558,Δ

尸一?9∃;一�>
一

β+一Ζ
_一为

一 <一ΩΞ 价。

7
。:

Δ

Χ ; “ ΗΩ 平咖 己
<

7<
一: ≅ 8

、、5声Ρ

尸一?ϑ∃

7<
一: � 8

根据迥旋半径公式 _

及7:
一 �!8与 7∋

一; 一 !8
,

度
5

将7<
一 �∀ 8对时间

ϑ Μ 夕 ΗΩΞ 功
。

&

,

磁矩公式 产 Χ

�
下于 Μ 岁 ‘ Η�Ξ ‘

币。
‘

,

磁场公式 “ 一

争
以

不难证明
“ 一 一 :印

Κ ΗΩ Ξ 功。 为磁场梯度引起的迥旋中心的漂移速

进行积分
,

并考虑到
宕
的初始值为零与关系式 7<

一 � ; 8
,

我们有

一 Λ ,

十 #
9 Ν

,

ς : � ΗΩΞ 口
‘Ν Δ : : ΗΩΞ Κ口

, Ν Δ : ; ΗΩΞ ;口
‘Ν Δ ⋯

,

7<
一: ; 8

其中

, Β
Β

Ρ
, 5

_
5

 夕
5

、
心 � 一 尸 、 Ω , Χ 丁 一 , 卜 丁丁, 丁 , 阳

5 ’

矛,

[ β 9 勺 ∋, ? 二
。 Ρ

558,
:

:
一

那
: ; 一

盖

� 十 二 Δ

? ϑ≅

Δ “
·

方程7<一Η8 与7< 一: ; 8构成粒子
? 二 在平面上一个周期性的闭合轨道

,

轨道中心将以7<
一 �!8

所决定的速度 #
二

漂移
5

不同
? 。

的闭合轨道如图 : 中曲线Α
,

& , Α 与Β
 

它们对应于

小扰动区中
! 。

一 ∀
 

∋ ∋
, ∀

 

( ∋ , ∀
 

)∋ 与 ∀
 

∗∋ 的周期性闭合轨道
 

其轨道图形近似 于 圆 轨

道
 

当
! 。

很大时 0如图曲线Β 2
,

根据 0 )一:2 与 0 )一( 62 Χ 的高次项可以忽略并只保留 Χ 项
,
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闭合轨道可以用半径为 _ 的圆轨道来描述
,

即

7
?

一 ? ϑ∃
8

,
Δ

Λ ” 一 。, ,

7<
一 : ∀ 8

其迥旋中心在
Ρ 一 ?ϑ

。

处
5

根据 。一 � 68
,

迥旋中心的漂移速度就等于磁场梯度引起的漂

移速度
5

当 ? 。

逐渐减少时
,

其谐波成分相对于基波不能忽略
,

闭合轨道将偏离理想的圆

轨道
,

其漂移速度也将偏离磁场梯度的漂移速度
5

图中的曲线≅ 与 � 出现一些偏差
,

其原

因在于我们仅仅计算其第三级近似的过程中出现的偏差
 

随着 提 高
! 与 丫 的 近 似程

度
,

其偏差将逐渐消失
 

附 录 Δ

在非线性振动方程0 6一/2 中
,

由于 产在非小扰动区中小于 1 ,

甚至比 ∀ 小很多
,

因此方

程 0 6一/2 中的第三项的影响可以看成一个线性振动方程的扰动
,

可以用小扰动方法 =/Ε将 !

与 端 用 群的幂次多项式来表示
,

即

Φ 一 Φ Γ 9 产Φ 1 9 拼(Φ ( 9 ⋯
群

”Φ 。 9 ⋯
,

0 Δ 一 ∀2

端 一 。( 一 户
∀ 一 少八

(
一

· ·

一 衅八
。

一 ⋯
,

0Δ 一( 2
! 。

为! 的第
, 9 ∀级近似值

 

将 0 Δ 一12 与 0Δ 一 (2 代进0 6一/ 2
,

就得到一个 产的幂次多

项式
 

考虑到 产是可以任意变化的小量
,

因此要使这个多项式恒等于 ∋ ,

必须使每一个系

数为 ∋
 

经过整理
,

有

Η ΙΦ Γ

Η 丁(

Η Ι Φ ϑ

Η 丫(

Η ΙΦ Ι

Η 了(

9 的Ι Φ Γ Κ Λ , 0Δ 一62

9 。 ΙΦ 3 一 人3 Φ 。 一 Φ忌
, 0Δ 一)2

9 >Γ ΙΦ Ι Κ Μ ∀Φ ϑ 9 Μ ΙΦ Γ 一 6Φ ϑ Φ 0Δ 一/ 2

另外初始条件0 6一∗ 2可以写成
! 。

4
3

、 一 ∀ ,

登Ν
3 一。 一 ”,

! 。 ?
3

、 一 。
,

鲁∀
3 一。 一 Λ ,

0Δ 一 ∗ 2

0Δ 一. 2

Ο 一 1 , ( ,
·

⋯ 方程 0 Δ 一62一 0Δ 一. 2 代表 Φ 。, Φ 、 , Φ Ι

⋯ 所满足的方程及其初始条件
 

根据 0 Δ 一62 与 0Δ 一 ∗ 2
, ! 的一级近似值 Φ 。 为

Φ 。 Κ ΠΓ : 的认

将 0Δ 一:2 代进 0 Δ 一 )2
,

并用一般三角函数关系进行整理
,

我们可以求得

0Δ 一:2
Φ 1 应满

足

Η ΙΦ ,  , , , ∀
竺二土乙 9 田 (Φ ϑ Κ 一二

Π Γ: 6的认
Η 了“ )

其中令

Μ 1 7 6Θ ‘)
 

非齐次振动方程 0 Δ 一, 2 的通解应等于其特解与齐次方程

0 Δ 一 , 2

0Δ 一 ∀∋ 2
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Ο ΚΖ
∋

一, 代尸
呻

十 %ε
5

入 �
Ι

Ο 了
‘

的通解的和
5

利用初始条件 7/
一 ∀8

,

可以计算 7/
一  8 的通解为

尤
、

一 Ι 生一 7 ϑ ∃ Η ;。 9 一
。 ≅ ! 。 9 8

5

7/一 �8

将 7/
一
Η8

,

7/
一 � ≅8 与 7/

一 � �8 代进 7/
一! 8

,

并用三角函数关系进行整理
,

我们可

求得 ? 9

应满足

;
州卜 田

一
入 :

ς 一

—
% , ∗ 〕田公 ,

�: 6 仍
‘

7/
一 �: 8

∗
六一了少一#

其中令

利用上述同样的方法与初始条件 + , 一 − .

/

! 0 1 2( 3 ’

可以计算 + , 一 ! / . 的通解为

、 0
一
+六丫

+一 ”功

一
。。 4 田‘.

·

� 。 的更高级近似值可以用上述类似方法进一步进行计算
∃

其计算过程非常 复 杂
∃

将

+ , 一1 .
,

+ , 一 ! ! .
,

+ , 一 ! 5 .
,

+ , 一 !6 . 与 + , 一 ! / . 代进 + , 一! . 与 + , 一 0 .
,

+ / 一1 .
,

就有

7 8 + ! 一 夕一 夕
,

. ∋ ( 9 。 : ; 夕∋ ( 9 / 2( : ; 夕
, ∋ ( 9 92( 公 ; 二

并利用 + / 一/ . 与

/ /
田

一

< 功石十
一尸 那 一 二二二, 育 群

“

十 ⋯
。

斗 ! 0 吕的
‘

+ , 一 ! = .

+ , 一 ! > .

再利用 + /一0 .
,

我们就得 + / 一− .
∃

方程 + , 一 ! > . 是 扩 的级数展开式
,

方程左右侧都含 2(?
,

当我们不再考虑其更高级近似值时
,

利用二次代数方程求解公式便可 以得到 + / 一 ≅ .
∃

附 录 Α

在非线性振动方程 + 5 一= . 中
,

由于 几在小扰动区中小于 %
,

甚至比 ! 小很多
∃

因此方

程 + 5一= .中的第三
,

四项的影响可以看成一个线性振动的小扰动
,

可以用小扰动方法将 7

与 男用 几的幂次多项式来表示
,

即

7 一 7 。十 又7 % ; 又0
7

0 ; ⋯ ; 尸7
。
十 ⋯

,

+ Α 一 ! .

男一 少 一 又Β : 一 又乍
0

一
·

⋯ + Α 一0 .

利用与附录 , 相类似的方法可以得 7
。

及其相对应的初始条件分别为

# 3
� (

# ∀ 3
; 口3

� (

� 。&
:

86
·

丝竺! ;

# 了0

8 6 ,

# �
Χ

)
竺二二夕 Δ 一 6 :

# 丫 Ε
:

86

一 Β !� 。一 / � 吕
7 。 ,

+ Α一 / .

+分 5 .

!
ΦΓ、,

%
∋∋

+ Α 一

力

朴沈
Η

口

7 %
Ε

: 一。一必 Δ
# 了 & ∀ 8 6

+ Α一> .
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Υ
势

Δ “
:
Ζ

:
一 9 ∋Ζ Θ Δ 、:

?≅ 一 ?卜
>? 。二9 ·。 ,

Ζ Κ

,

一赞Υ
9 一。 一 “

·

7⊥
一夕8

7⊥
一6 8

利用附录 / 相类似的方法可以根据 7⊥
一; 8一7⊥一Η8 计算 出

Ζ ∃ 一
? , Φ ∃ Η 口了

,

Ζ � Ι 一 ; Γ嵘 一 Κ Γ
嵘ϑ∃

Η 夕丫 十 Γ? 二ϑ∃
Η ΚΓ 了 ,

7⊥
一  8

7⊥
一 : ≅8

Ζ
Κ

一
‘Κ Γ ΚΖ

已Δ

7
:  : ,

—
口一Ζ _

—
<

< Γ Κ ?
已

ϑ ∃ Η Κ乡丫

,

Ρ �
一卜 Ζ 毛�

—
一卜

‘

[; : 日
Λ

希8ϑ∃Η
“了 十

丫8
。。 ’“‘ ’

 � 一

 :
ς

≅ ,

; ?

二

斗
一 � ΗΓ ? ϑ∃ 9 二

5

7⊥
一 � �8

7⊥一 : 8

7⊥
一 � ; 8

将 7⊥
一 8一归

一 :; 8 代进7⊥
一 � 8与7⊥

一: 8
,

就得7<一6 8与

>
:
ς :式

Β

Δ 下
一

一 一
什

; _ : �! ? 9
。
_ Κ

花丽一 Δ
·

⋯

方程7⊥
一 �斗8 左右式都含 少

,

当我们不再考虑其更高级近似值时

公式
,

并保留 _ ” 项以下
,

即得7<
一 � < 8

5

7⊥
一 � < 8

,

利用二次代数方程求解
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