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摘

设 q 是一个正整数
,

f (幻 ~
: *产 + … +

。 1工 +
a 。

(友) 3 )

(
。 ` ,

…
, a *

,

q ) ~

素数 p 和 l 〕 1 ,

1 的整系数多项式
,

s( q,

有 15 ( , `
,

j (
二 ) ) I ( 夜, ` (

` -

z(
劣 ) ) 一 艺

。 ’ 二“ ` , ,
气

是一个适 合条 件

本文证明了
,

对

清) 以及 一s ( ,
,

j ( 二 ) ) ! 《
。 !一 *。 1一

青
.

一 己 l 催旨
.

、 J l ` 二

设 q 是一个正整数
,

f (劝 ~ 叙产 + … + al x
+

。。
(天) 3 ) 是一个适合条件 (

a , ,

八
, q ) 一 1 的整系数多项式

,

s ( 、
,

f ( 劣 ) ) 一 艺
e ’ !

“ “ ,̀ “

( 1
.

1 )

本文的目的在于致力于 S ( q
,

了(幻 ) 的上界估计
.

对于 q 为素数幂次的情形
, 19 4 0 年华罗庚 1[] 首 先得到

}S ( p`
,

f (二 ) ) 一《 灸
2` , ` (

`一

青)
.

后来
,

在文献 L2] 中他又证得

15 ( , `
,

f ( : ) ) 一提 左, `
(
1一

青)
.

H e q a e B̀ 3, 和陈景润
〔̀ ,对 ( 1

.

3 ) 式都作了改进
.

1 9 7 5 年
,

H e q a e B 〔习 证明了

! S ( , `
,

r (
二

) ) I 攫 夜, `
(
’ 一

是)
.

19 7 7年
,

陈景润
孔6]
将此结果改进为

:

}s ( , `
,

f ( 劣 ) ) ! ( :
(夜) ; `(

`一

劲
,

其中
2 ,

( 1
.

2 )

( 1
.

3 )

( 1
.

4 )

( 1
.

5 )

l ,

对 P ) (及一 l) 又二万
,

*
2 / , ,

对 ( * 一 ; )击 > , ) ( * 一 l )六
,

* 3 /* ,

对 ( , 一 l )六 > , , 反
,

(左一 l )友
刀受,

对 P ( 及
.

6 )

矛
.

l
.

工

J
、

se
`

一一

、

,
ù

孟耳Z、̀

`

本文 19 83 年 10 月 12 日收到
,

1 9 8呼年 8 月 20 日收到压缩稿
.
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本文进一步将这个结果改进为
:

定理 1
.

设 及 )3 是一个整数
,

p 是一个素数
,

f (劝 一 叹护 + … + al x 十 口。
是适合条

件 (
a ; ,

…
, 。 * ,

)P ~ l 的整系数多项式
,

那末对 l ) 1
,

;
一 `

(
1 一

青) 55 ( ; ` ,

r ( 劣 ) )一毛

2

(左一 l )蔑万
,

左
2 /夜,

左
,

及 及

对 以 一 l万不 > P > (左一 l万二了
,

及

对 (左一 l) 诬二下 ) p > 乞

对 P 簇 左
,

( 1
.

7 )

15 ( ; ` ,

j ( x ) ) ! ( 左。`(
’ 一

青)
.

( 1
.

8 )

对于任意的自然数 q
,

华罗庚 L习首先证明

15 ( 、
,

j (二 ) ) }镇
:

(友
, 。

) 、
` 一

青
+ ·

( 1
.

9 )

这里
`

(夜
, 6

) 是与 夜
, 。
有关的常数 ; 19 5 3 年

,

H e o a e B〔, 〕
证明了

15 ( 、
,

f (万 ) ) 一镇
。 2“、 `一

青
.

( 1
.

1 0 )

1 9 5 9 年
,

陈景润 4[] 将此结果改进为
:

15 ( 、
,

r (、 ) ) ! 成
尸 3`’ +

会、
` 一

老
,

( 1
.

1 1 )

1 9 7 5 年
,

H e q a e B〔S J 又得到

一s ( 、
,

r ( x ) ) 一钱
。 5` 2` ,。 g * : `一

青
.

( 1
.

1 2 )

1 9 7 7 年
,

陈景润
L6 ,证明了

! s ( 、
,

r (二 ) ) l 毛
己 `一 * 、 ’ 一

专
,

( 1
.

1 3 )

同时
,

C T e u K : 「, J
得到

15 ( 、
,

f ( ` ) ) } 镇
· “+ 。 ““ ,。 · “ ,、 ’ 一

专
,

1 9 5 2年
,

作者
〔吕,指出

,

}S ( 。
,

j ( : ) ) } 毛
。 2

·

” , 。 ’ 一

青
.

最近
,

戚鸣皋和丁平 9[] 算得

! S ( 、
,

r (工 ) ) ! 毛
。 2 *、 ’ 一

青
,

现在
,

作者又将此结果改进为
:

定理 2
.

设 及) 3 是一个整数
,

f ( x ) 一
。 *产 十 … + 。 lx + 口。 是一个适合条件

心
,

q ) ~ l 的整系数多项式
,

那末

( 1
.

1 4 )

( 1
.

1 , )

( 1
.

16 )

a l,
…

,

}S (宁
,

f ( x ) ) ! 蕊
e ` “ 5咬宁

附注 1
.

当 友) 12 时
,

可算得

}s ( q
,

f ( 劣) ) } 钱
e `

·

’ `友q

( 1
.

1 7 )

, 一

青

二
、

基 本 引 理

引理 .2 1
.

设 p 成 伏 一 l) 又万三是一个素数
,

则对 l 簇 y 成 友一 1
,

有
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妙 (y
p是

(2
.

1)

又设 p是一个 蕊 以 一 l )万万 的素数
,

则对 2 簇 y 成 友一 l
,

P七 ( y
-

证
.

不等式 ( 2
.

1) 可见文献 L6] 中引理 5 的证明
.

现证 ( .2 2 ) 式
.

若 左~ 3

P 成 (交一 l) 万石推出 p ~ 2
,

又此时 y 一 2 ,

所以不等式 ( .2 2 ) 成立
.

对 夜) 斗
,

( 2
.

2 )

则由条件

取 f
l

( y ) =

, 一 ;偌
,

则 f ; ( , ) 一 1 一 些尹 ,釜
,

f ;
,

( , )

一 (
.

经尹、
’ ; 专< 0

.

因当 , 、 。 时
,

( *一 l )六 、

左
’ 一

“ 一 \ 友 /
- -

一
’

一”

一

天 天

2烈 又 当 及一 斗时
,

由 P 镇 以 一 l) 夏不 可知 夕仅能取 2 和 3
,

故当 夕 一 2 时
,

有 尹2/ 镇 2
.

因

左

此
,

当 及) 4 时
,

f
,

( 2 ) ) 0
.

又由 P 毛 (友一 l 》 了玉
,

可得 f
l

(友一 l ) ) O ,

且当 及) 斗时
,

j;( 2 ) ) 0 ,

所以 ( 2
.

2 ) 式成立
.

现设
。

(工 ) 一
。 ,二“ , 。 叮

( 二 ) 一
。 , 冗 ` x ` q .

对一个非负整数
口 和一个整系数多项式 g伽 ) ~

b
, x ”

+ … + b , x + b。 ,

记号 P
“

119 (二 ) 表示二个条件 p
“

}( b
, ,

b
, 一 1 ,

…
, b o

) 和 p
“ + `

十(右
: ,

b
。 一 1 ,

…
,

b0 ) 同时成立
.

引理 2 .21
2 , .

设 p 是素数
,

f (劝 一
召 *扩 十 … 十 a lx 是适合条件 p十(入

,

…
,

al ) 的整系

数多项式
,

且 P
`

11(友
a , ,

…
, 2 a 2 , a l

)
.

设 拼 为同余方程

’

( 劣 ) 二 o ( m o
d p

`+ `

)
,

o 廷
x

< p ( 2
.

3 )

之一根
.

又设 尸 !!(了(那 十 Px) 一 f( 那 ) )
,

则

1 毛 , 毛 毛 ( 2
.

4 )

引理 .2 3[ 幻
.

若 拼 ,

为同余方程

f
’

(二 ) 三 O( m
o d 户

` + `

)
,

0 ( x < p

的 。 s 重根
,

P
a

川( f ( , ` ,
+ P x

) 一 f( 产 z) )
,

则

2
、

( 『 s 成 m , + t + 1
.

( 2
.

, )

又设

g , ,

( , ) 一 f
口

j ( f( p , + 拜 ,

) 一 j (尸
,

) ) ( 2
.

6 )

及 户州。二今( , )
,

那末

『 z
十 t 护簇 阴 s + z + l

,

且 。 ,`

今( , ) 三 0 ( m o d 户
` ,+ `

) ( o 蕊 , < 户 ) 的解数不超过 。 ,
.

证明见文献 【8] 的引理 2
.

引理 2 :4 若 p 为奇素数
,

则当 二 ,

一 1 时
,

必有 价 二

当 m j 一 l 时
,

必有 价 一 t 十 1 及 it ~ 1
.

证
.

先设 p 为奇素数
,

我们有
`

( 2
.

7)

及 r , = 0
.

若 P = 2
,

则,乙

+动
尹̀ /`、一一,,

f ( P夕 + 环 ,

) 一 f (那
,

) = P夕f
’

(群 s ) +
f
’ `

(产 , )

2 !
+ ( P夕)

3
+ … 如 果 。 ,

一 1
,

则

矛
’ `

(拌
,

)荞 O( m o d 户
`+ `

)
,

即 户
, + ,

}lp
, 一

厂
h ) ( ”

7

)

又 p
` ’ `

}p
”

七离
~

二万 i
,

而对 p ) 3
,

当 人 ) 3 时有

沪门 ) h ,

此即 左中所含的奇素因子 P 的个数不多于 五一 2 ,

因此当 滩 ) 3 时有
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f( h’ (拼 ,

p
` + ,

! p
人

, -

飞飞

于是显然有 , ,

一 十 2
.

再因为当 p 是奇素数时
,

尸十 ,

}少厂 (两 )
,

因此 p 不能整除 g崎( y )的

一次项系数 户
,

f
` ’

(群i
) /户

“
s ,

即 ` , 一 0
.

若 P ~ 2
,

我们有

f
“ `

( 拼
,

)
f ( 2夕 + 产s ) 一 f (那s ) ~ 2夕f

,

(产 , ) + ( 2夕)
Z

f
“

( 芦 , ) / 2 ! + ( 2夕 ) 3一 飞万
一

十 …

由于 。 i ~ l
,

故 f” ( 产i ) 幸 o ( m o d Z`+ `

)
,

而 2 `

! f
’ `

(产 , )
,

所以

f`
h ’ (群 , )

. , 一

f
` ’

( “
少

)
2

’甲川 Z
`

一
又 , - -

” 乙 甲
又 显 然有

2 `+ 人
12`

存二不万
.

当 左 ) 3 时
,

我们有 2` 一 ’

r“ ’
(产 , )

) h ,

即 人中所含因子 2 的个数不多于 h一 l
,

故当 左 ) 3 时
, 2 `+ ,

! Zh - -下下一 - .

因此
, 。 , 一 : + l

n 下

又当 m , 一 l 时
, 2 `+ ,

1}2
,

f
’ `

(拼 , )
,

从

而推出 2 11。心( , )
,

引理 .2 5
.

若

g , ,

( , )

所以此时 勺 一 1
.

~ 0 ,

则

f
”

( 拼
,

) f` , s+ 。 (产 s )

二 P
一 “

, ( Py f
`

(那i ) + ( P y )
2 一下万一 + … + ( P y ) ’

,+ ` 7二厂石丁石 :
乙 !

、 一

“ 气阴 ,
十 1 少!

~ g
工

(夕) ( m o d 户 )
.

及 t 委 l
,

则当 P ) 5 时
,

g ; ,

( , ) 三 P
一

aj

j
` ’

(产
,

) 、

p yf
’

( ” ,夕+ ( p y )
’

一万一 ) 一
9 2

( , ) ( m o d p )
,

~ 3 时
,

g , s ( , )

一 2 时
,

一 3一 (
3 ,`

’

( ; ,’ 十
j
”

(产
,

)
( 3 , )

,
一厄不一

f
“ `

(那 j ) \

+ ( 3 y )
,

一不一 )
~ 9 3

( y ) ( m o d 3 ) :

( 2
.

9 )

( 2
.

1 0 )

( 2
.

1 1)

、 , ,

( , )

若
t

~ 0 ,

则由引理 .2 3 ,

(拌 s )

f
’ `

(产
,

)
三 2一

口`
( 2 , )

,

一不 一 ( m o d Z )
.

『 s毛 脚 ,
+ l

·

但当 h > m ,

+ l时
, 。 , ,

( , ) 中 , 入

( 2
.

1 2 )

的系数证洲

万万 皆能被 p整除
,

因此 ( .2 9 ) 式成立
.

丹 丁

设pp--aj现当当渺

由引理 .2 4 ,

对奇素数 P ,

当 , ,

一 l 时
, , ,

一 + 2
.

如果 P ) 5
,

则当

妙一 > h
,

即 左中所含的素因子 p 的个数不多于 人一 3 个
.

因此
,

当 左 ) 3 时
,

尸十 3

人 ) 3 时
,

f“ ’ (产
,

)
!对

一 人

即 ( 2
.

1 0 ) 式成立
.

而如果 p ~ 3 ,

于 五一 3 个
,

故当 左 ) 4 时
,

则当 左 ) 4 时
, 3 h一 > h

,

即 五中所含因子 3 的个数不多

f
h̀ ’

( 拌
,

)
3 `+ ,

1
3` - 万厂

,

因此 ( “
·

’ ` ) 式成立
·

再由引理 2
·

4 ,

若 ; 一

则当 m j ~ l 时
,
价 ~

君 十 1
.

而当 人异 斗时
, Z h一 2

) 乃
.

故当 方异 4 时
, 2 `十 ,

Zh

j`
h ’ ( 产 , )

万仄万顶
~

,

又
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2`十 2

二 , )
,

衍 z ,

f
`” (产 , )

.

2 , 一
牙

~ ,

所以 ( .2 12 ) 式成立
.

引理 .2 611 0,1 1] .

设 互次整系数多项式 f (二 ) 一 。 *砂 + … + 。 1二 + a 。 适合条件 p十伽
` ,

…
,

且 P > 反
,

那末

15 ( ;
,

f (二 ) ) l 《 (及一 1 )丫下
.

( 2
.

1 3 ,

以下我们总设 两
,

两
,

…
,
产

:

是 同余方程 f (劝 三 o ( m od 尸+l ) 的 m od p 的不同零点
,

。 2 ,

…
,

m
,

(鸽 ) l) 分别是它们的重数
,

并记 。 一 。 ,
十 … 十 札

,

显然 m 毛 天一 1
.

引理 2
·

7『, , .

设

S; ,
, , ` 一 万

e , `
( r ( : ) )

,

( 2
.

1 4 )
公 = 1

二注拜 了( m o d p ,

15份
二 「~ 犷厂
尸 11

_ : _
.

L 气 P
’ `

S ( , `
一 `

i , g ; , ( , ) ) l
,

l > ` s ,

l 攫 价
,

( 2
.

1 5 )

引理 .2 8比 , ,
.

对任何适合条件 p十(
a , ,

…
, 。
口 和 川}f’( 劝 的整系数多项式 f (劝 一 。 * 万冷

+ … +
。 l x

+
。 。 ,

当 z ) 2 (
t + l ) 时

,

都有

}S ( ; ` ,

f ( 二) ) l ( 艺 15 , , , , `
1

.

( 2
.

1 6 )

若 p是一个奇素数
,

则对任何适合条件 p十(a
, ,

…
, 。
口 和 川!厂(幻

, 才 ) 1 的整系数多项式

才( 二 ) 一 4 * x 及 +
· ·

一
。 1二 + a o ,

当 l 一 Zt + l 时
,

也有 ( 2
.

1 6 ) 式成立
.

若 p 一 2
,

则对任

何适合条件 2幸(
a 、 ,

…
,

叭 ) 和 川丫(幻
, 才

) 2 的整系数多项式 f (幻 一 心产 + … 十 al 二 +

a 。 ,

当 z 一 2 ,
+ l 时

,

( 2
.

16 ) 成立
.

搜

引理 .2 9
.

设 及) 3 是一个整数
, 户是一个素数适合 灸 < p 成 `及一 l) 万二万

,

则对 任何 适

合条件 P十(
a : ,

…
, a * ) 的整系数多项式 f ( 二 ) 一 a * x 走 + 二 + a ; x + a 。 ,

当 l ) 1 时
,

15 ( ; ! ,

r ( 二 ) ,一毛 (友一 ) ;署
一 ’ ; Z(

!一

青)
.

( 2
.

1 7 )

证
.

对 卜
l

,

由 p 提 以 一 l) 六
,

15 ( ,
,

f ( 劣 ) ) 1毛 , 一矿
-

对 l ) 2 ,

我们 用数学归纳法证明

青;是一 p卜老镇 (友一 1 ) p是
一 `

p卜青
.

}s ( P`
,

f (二 ) ) 1成 , P

首先
,

当 l ~ 2 时
,

由引理 .2 夕和引理 .2 8 ,

骨
一 `

尹
一

裔
( 2

`

1 8 )

一s (犷
,

f ( 二) ) l ( · ; 一 , ,骨
一 ` 。’

(
`一

青)镇 。 。骨
一 `

矿(
1一

是

现假定命题对区间 〔 2 , l 一 1
_

1 中的 自然数皆成立
.

当 l ) 3 时
,

分几种情形讨论
:

l ) l 镇 价
,

这时油 引理 2
.

7 ,

引理 2
.

1 和引理 2
.

3 ,

,、
、 , , ,

! 、 , 卜
! 《 ,冬

一 ’
, ` (

! 一

劲、 ,
等

一 , 2
(卜` ) 、 。 ,

,`一 , Z
(

1一

“
.

2 ) l ~ 价 十 1 ,

由引理 .2 5 ,

引理 .2 6 和引理 .2 7 ,

孺筋 赢献献 ::4J 麟琶蕊翩
一

~ ,
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15 , , , , `
! 一 ;

。

厂
,

! S ( ;
,

; 。 ,

( , ) ) I一 ;
。

j一 `

15 (。
,

。 ,

( , ) ) ! ( ;
·

s一 , ·

。 i。号
.

,

那末由 呜 簇 im + l,
反一2如果 m ,

镇

竺少
之

昌, , (
’ 一

青)镇 。 , ,是
一 `

; ` (
` 一

青)
.

如果 im >
反
2

,

“ z+ 1 _ 兰 z r
l 一 l 、

15。 , , , ` 1 ( 。 j户
~

~

飞
’

户
一

` 一 “ ,

簇 柳 了
户

则 。 ,

) 2 ,

于是 由引理 2
.

1
,

一、
,与

,

, 2
1 、 , 卜

1 、 。
等

一 ; Z
(

1一

, ) 、 。 ,
,是一 ; Z

(
1一

青)
.

3 ) l 一 价 ) 2
,

此时 由归纳假设及引理 2 2 , .2 3 ,

15 , j
, , `

l 一 ;
“
厂 ,

15 ( , `
一

, ,

g
二 ,

( , ) ) l ( ,
。
厂 ` m ,

; 天 ( 阴 , p骨
一 ` p ,

(
1一

青

由引理 2
.

8
,

即得 ( 2
.

1 5) 式
.

因此引理 .2 9 得证
.

三
、

k = 3
,

p ( k 的情形

这时仅能取 p 一 2 和 3 ,

以及 公 ( 1
, t ,

成 1
.

令 H * ( x ) 一 入扩 十 … + al 二 是有理数域上的多项式
.

如果有一整数 q
,

使
e Z冗 i H左( x 十 “ ) 一

e Z二 , H 天( x 〕 ,

则称 q 为 刀* (工 ) 的周期
,

而把 H * (劣 ) 的最小正周期称为 H * ( 劣 ) 的阶
.

现以 B * (妇 记周期

为 q 的 左次有理系数多项式全体
,

而 B穿(衬 为阶是 q 的 左次有理系数多项式全体
.

引理 3
.

1〔̀
2 ,

.

若记

M *〔q ) = m
a x

,` ( x ) 、 “

育
(。 )

e Z兀 蔺月 ( x )
( 3

.

1 )

?

艺ēi一穿

则

M
Z

( 。 ) 镇 、 一 合
,

M
3

( 、 ) 毛 、 一 。“ “ 2
.

( 3
.

2 )

引理 3
.

2
.

设三次整系数多项式 j伽 ) 一
` 3 x 3

+ 4 2x ,
十 。 l x 适合条 件 3幸(

。 ; , 。 2 , 召 、

) 及

3 1}( 3夕 、 ,

2。 启 , 。 ,

)
,

那末

15 ( 3
2 ,

f ( 丫 ) ) l 提 3 , 一。
·

“ ` ,

毛 2
·

3蚤3奋
一` 3 2“ 一号, .

( 3
.

3 )

证
.

由条件 3十( 召
l , a Z , a 。

) 及 3 1}( 3 a 3 ,

2 a 2 , a l

) 可推出 3 }
a l , 3 l

a ,

及 3十
a 3 ,

于是对任意

整数
x ,

X
al一9

。

(少 ( 二 十 ; )
3
十 生 `二 十 ; )

2
+ 二 `二 十 : )

\ 夕 9 9 (兰 尸 十 全扩 +

又 3十( a ,
+

。 :
+

探 , 所以 粤八x) 的阶不能是 l ,

即 粤(j 劝 的阶是 : ,

所以由引理 3
.

1

, 甘

,“ ( , 2 ,

`( · ) , `一 `

1鑫
·

(粤 ){
、 3卜 。

一 、 2
.

3 2。 一丢)

引理 1 3
.

设三次整系数多项式

则当 l ) 1 时
,

有

}s ( 3` ,

f ( x ) ~
` 3 x 3 + 。 Zx ,

+
a l x

+ 。 。

适合条件 3于( 口
, , 。 2 , 召 、

)
,

j (劣 ) ) { 簇 2
·

3号3蚤
一 ` 3“ `一

合,
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证
.

1 一 l时 (. 3 4) 式成立
.

当 l一 2时
,

若
, ~ 0 和 , ~ 1 分别由引理 .2 8 和引理 .3 2

推知 ( 3
.

幼 式成立
.

现对 l ) 3 ,

用数学归纳法证明

15 ( 3`
,

f ( 万 ) ) } ( m 3号3晋
一 , 3“ `一

誉,
.

( 3
.

, )

当 l 一 3 时
,

若 君一 。 ,

则 3 ) 2 (
,

+ 1 ) ; 若
, 一 1 ,

则 3 ~ 2t + 1
,

故由引理 .2 8 得

}s ( 3 3 ,

f ( 二) ) }毛
; 3 ,

( m
·

3号3晋
一 , 3 3 “ 一晋, .

现假定命题对区间 3[
, l 一 1] 中的 自然数皆成立

.

当 l ) 4 时
,

分以下几种情形讨论
:

l) 由引理 .2 2 ,

吼 蕊 3 ,

故 l 成 价 的情形不发生
.

2) 1 簇 l 一 听 毛 2t
, ,

此时 寿 ~ 1
.

由引理 .2 4 ,

必有 m ,

一 2
.

于是 当 l 一 二 ,

一 l 时
,

15 。 , , ,`
l ( 3`一 `

一 3一舀,
一

3` (`一全’ 成 3全3` (̀ 一 全’ 城 m s 3`往一 ,

而当 l 一 价 一 2 时
,

由引理 3
.

2 及 ( .2 7 ) 式
,

有

阴 矛+ t+ 2

15 · ,
,
3`

一
3
“
厂 ’

}S ( 3 ’ , g · s ( , ) ) I毛 3· j+ 1一。一` ’
毛 3

一蕊 3子
一 。·

, ,` 3 ’ ( ,一
奇) 蕊 m s了圣3手

一 , 3 ` (1 一手) .

一 1
·

11 4 2 3 1 (1一

3 ) l 一 (r ,

= Z t , + 1
.

若 。 , 一 l
,

则由引理 2
·

4
,

价 = t + 2
, , ,

一 0
.

如果

那末 几 一 3 ,

此时对所有的整数 y
,

我们有

f” ( 尸s ) f
’

( 拌
,

)
g杯力 一 “

护 + 一了
一尹 十 一子

f
’ `

(娜
,

)
,

z f
’

( 产i
) 、

, 主 一石一 犷 十 戈凡 十
-万厂 夕 )

一 g
;

( y ) ( m o d 3 )
.

/ f
, ,

(拌 j ) 、

因此由引理 2
.

6 1一 百一
~

等 0 ( m o d 3 ) ,
,

\ V /

15 ; ,
,

川 一 3
`
厂`

15 ( 3 , g` ( , ) ) l一 3
`
厂 `

! S ( 3 , 。 , ( , ) ) l提 3
“
厂去

一 3`
一

` 3 ,卜 , ) 一 3
岑

一

` 3!卜 、 ) 、 m , 3、 3 、一 3了 (1一 、 ) .

而当 ` 一 。时
,

由引理 .2 5

}S; ,
,

川 一

和引理 2
.

6 ,

3
口 , 一 `

}s ( 3
,

及 听 成 3 ,

g ; ,

( y

川 一 3
`

j 一` 15 ( 3 , 。 1

( , ) ) }毛 3
“ , 一 羞

a
声+ 1

3 1任一奋) 钱 。 , 3圣3晋一
`
3 1 ( ,一

晋) .

若 幼 s ~ 2 , t s 一 o
,

则由引理 2
.

2 ,

有

a
i+ 1

{ s ; ,
,

川 毛 3 `一 `

一 3

丁
一 1 3 1 ( 1 -

《 3晋3 1。 一普) 蕊 m , 3备3手
一 ` 3 1 (`一手

若 , 2 , 一 2
, z ,

= l
,

则由引理 2
.

8 及 , ,

蕊 3 ,

有

}S , , , : `
{ 一 3 “ ,一`

}S ( 3 ,一 a
j

,

g , i ( , ) ) l成 3
口 ,一 ` , 53`一与一 1

口

广
Z t才+ 1

~ 脚 53
一 , 3 1 (`一号) 蕊 m , 3号3誉

一` 3 1 ( , -

劝 2( t ,
+ l) 砚 l 一 。 ,

毛 3
.

此时由引理 .2 8及 价 提 3 得到

}s · ,
, 3`

卜
3 “ i一 }S ( 3 `

一
,

; ; ,

( , ) ) t镇 , 13音一 3` (̀ 一丢’
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1

、 二 , 3

岑
一 3了( 1一 、 ) 、 。 , 3 , 3、一 3 2 ( 1一

, ) .

5 ) l 一 , , ) 4
.

}S;

此时由归纳假设及引理 .2 2 , 2
.

3
,

有
, , 3`

I 一 3
a ,一 `

15 ( 3 `一
“ , ,

g
, ,

( y ) ) I簇 3
· , 一 `。 , 3普3子

一 ` 3 “ 一 s’ “ 一圣,

一 , , 3
夸
一 3了。 一 *

) 、 , , 3、 3 *一 3之(! 一 、 ) .

再由引理 2
.

8 ,

即得 ( 3
.

劝 式
,

故引理 3
.

3 得证
.

引理 1 4
.

设三次整系数多项式 了(劝 ~ 。 3
尸 十 凡尸 + 内 x 适合条 件

2 {}( 3 a 3 , 2 a 2 , 。 :

)
,

那末当 m ) 1 时
,

! S ( 2 3 ,

f ( ` ) ) } 成 , z号2奋
一` 2 3“ 一奋’

.

证
.

由 2十( a l , a Z , a 3

) 及 2 }1( 3 a , ,

2 a 2 , a ,

) 可知 2 l
a 3 ,

2 }
a ,

和 2十a 2
.

f
, ,

( y ) = 6 a 3
y 十 2 。 2 ,

所以取
x ~ y + 2 。 ,

y = l
,

2 : z ~ O
,

l
,

2
,

3 ,

得到

2十( a , , a Z , a ;

) 及

( 3
.

6 )

由于

,“ ( 2 3,

`( · , , , 一 …鑫
一 ( , (· ) )

鑫
一

(
·

粤
+ 一。 3一 + 一 。

) J

一 {豁
( ,
溯身叮笋

十 ,

川
黑l鑫

一 (` (夕) ,

卜
y羊拌 i ( m o d Z )

若
,
一 l

,

则

}s ( 2 3 ,

f (二 ) ) ! 一 4 毛 , 2号2号
一 , 2 3 ` , 一

寺, .

而若
,

一 2
,

则 15 ( 23 ,

f伽 ) ) } 一 。
,

由此即得引理 3
.

4
.

引理 3
.

5
.

设三次整系数多项式 f ( 二 ) 一 召 ; x 3

十
a x Z

+
a l x 适合条件 2干(

a , , a Z , 口 ,

)
,

则

当 l ) 1 时
,

有

} s ( 2 ` ,

f ( 劣 ) ) l 毛 z
·

2号2奇
一 ` 2 “ `一

备, .

( 3
.

7 )

证
.

当 l ( 3 时
,

15 ( 2 ` ,

r (劣 ) ) 一簇 2 ,

一 2了2 , (! 一手) 簇 2
.

2 , 2蚤一 2` 、 1一
手) .

现对 l ) 4
,

用数学归纳法证明

15 ( 2 ` ,

f (劣 ) ) 】簇 。 2蚤2奋
一` 2 ` (`一 奇, .

( 3
.

8 )

当 l 一 4 时
,

因 2(
, 十 l) 毛 4

,

故由引理 .2 8 得

}S ( 2 ` ,

l (` ) ) l镇 艺 }S , ,
,
2 4

}
.

( 3
.

9 )

若 m
,
一 1

,

则由引理 .2 4 ,

由此及 2十(
a , , “ : , 。 3

『 i 一

可得

g , i ( , ) 一 Z a , , , +

z + l
, t i 一 1

.

又由 ( 2
.

5 ) 式及
君毛 l ,

得出
, ,

2 】a 3 , 2 }
a ; ,

和 2十
a 2

.

于是
,

f“ ( 拼 , ) f
`

(产 z) j
’ `

(拌 i ) f
’

(群 s )

一百一 尹十
一

万一 y 三 一万一 犷十 - 厄- ,

~ g ,

( , ) ( m o d 4 )
,
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f
’ `

(拼 z) I t
’

(脚 )
而 Z x

一 -下二一 -,

2 1~ 二犷一 ,

因此
,

` l `

g ,

( 夕 + 2 ) 三 g ,

( , ) ( m o d 4 )
, g ,

( 0 ) 等 g ,

( l ) ( m o d 4 )
,

即 粤
; ,

( y ) 的阶为 2
.

由引理 3
.

1 (也可直接算得 )
斗

! S ; , , 2̀

l 一 2 15 ( 2 , , ; 构 ( , ) ) l 一 2 15 ( 2 , ,

g
,

( , ) ) }簇 2` M
Z

( 2 )

蕊 2 : 一 2音
一

香2“ `一
晋’ ( 。 , 2 , 2、一 2 4、 1一 、 )

.

若 二 i 一 2
,

则显然有

}s
; , , 2 4

! 毛 2 3

一 2奋
一 ` 2 4`卜晋, ( 。 , 2 , 2、一 2 4 ( 1一

今) .

由此
,

由 ( .3 9 ) 式可知当 l ~ 4 时命题成立
.

现假定命题对区间 【斗
, l 一 11 中的自然数皆成立

.

当 l ) 5 时
,

分以下几种情形讨论
.

l) 因 听 蕊 3
,

所以 l 镇 -io 十 l 的情形不会发生
.

2 ) l 一 氏 一 2
,

若 鸽 一 1
,

则由引理 .2 4 ,

马 ~
t

+ 1 毛 2
,

即 l 成 4
,

这种情形现也

不会发生
.

若 鸽 一 2 ,

则

}、
二 ,

, 2王
1成 2卜 1

一 2

等二一
2 !一 、 , ( , , 2 , 2、一 2 2 (卜 、 )

.

3 ) l一 , ,

一 3
,

若 m , ~ l
,

则由引理 2
·

4 , 。 , 一 t + 1
, r ,

一 因此
,

g二s ( , ) 三
(那 i ) f

”
(群

,

)
.

子一 十 2
一于

一
~

y m( od 斗)
.

f
“

(产
,

) . f
`

(拼
,

)

由于 2十下歹一
,

2

{万一
所以 或切 三 O ( m od 4 ) 恰有一解

,

于是由引理 3 4 和引理 2
.

2 ,

! S二i
, 2 `

! 一 2“ ,一 `

! S ( 2 , , : 二 ,

( , ) ) l蕊 2
“
厂 `。 52 ,

蕊 。 , 2号2合
一 ’ 2“ ,一 告’

.

若 构 ~ 2
,

由 丐 成 3 有

}s ; ,
.
2了

{ 蕊 2卜 1一 2
军

一 2之( 1一
,

) 、 。 , , 2、 2*一 2了〔! 一 、 )
.

4 ) l 一 价 ) 4
.

这时由归纳假设及引理 .2 2
,

}S ; ,
,

川 一 2 “ i 一 `

15 ( 2 `一 “ , , g 二 I (刃 ) } 毛 2
“

j一 ` m 52号2奇
一 ` 2 “ 一 s ’ “ 一圣’

成 m i Z蚤2合
一 12 1 ( l一晋) ,

再由引理 2
.

8 ,

( 3
.

5) 式成立
.

因此引理 3
.

, 得证
.

四
、

k妻 4
,

p ( k 的情形

现设
` (对 一 !蝉 j

.

L 10 9 P J

引理 .4 1
.

若 柳 ,
~ 1

,

显然
, t , t i 镇 , (户 ) 及 t

( 2 ) 妻 2
.

( 4
.

1)

证
.

由引理 .2 4 ,

。二
, ( , ) 三

则

}S ( 2 ’ , g , s ( , ) ) } ( 2 , ·

价 ~ t 十 1 ,
it 一 1

.

于是

+ 2

` ,

( 拼
,

)

2 t
夕 ( m o d 4 )

, g祷( , ) 三
f
’ `

(拼
,

)

2求

·

2 ( m o d 4 )
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及取 y一 x十 2。 , x
~ l

,

2 ~ 0
,

1
,

2
,

3
,

、15 ( “
, , 。 ; ,

( , ) )卜 }艺
e 23

( 。
, ,

(二 ) )艺
e Z

(
~

全三i旦
二

+ 丝全2
二 2

鑫
一 ( 、

· ,

(· , ,

鑫
一

((今尸
+ f” (拼

,

)
,

一
. ` 、

二 十 j兰些
/ 2

`

|川训
.

.

.

l
er
.......

l
z

J

么一 2 {艺
e 2 3

( : 。 帕 ,

争 ((留
、 f

`

工心 十

国 f
’ `

(那
,

) 、
n , _ _ _ 」 。 、 。二 、、 l

F立】
- -一 万

—
二共 { U 、 l l l U u ` / ,

尸 l 卜认
之

咨

才竺( 进二应
二

、
2
不

/

:t( 色 2
: 十

2多

/ f
’

( 群
/

) 二
口

—
丁 ;一

, -

戈2
` , `

f
`

{( 声̀ 2、 二 o ( m o d Z )

2
`

/

恰有一解
,

因此引理 4
.

1 得证
.

引理 4 :2 《 ) 4 ) 次整系数多项式 八劝 一 叔扩 + … + al x 适合条件 2十(
a 、 ,

…
,

红 )
,

则对 l ) 1
,

有

料! S ( 2 ` ,

f ( 二 ) ) } 钱 伙 一 一) 2
星{匹互丝 _ i

处 ( 4
.

2 )

证
.

对 l 毛 Zt
( 2 )

,

】S ( 2`
,

j ( 、 ) ) 1毛 2 ` ( 2碧
2 `(

1一

青)镇 (交一 1 ) 2 2 2 ( 2 ) + l

天

一 2 `(
1一

青)
.

现对 l 异 2` ( 2 ) 十 1 ,

用数学归纳法证明对任何适合引理条件的 反次多项式

}“ ( 2 ` ,

f ( x ) ) } 钱 切 2孟
`

常创
一 ` 2`(

1一

寿)
.

首先
,

当 l ~ 2 2 ( 2 ) + l 时
,

若 t
<

, ( 2 )
,

则 Zt ( 2 ) + l 李 2 ( t 十 I )
,

否则

2
,

于是由引理 2
.

8
,

}S ( 2`
,

r ( 二 ) ) } (
,

·

2 `一 ,

毛 、 2 王号卫一 : ` (
1一

斋)
.

f (二 )
,

( 4
.

3 )

t ~ ,
( 2 ) )

现假定命题对区间 [ Zt ( 2 ) 十 l
,

l 一 11 中的自然数皆成立
.

当 l > Zt ` 2 ) + l 时
,

分以

下几种情形讨论

1 ) l 簇 , ] ,

此时由引理 2
.

3 ,

引理 2
.

1及
t
( 2 ) ) 2

ts 。 ,
,

川 毛 2 `一 ,

毛 2 “ 2 、
一

士 ’
钱 2 “ 一 2

一 ` 一 “ ,

镇 。 , 2
乙土』

-

_ 1 2` (
`一

匀

毛 阴 , 2

2 ) l 毛 l 一 。 ,

书 Z t ,
.

若 , j

Z r ( 2) + 1

凌

一` 2` (
, 一

青)

一 1 ,

则 二 ,
~ t 十 1 , 句 ~ 1

.

于是

一 2

令
一 ’ 2`(

` 一

专)毛 m , 2丛笋一 : `(
1一

命)
,、 IJIIJ及

一
.二

了叮、̀
矛`

,̀S ; ,
,
2`

i 簇 2 `一 `
毛 2

“ I + Z t矛_ i

几

而若 幼 ,

》 2
,

则由引理 2
.

3 和 ( .2 2 ) 式
,

及

}S。 ,
,
2`

l 蕊 2

“ z+ Z t 夕_ 1

2`(
`一

裔)毛 2

t ,

钱 t ( 2 )

巾护+ `+ t , + 1 _ -

2`(
’ 一

青)毛 m , 2丛半
里一 ’ : ,

(
1一

青)
.

3 ) l 一 , ,

一 2 2 ,
+ l 若 。 ,

一 1
,

则 it ~ 1 ,

由引理 4
.

1

[S`
, 2 ,

!
一 2

·

厂
1

一、 ( 2 3 , 。、 ( , ) ) . 、 2、

一
2

罕
一 2! (!

一

` ) 、 。 , 2 2 , ( 2 ) + 1 _ ’ 2`(
`一

青)
,
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而若m j)2
,

则由引理 .2 3 及 , ,

( 乞

一s 。
,
2!

z 、 2卜 ! 、 2

罕
一

4 ) 2 (
t ,

+ l ) 钱 l 一 。 , 镬 Zt
( 2 ) + 1

.

.
、

2
.

2`(
1一

青)攫 , , 2

鹦
一 ’

此时由引理 2
.

8 , 2
.

2 ,

15
; ,

,
2`

l 一 Zd j一 `

15 ( 2 `一 “
i , g均 ( ,

,

) ) }镇 2
“

i 一` m i Z`一 “ j一 ,

眨 m i Z

` i+ Z t ( 2 ) + 1

此

镇 m 12

5 ) l 一 。 ,

) 2 ( t
( 2 )

15。 , , 2`
l

二

鹦
一 2 !

(
1 一

青)
.

+ l )
,

此时由归纳假设及 价 攫 友
,

有
2 2( 2) + l

2“ ,一 ,

15 ( 2 `一
“ ` , 、 。 ,

( , ) ) l成 2『 ,一` m , 2
一

下一
( l一 口 z )

一

)

一 , 2`(
`一

青)

L

`一

专)

Z
r

( 2 ) + 1

镇 m , 2 灸

因 l ) 2 ( t ( 2 ) + l ) ) 2 ( t + l )
,

4
.

2 得证
.

引理 .4 3
.

设 p ( 反是奇素数
,

一 ` 2`(
’ 一

青)
.

故由引理 2
.

8 ,

( 4 3 ) 式对 l 妻 Zt ( 2 ) + l 皆成立
,

即引理

则对适合条件 p十(心
,

…
, a ,

) 的整系数多项式 了(幻 一

a 林夜 + … 十
。 lx

,

当 l ) 1时有

一s ( , `
,

r (二 ) ) I ( ( 、 一 1 ) ,巡黔
一 , ` (

! 一

青 ( 4
.

4 )

证
.

对 l ( 2t (刃
,

因 及) 4 时
,

反
~ 目

蔺一 成 左一 l
,

一s ( , `
,

r (二 ) ) ! 镇 , `簇 。半 ; ` (
’ 一

青)一 ,
1一

借,

故

半。贵
一 `

; ,
(

1一

是

提 *号 ;
一

巫`
履也

一 ’
; ’ (

` 一

青)毛 ( * 一 , ) , 业玉是巴一 。!
(

1一

青)
.

现对 l ) 2t (刃 十 1 用数学归纳法证明对任何适合引理条件的 及次多项式 了(幻
,

15 ( , `
,

r ( 劣 ) )一( m ,迎

瞥
一 `

; , (卜裔)
.

首先
,

当 l 一 Z t ( p ) + l 时
,

若 才
<

t ( p )
,

则 Z t 伽 ) + l ) 2 ( t + l ) ; 否则

于是由引理 2
.

8
,

( 4
.

5 )

一 t ( p ) )

}S ( ; Z ,

j ( 二 ) ) 一毛
·

广
1

一
, 三签巴

一 ’

矿(
’ 一

青) ( 。 。
.

三

竖丝
一 ; !

(
1一

青)
.

现假定命题对区间 【2t (刃 + l , l 一 l] 中的自然数皆成立
.

而当 l > 2 , (月 + 1 时
,

分

以下几种情形讨论
.

l ) l 毛 , ,
.

此时由引理 2
.

3和引理 2
.

1 , t ( p ) ) l ,

}、、
, , 了
一、 , 卜

1 、 疗
一 ; 了(

1一

青) 、 ,竺更笼兰
一
声(

! 一

` ) 、 。 沪宁
一 ; ! (

1一

` )

毛 m , ;
.

宝
竖也一 ,了(

1一

青)
.

2 ) 1蕊 l 一 。 ,

簇 Z t , ,

此时 t , ) l ,

由引理 2
.

4 ,

必有 。 ,

) 2
.

于是由引理 2
.

3 和 ( 2
.

2 )

式
, t ,

成 t (夕 )
,

15 `
, , `

! ( 广
,

( 户

a s+ Z t s一 i

走

, ` (
1一

` ) 、 ;竺己二青二己
一 , !

(
1一

`

1一天
一lP
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P
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.
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’
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气 .I
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一

m i ~ l ,

则 。 , ~ t + 2
, t , ~ 0

.

如梁
才 ~ 0 ,

那 末由引理
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2
·

5和引理 2
·

6
,

及 J ,

一 2
,
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,
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} 一 户

一 ,
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,

g
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}s ( , , ; 1
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·
厂 告
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一 ` ,价

一

动、 , 沪卫丛督丝一 , (
一

.)t
如果 t 〕 l

,

则由引理 2
.

苏和引理 2
.

6
,

当 P 多 5 时有
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,
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,
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,

g
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一 `
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,
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去
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一
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岸
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一
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一
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一
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,
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·

,
,
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,
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,

9
3

( y ) ) }
.

由 l 一 叮 ,

十 l 一 ` 十 3 ) 2( ` ( , )

推知此时 才 ~ 1
.

因这时对所有的整数 y
,

; 、

(力 一 乙(三2 , 十理二 )
一
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3
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、 + 厂位少
一

,
,

2
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,

3
`

6
一

3 ! \ 多
`

3二 ./ 6

又 r
, ,

( ; ,

) 鬓 。 `m o d 3 2

)
,

即 对 f
’ `

伽立
,

所以由引理 2
.

6 ,

有

6

}S· ,
,

3`
1毛 3

·
厂 `

一
, 3老

一
圣3 `(

`一

青) ( 阴 , 3呈丛
臀卫

一 3` (
1一

青)
.

若 , ,

) 2
, t ,

一 O
,

则由引理 2 3 和 ( 2
.

2 ) 式
,

l、
。 ,

,

。了
} 、 。卜 1 、 。

罕
一 ;

!

(
1 一

)̀ 、 水沪宁
一 , , (卜`) 、 。 ,

,

鹦
一 ; 了(

!一

老)

而当 。 ,

) 2
, , ,

) l 时
,

由引理 2
.

5
,

引理 2
.

2 和 , ,

毛 t伽 )
.

口 ) + 2 t 2+ 1

{S; ,
,

。`
}毛 m ,

广
2

一 。 , ; 一一不
.

一“ , ` (
`一

食)毛 。 沪望令
士上一 `

; ` (
`一

青

4 ) 2 ( , ,
+ l ) 提 z 一 二 , 镇 2 2 ( p ) + x

.

此时由引理 2
.

8 和 。 ,

簇 友
,

有

}S ,` j
,

。 `
! 毛 m , , `一 2

5 ) l 一 。 ,

) 2 ( t ( p ) + l )
.

、 、 , ,竺共
￡里一 ; 了(

1一

` ) 、 。 ,。

粤
l一 。了(卜 、)

.

此时由归纳假设及 , ,

攫 屯

}“
· , , , `

卜
。

“
厂 ’

! S (。
`

一
,

g
; , ( y ) ) {钱 , ·厂 王、 沪卫气匕

一 ’ , 兀̀一
,
(

1一
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令
一 ; ` (

1一

青) 、 。 ,。三肾坦 一 ;
Z

(
1一

爱)
.

再由引理 .2 8 ,

当

里丝迎止
_ l

~ 功 7 P 人 P

l > 2 , (户) 十 l 时
,

}s ( ,
` ,

r ( : ) ) } 成 艺 }s 。 ,
,

, ,
}

,

即 ( 4
.

5) 式成立
,

因此引理 4
.

3 得证
.

定理 1 的证明
.

对 左~ 4 , P ~ 2

五
、

定理 的 证 明

先讨论 p 簇 天时的情形
.

当 反~ 3 时
,

由引理 .3 3 和引理 .3 5 ,

! S` , , ,

r ( 万 ) ) l 毛 2 ; ` (
`一

裔) ;

由引理 4
.

2
,

15 ( 2` ,

f (二 ) ) i簇 3
·

2洽2 “ `一 : ’ 《 4
·

2`。 一全’
,
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对 畏一 4
,

P 一
,

由引理 4
.

3 ,

}s ( 3` ,

f ( x ) ) 1蕊 3
·

3寻
一 , 3“ `一

奋, 成 3
·

3 , “`一最

对 反~ 5
,

6
,

:
{鱼
旦左

一

1成
:
口9丛1一

4 成 友一 1 ;

L l o g P J L l o g Z J
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,

咏互
一

1城
2工旦亘
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左簇 2如g 左成 * 一 1
.

lo g P」 fo g P 10 9 2

f...........

.
胜

2

因此由引理 4
.

2 和引理 4
.

3 ,

当 、 ) 。 时
,

一s ( , `
,

r (二 ) )一毛 ( * 一 l ) , ,
(
` 一

青

对 , < p钱 `* 一 1 )、七
,

由引理 .2 9 ,

} s ( ; `
,

r ( 二 ) ) 一提 *是扩(
! 一

青

而对

由文献 [ 6 ] 的 ( 1 0 ) 式
,

(友一 1 )广: < , 蕊 (天一 )六
,

}s ( , `
,

r (二 ) ) l 《 `友一 1 )六 , ` (
`一 :

于是定理 1得证
.

定理 2 的证明
.

现设 X * 一

理 4
.

2和引理 4
.

3 ,

有

( * 一 1 )六
.

由文献 L8 1的引理 l ,

引理 3
.

3
,

引理 3
.

5 ,

引

! s (了
,

f ( 二 ) ) } (
e F `凌,夕 ( 5

.

1 )

其中
2一左十F (友)

一 (
1 一粤、 (
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(暮
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(
·
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一

含
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’
一 8 ( (“ 一 , ,” ’

1 1

(友) 一 1 2

(交) + 了3

(友)
.

用 ( 5
.

2 )式直接计算得 F`钓 成 1
.

8映
.

与文献 【91 的 ( 39 ) 式类似地得

( 5
.

2 )

对 3 ( 友〔 2 0 ,

对 左) 2 1
,

2 3
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及

些g (女一 l ) x 又 白( t )
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/
,

` :

只
一

二不 “ 夭
:

t 气一 i 一 不 10 9 2

.

0 0 l l 0 2 X
0

.

2 5

2 I X

0
.
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3 8

l + 生兰二兰鱼竺
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l 9

0
.
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l
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X

_
、
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/
_

.

.0 2 5 入
2
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—
落 I
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.

2 6 0 1 ( 5
.

3 )

、
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X
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,

直接代人计算得
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I、

(左)

友
簇 0

.

4 5 56 8
.

利用 二 (劝 10 9劣 一 。 (劝
,

当 / > 2 时是增函数
,

三 一 2

x 2

2 9 簇 友簇 4 0
, 1 1

(左)

左
簇 0

.

5 4 2 1 1 : 对 4 1 毛 左( 6 0
I ,

(左)

反

当 x ) 4 是减函 数 可 得
.

对

攫黑
x (

, ( 6夕。 ,。 、 、 9髦一 0 06 7 )。
传 1 -

镇 0
.

5 2 9 4 6 1 ; 而对 6 1 ( 交毛 1 0 0
, 1

.

r斤 ) 一 弓9
、 _ / / , n 、 、 ,

_
、

生竺竺 。 , _ _ 、 、
_ _ _ _ _ _ _ ,

一九七二一 头 一二 石 入 恤又 I U 。 夕拍g , 夕 98 一 叭 I U谷夕夕乓 之 U
.

) j j j o 传 ;

叹 6 1
`

,

(左)

当 友 ) 2 0 1 时
,

由文献 LS ] 的 ( 2 3 ) 式
,

1 1

(左)

左

些g (左二卫 2 {
X “

友 J Z

d t

2 10 9 2才
蕊 1

.

0 0 1 10 2
10 9 (反一 l )

友

(左一 1 )
l + 一互

一

友一 2

凌一 1

d t

10 9 2

ō

l
`/

l
、

天

“ 一 ` , ` 一

:
专十

(走一 1)
寺ù

1
.5

艺+
鼠一g)哎.0

ó.且
、

r

才
/、̀、

O
1+

(夜一 1 )

(左一 i )卫 /
2

(掩一 i ) 2 / 5

左一 2

d t

(天一 l) 告十轰
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10 9
2

10 9 “ z

、
一

夸、
I U g 石 /

一
`

l
`

+

ō

l
`产l、.1
`

+十

类似于文献 [ 9 ]的 ( 5 0 ) 式
,

左) 1 0 1 时
,

1
.

0 0 1 1 0 2
10 9 〔左一 l )

左

(夜一 1 ) 六

夜一 1

d t

l o g Z t

十

!

天
(凌一 i )灸一 2

l十 _」
_ _

(友一 i ) 走一 2

,

阵 )
10 g t /

产1.1,seé/已了、\

攫 1
.

O Ol l O Z X

1

10 0 9 9
一 l

1 0 1 x 10 9 1 0 0

火

(
,。 0 + 卫巴亘乙、毛

。
.

0 2。 8

\ /
, .

1 丫 /

1 1 ~ 卜 — !
\ 夕9 /

类似于文献 19 1 的 ( 5 1 ) 式和 ( 5 2 ) 式
,

左 ) 10一 时

1
.

0 0 1 1 0 2
i旦贤丛二创 ) 女

友 洲

d t

簇 1
.

0 0 1 10 2

一0 0去( 1 0 0畏
入

一
一 1 )

10 9 2 2 10 1 10 9 1 0 0

ō一
。,一。

n曰一11n甘一nU

X

x
又 一卫些生一 + 1

.

0 0 1 10 2

厂或 / 1
.

云 丫
“

l — 叶门

一 I
\ 2 1 2 /

、
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、

1
入 、 一 l 入 一\ 1 1 / 1 2
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.

2 5 6 4 2 十 0
.

0 9 9 2 9 一 0
.

3 5 5 7 1

刀 二 .

(左一 l )
,乃

2 气、 以之 { 丁号一一一厂厂一一了叮

友10 9 (左一 l )
( (友一 l) 犯 一 功 当 次) 10 1 时是减 函数

,

1
.
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反

簇 1
.
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, 。
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簇 1
.
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最后
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毛 1
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00 ll 02 x些 g)旦旦 x 3
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碗 7成 0
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l’ l l 3
.

1U I
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.
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.
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.
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左
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互
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左
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x
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。

定理 2 得证
.
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