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基于弦内角映射参数的多边形三角剖分快速优化

徐 辉 张树有
>浙江大学 H<MNH2国家重点实验室:杭州 BA$$#@C

摘 要 为提高三角剖分质量及其优化的速度:提出了基于弦内角映射参数的三角剖分优化算法:三角剖分优化

问题实质是凸四边形的对角线选择问题:在两个三角形组成的凸四边形中:将弦内角映射成两三角形公共边中垂

线上的映射参数值:经过证明映射参数与弦内角具有等价的三角剖分优化判别特性:因此三角剖分局部优化转化

为映射参数的判别问题O理论分析与实践表明:该方法实现非常容易:且映射参数计算简洁方便P快捷可靠:弦内角

映射参数判别方法避免了传统方法所必需的角度P半径距离计算:明显地提高了计算效率O
关键词 多边形 三角剖分 局部优化 弦内角 映射参数
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> 引 言

在 H2GH<MP有限元分析及机器人等领域中:
经常要处理这样的问题=在二维平面内对给定一组
散乱数据进行三角剖分:在三角域上构造插值曲面:

再以此为基础进行各种分析P计算及处理O因此:三
角剖分是其他许多问题处理的前提:优化的三角剖
分具有重要的实用价值:并一直以来为国内外学者
所关注?A@BAO
二维域内三角剖分常用的准则有最大L最小距

离准则PH5(6+0准则P最大L最小角准则P最大L

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

最小
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高准则!"#$%&&%’准则等(这些准则的基本出发点
就是尽可能避免平面三角形出现太尖的畸形)即三
角形内角过小(根据逼近论的分析结果可知)三角曲
面的逼近误差与三角区域的最小内角大小有关)为
提高逼近精度就应该避免出现过尖的剖分三角形)
这一问题在实际的应用中更为重要(
当前在多边形的三角剖分算法中)*+’,切耳

算法-./是一种简便易行的算法)但其剖分与扫描起
始点的选择有关0同时它也很难保证剖分所得的三
角形的形态质量)容易出现畸形三角形(只单纯地使
用 1%234’35三角剖分算法的剖分结果)可能会存在
畸形三角形)而文献-6/采用的三角剖分算法)按最
大7最小内角准则通过局部变换得到三角剖分)该算
法必须计算比较四边形中 8个三角形的 .6个内角0
采用 9$:;2%准则-</的算法则必需计算一个三角形外
接圆的圆心!半径以及圆心到第 8个点的距离)二者
的计算量比较多)自然局部优化速度也相对慢(
实际上任意一个简单多边形的三角剖分局部优

化)最终可归结为对四边形的局部优化(针对传统方
法的角度!半径距离计算量大!判别复杂或存在畸形
三角形等问题)提出了一种弦内角映射参数判别)根
据四边形任意一条边所对的两个弦内角)通过直线
参数化将弦内角映射为公共边中垂线上相应的映射

参数而直接判别三角剖分的优劣)该算法最大的优
点是避免了角度!半径距离的计算(理论分析和实践
均表明)该算法实现简单!运行稳定而且计算量显著
减少)非常有效地提高了剖分优化的效率(

= 弦内角的基本定义及性质

=>? 弦内角的基本定义
给定二维平面上任意域 @内的点集 ABCD.)

E)DF)FG<H)多边形三角剖分)是将多边形分解为
一系列相互不重叠的三角形)同时不产生新顶点的
剖分(
弦内角定义 四边形以对角线为分割线)可分

解为两组三角形)每组三角形包含两个不相重叠的
三角形)四边形的每个内角被对角线分割成了两个
子角)这两个子角中的任一个角为某弦C即四边形的
一条边H所对应的圆周角)这个圆周角称为弦内角(
如图 .C3H所示)四边形 IJKL可分解为两组三

角 形 MIJL 与 MJLK!MIJK与 MILK)内 角

NIJK被分割成 O.和 O6两个子角)内角NJKL被

分割成 P.和 P6两个子角)其中 O.为弦 IL所对的
弦内角)P6也为弦 IL所对的弦内角(同理)弦 IJ!
JK!KL所对应的弦内角分别为 Q6和 P.!R6和 Q.!R.
和 O6(

C3H弦内角与四边形的两种三角形划分

CSH弦内角之间的映射关系

图 . 四边形的两组三角形划分及 8对弦内角间

特定的映射关系

=>= 弦内角的等同性
根据弦内角的定义)由四边形两组不同的三角

划分可得到 T个弦内角)研究分析发现)这些弦内角
中每对之间存在着某种映射对应关系)如图 .C3H所
示为四边形的两种三角划分)图 .CSH表示出了弦内
角间的某种映射关系)其中上下!左右两组半圆分别
为四边形的一种三角形划分)这种特定的映射关系
所具有的性质称为弦内角的等同性(
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弦内角的等同性定义 在四边形 !"#$中%两
条对角线将四边形 &个内角划分为 ’个弦内角%若

()*+,%则 -,./)%(,*-)%+)./,%即一个不等式成
立%其余 0个不等式同时成立1
证明2
四边形 !"#$如图 )所示%弦内角间存在着如

下关系

-,3 ()4 /)3 +, 5,6
(,3 +)4 -)3 /, 5)6

图 ) 弦内角的等同性

在四边形 !"#$中%作对角线 $"的辅助线%延长
至7!$#外接圆 #)交于 8点%连接 !89#8%则有

/,4 :,3 +) /)4 -,3 :)
(,4 -)3 :, 506
()4 +,3 :) 5&6

由式5,6可得%若 ()*+,
()* +,; -,. /) 5<6

在式5&6中%若 :)=>5:)非负6%则 (,*-)
又知 "点在圆 #)的内部%所以 :,=>5:,非

负61
代入式506%得 (,*-)
(,*-)再代入式5)6可推得

(,* -); +). /, 5?6
即式5<695?6共同组成

()*+,; -,./); (,*-); +)./,
依据轮换性%同理可以证明其余的情况1
&个不等式中若取得其中的任何一个不等式%

即可得到其他 0个不等式@当然 &个不等式变成等
式时结论同样成立1故可以采用任何一个弦内角的
不等式来判断 ’个弦内角大小关系1

A 弦内角映射参数判别准则

ABC 弦内角的优化性判别
弦内角的优化性判别 若四边形 !"#$中最

初的对角线是 !#%经过比较%如 ()*+,%则需要把对
角线 !#交换为 $"@若四边形 !"#$中最初的对
角线是 $"%经过比较%如 ()*+,%则不需要交换对角
线@若 ()4+,%则四边形 !"#$保留最初的对角线1
证明2
四边形 !"#$中的 &个三角形共计 ,)个内

角%如图 )所示%-,9-)9/,9/)9+,9+)9(,9()为弦内角%
共同组成四边形 !"#$的三角剖分的可能候选最
小内角集合 D
D4EFG-,9-)9/,9/)9+,9+)9(,9()9H$!"9H$#"9

H!"#9H!$#I
最小内角集合是指包含了最小内角的内角集

合%经分析可知%最小内角集合内包含的内角属于四
边形同一个划分的两个三角形中%就是说最小内角
集合包含的有效信息等价于求取最小内角1

5,6-,9-)是H$!"的两个子角%所以 -,.
H$!"%-).H$!"1可以肯定H$!"决不可能是
最小内角%可以将H$!"从可能候选最小内角集合

D中剔除%同理%H$#"9H!"#9H!$#也被剔除1
形成四边形 !"#$三角剖分的新的候选最小

内角集合 DJ
DJ4EFG-,9-)9/,9/)9+,9+)9(,9()I

5)6()*+,的情形%根据已知条件 ()*+,%可以
将 ()从候选最小内角集合 DJ剔除%同理%由弦内角
的等同性可知%(,*-)%/)*-,%/,*+)%再将 (,9/)9/,
从候选最小内角集合 DJ剔除%形成为四边形 !"#$
三角剖分的最小内角集合 DK

DK4EFG-,9-)9+,9+)I
此时可以得到四边形 !"#$三角剖分的最小

内角 LMNO4MNOEFG-,9-)9+,9+)I%而最小内角 LMNO不
论取得 -,9-)9+,9+)中的任何一个%-,9-)9+,9+)都共
同属于三角剖分的同一组三角形7!$#与7!"#%
这组三角形既然包含了四边形 !"#$三角剖分的
最小内角 LMNO%则选取四边形 !"#$三角剖分的另
外一组三角形7!"$与7#$"要优于原来一组三
角形%因此交换对角线 !#为 $"1

()4+,的情形%由弦内角的等同性可知%(,4-)%

/)4-,%/,4+)%此时四边形 !"#$的 !9"9#9$&
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点共圆!"#$%&’()(*+,-!不论最小内角 "#$%等于
候选最小内角集合 +,中的哪一个角!都存在另外一
个角与之相等!并且二者分别属于两组三角形

./01与.2103./12与./02!也即两种三角
剖分的三角形最小内角相等!因此此四边形没有必
要交换对角线4
567 任意弦内角最大化
由弦内角的等同性可以得出结论!进行局部优

化时只要任意选取四边形的一条边作为弦!确定相
应的弦内角!再根据弦内角的优化性判别就可以完
全有理由判定出选择哪组三角形划分为四边形的最

优三角剖分4弦所对的弦内角小!则放弃选择包含该
弦内角的那组三角形划分8反之!弦所对的弦内角
大!则保留包含该弦内角的那组三角形划分4
565 弦内角映射参数判别准则
根据任意弦内角最大化!进一步推论具体的判

别99弦内角映射参数判别!四边形中有公共边的
两个三角形确定了四边形的相邻三条边及其相应的

三条中垂线!在公共边中垂线上取得一个特殊点

99垂足!以垂足和公共边的端点坐标变化值构造
中垂线的直线参数方程!再通过和另外两条中垂线
共同求解交点时!便将弦内角映射到了公共边中垂
线上!得到弦内角的映射参数值!该映射参数值直接
反映了弦内角的大小!因此!根本不需要求解交点的
具体坐标值4
一条弦所对弦内角的大小由对应的映射参数值

来判定!映射参数值大!弦所对的弦内角越小!则放
弃包含该弦内角的那组三角形划分8反之映射参数
值小!弦所对的弦内角大!则保留包含该弦内角的那
组三角形划分4
如图 :所示!:条中垂线 ;<=>?3;@=A?3;B=C?!

其中 >3A3C分别为各自直线的参数!点 D为 ;B=C?
与 /0的垂足点!利用点 E<3E@在公共边同一中垂
线上的便利条件!点 E<3E@在 ;B=C?上的参数值

)C<)3)C@)即为弦内角 F<3G@在 ;B=C?上的映射参数
值!其中)C<)&)DE<)3)C@)&)DE@)!由映射参数值

)C<)3)C@)就完全可以判别弦 /0所对的弦内角

F<3G@!并最终达到多边形三角剖分局部优化的判别4
在三角剖分中!当公有一条边的两个三角形不

满足弦内角映射参数判别时!即公有的边不是局部
优化!通过交换对角线可以生成这 H个点的另一种
三角划分4这个过程称为三角划分用弦内角映射参
数判别进行局部优化4

图 : 弦内角映射参数

I 基于弦内角映射参数判别与分析

I6J 弦内角映射参数判别
以一个多边形的三角剖分为例!描述基于弦内

角映射参数判别的多边形三角剖分优化算法!由多
边形顶点的凹凸性!构造三角形表!由两个相邻三角
形组成的四边形任意一条边所对的两个弦内角!根
据弦内角映射在公共边中垂线上的映射参数值大小

进行三角剖分的优化4
判别过程如下K
=<?从散乱数据中按逆时针方向顺序读入多边

形的顶点!并建立双向循环链表4
=@?计算出双向循环链表中每个结点的凹凸

性4
=:?若链表中还存在 :个以上的结点!则转步

骤 @!否则转步骤 H4
=H?由链表中最后 :个结点所对应的多边形顶

点构成一个三角形!删除链表中最后 :个结点4并形
成一个三角剖分的三角形表 LMN4

=O?以弦内角映射参数判别进行局部优化变
换!得到优化的三角剖分4

P 从三角形表 LMN形成三角形网格的边表

QN4
R 取得边表 QN中的每一条非边界边!转到步

骤S4
S 以次边为邻接条件取出 @个相邻三角形!构

成一个四边形4
T 如果这个四边形是凹的!则不做任何处理!
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转步骤!"如果这个四边形是凸的#则转步骤$"
$ 按照弦内角映射参数判别进行计算%比较两

个弦内角在公共边中垂线上的映射参数值#从而确
定两个弦内角的大小关系#最终确定采取哪一条对
角线作为三角剖分的边"

& 如果没有需要交换的非边界边#则结束#否
则转步骤’"
()* 计算量分析
现以一个四边形的局部优化为例#最小角最大

准则算法需要计算四边形的 +,内角#求每个三角形
的最小内角#再进行比较得出四边形最小内角-
./0123准则算法需要求得一个三角形外接圆的圆
心#计算外接圆半径%圆心到第 4个点的距离#最后
比较半径和距离的大小#其方法不能利用参数的便
利-而弦内角映射参数判别算法充分利用三角形公
共边参数化中垂线的纽带作用#只需计算比较两个
弦内角映射在公共边中垂线的相应映射参数值即

可#以上算法的计算量比较如表 +所示"
表 5 局部优化方法计算量比较

最小角最大准则算法 ./0123准则算法 弦内角映射参数判别算法

计算内容

+%计算 +,个内角-

,%求每个三角形的最小内角-

6%比较四个三角形的最小内角-

+%计算一个外接圆的圆心-

,%计算外接圆半径-

6%计算圆心到第四个点的距离-

4%比较半径和距离的大小-

+%计算两弦内角映射在公共边中

垂线上的映射参数-

,%比较两映射参数大小-

计
算
量
比
较

加法运算7次8 69 ,, +4
乘法运算7次8 :9 ,9 +9
开方运算7次8 +; 9 9
三角运算7次8 : 9 9

从表 +的计算量分析得出#基于弦内角映射参
数判别的三角剖分优化不仅处理过程简单#而且计
算量大大减少#6种算法的复杂度都是 <7=8#但弦
内角映射参数判别算法的计算效率明显优于传统计

算./0123准则%最小角最大角度值算法"在实际三角
剖分中#由于往往需要大量重复调用剖分局部优化
计算#因此提高三角剖分的局部优化计算效率具有
重要意义"

> 实 例

图 47?8所示的是人脑后部局部区域的一个三
角剖分#图 47@8所示的是在图 47?8三角剖分基础上

采用弦内角映射参数判别算法进行局部优化的结

果#图 47@8中深色线为经优化的对角线"该实例含
有 +A94个点 ,;:6个三角面片#在 BCAA9长城微
机上进行优化重复运算 +99次#表 ,给出了实例优
化的 6种算法运算时间结果比较情况#其中最经典
的 ./0123准则算法的耗时几乎是弦内角映射参数判
别算法的 ,倍#最小角最大准则算法的耗时是弦内
角映射参数判别算法的 ,,倍多"

表 * 实例优化的运算时间比较

最小角最大

准则算法
./0123
准则算法

弦内角映射参数

判别算法

计算时间7D8 E):A64:9 9):;9:9; 9)46,,6A

倍数 ,,):9+ +)EEF +

7?8人脑后部局部区域的三角剖分 7@8弦内角映射参数判别优化的结果

图 4 三角剖分结果比较实例
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! 结 论

三角剖分是计算机图形学"计算几何中的一个
重要问题#研究三角剖分局部优化算法对提高剖分
效率与质量具有重要意义$针对传统方法角度"半径
距离计算量大的不足#提出了弦内角映射参数判别#
三角剖分局部优化的问题就是比较四边形任意一条

边所对的两个弦内角#映射到公共边中垂线上的映
射参数值#从而避免了传统方法的角度"半径距离计
算$弦内角映射参数判别不仅方便简捷#而且非常有
效地提高了计算效率$
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