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摘要 齐性动力系统是由李群给出的一类特殊动力系统, 与 Diophantine 逼近等数论方向有着紧

密的联系. 本文概述关于齐性动力系统有界轨道的主要问题和结果, 并介绍它们与 Oppenheim 猜

想、Littlewood 猜想和 Schmidt 猜想等 Diophantine 逼近问题的关系.

关键词 齐性动力系统 有界轨道 Diophantine 逼近

MSC (2010) 主题分类 37A17, 11J83

1 引言

齐性动力系统是一类特殊的动力系统, 所在的空间为李群的齐性空间, 动力系统由群运算诱导而

成. 具体地, 设 G 是李群1), Γ 是 G 的闭子群, 并考虑齐性空间 X = G/Γ. 齐性动力系统关注 G 的另

一子群 H 在 X 上自然的平移作用,研究这一群作用的轨道和不变测度的性质,并考察当 H 中的群元

素趋于无穷远时群作用的渐近行为. 这样产生的动力系统包含若干经典的实例, 如常负曲率曲面的测

地流和极限圆流等.

在对齐性动力系统的研究中, 结合李群与动力系统的方法, 可以得到比一般动力系统更好的性

质. 例如, Ratner 定理表明, 对于幂幺的齐性动力系统, 轨道的闭包均为具有代数性质的子流形, 不

变测度也可以从代数的角度来分类 (参见文献 [1]). 对于其他一些重要的情形, 人们也猜想并部分证

明了类似的结果成立 (参见文献 [2–5]). 另一方面, 适当的子群 Γ (如 SLn(Z)) 可以包含丰富的算术
信息, 相应的动力系统与数论有着紧密的联系. 例如, 在 Diophantine 逼近方面, 以齐性动力系统为工

具, Margulis [6, 7] 证明了 Oppenheim猜想; Kleinbock和 Margulis [8] 证明了 Sprindžuk猜想; Einsiedler

等 [9] 对 Littlewood 猜想做出了重要的推进; Shah [10] 对 Dirichlet 定理的可改进性也证明了重要的结

果. 在代数数论和解析数论等领域, 齐性动力系统也得到了重要的应用, 参见文献 [11–15] 等.

1)本文中的李群指实李群. 齐性动力系统也关注其他拓扑群 (如 p-adic 李群) 的情形, 但在这里暂不涉及.
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对于重要的情形,子群 H 在空间 X 上的平移作用一般是遍历的. 这时,空间 X 中具有非稠密 H-

轨道的点构成零测集. 但是, 正是这些非稠密轨道反映了动力系统的复杂性, 并且体现了与数论问题

的联系.在对非稠密轨道的研究中,有界轨道、发散轨道、闭包或极限集与取定子集不相交的轨道等几

种轨道类型都得到了广泛的关注.

本文简要综述齐性动力系统有界轨道方面的主要问题和结果及其与 Diophantine逼近的联系.第 2

节介绍齐性动力系统的一般框架. 第 3–5 节按照子群 H 的不同类型, 分别讨论幂幺系统、多参数可

对角化系统、单参数可对角化系统的有界轨道的性质, 并介绍它们与 Oppenheim 猜想、Littlewood 猜

想和 Schmidt猜想等 Diophantine逼近问题的关系.关于发散轨道等其他类型非稠密轨道的研究进展,

可以参见文献 [16–18] 等.

2 齐性动力系统的框架

设 G 是连通李群, Γ 是 G 的闭子群, 并在齐性空间 X = G/Γ 上赋予自然的光滑流形结构. 如果

g ∈ G, 则 G 的循环子群 {gn : n ∈ Z} 在 X 上的平移作用诱导了离散动力系统

Z×X → X, (n, x) 7→ gnx.

类似地, 如果 ξ 是 G 的李代数 g 中的元素, 则单参数子群 {exp(tξ) : t ∈ R} 诱导了流

R×X → X, (t, x) 7→ exp(tξ)x.

更一般地, 齐性动力系统研究 G 的任一个子群 H 在 X 上的平移作用

H ×X → X, (h, x) 7→ hx

生成的动力系统, 考察它的轨道和不变测度等性质.

为了得到深刻的动力系统性质, 我们需要对子群 H 和 Γ 的选取加以限制. 首先, 我们希望 H 中

的元素可以趋于无穷远, 从而考察群作用的渐近行为. 于是, 假设:

(1) H 是 G 的非紧闭子群 (从而 G 也非紧).

另一方面, 在很大程度上, H- 作用的非平凡动力系统性质是由 Γ 的不连通性导致的. 为了简化条件,

假设:

(2) Γ 是 G 的离散子群.

此外, 为了应用遍历论中的方法和结果, 我们还假设:

(3) Γ 的陪集空间 X 上存在 G- 不变的 Borel 概率测度 µX (称为 Haar 测度, 存在时必唯一).

满足条件 (2) 和 (3) 的子群 Γ 称为 G 的格点子群 (lattice). 如果空间 X 是紧的, 则称 Γ 为余紧的

(cocompact); 否则, 称 Γ 为非余紧的 (non-cocompact). 如果 X 的子集 E 的闭包是紧集, 则称 E 为有

界集. 本文重点讨论 X 中的有界 H- 轨道. 这只在 Γ 非余紧时才有非平凡的意义.

我们给出格点子群的两个基本例子.

例 2.1 加法群 Rn 的子群 Zn 是余紧格点子群. 事实上, 空间 Rn/Zn 同胚于 n 维环面.

例 2.2 设 n > 2. 特殊线性群 SLn(R) 的子群 SLn(Z) 是非余紧格点子群. 本文记

Xn = SLn(R)/SLn(Z). (2.1)
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关于空间 Xn 上不变概率测度的存在性, 参见文献 [19]. 鉴于这个空间的重要性, 我们给出它的非紧性

的简短证明.

空间 Xn 非紧性的证明 如果 Xn 紧, 则存在 SLn(R) 的紧子集 K 满足 K · SLn(Z) = SLn(R),
此时有

K · Zn = K · (SLn(Z) · Zn) = (K · SLn(Z)) · Zn

= SLn(R) · Zn = Rn.

这推出,存在 K 中的序列 (gk)和 Zn\{0}中的序列 (vk)使得 gkvk → 0. 由于 K 紧,不妨假设 gk → g.

于是,

vk = g−1
k (gkvk) → g−10 = 0,

与 vk ∈ Zn\{0} 矛盾.

关于空间 Xn 中子集的有界性, Mahler [20] 证明了下面的判别法则.它在齐性动力系统与 Diophan-

tine 逼近之间起到了桥梁的作用.

定理 2.3 (Mahler 判别法则) 记 π : SLn(R) → Xn 为投影映射, 即 π(g) = g · SLn(Z). 设 S 是

SLn(R) 的子集, 则 π(S) 在 Xn 中有界的充分必要条件为 Rn 中的原点是集合 {gv : g ∈ S, v ∈ Zn} 的
孤立点.

并非每个李群都有格点子群. 可以证明, 如果 G 存在格点子群, 则对任意 g ∈ G, 有

|det(Ad(g))| = 1,

其中 Ad : G → GL(g) 是伴随表示. 另一方面, 任意非紧连通半单李群总存在余紧格点子群, 也总存在

非余紧格点子群. 而可解李群的格点子群 (如果存在) 只能是余紧的. 这些结论的证明和格点子群的

其他性质, 参见文献 [19,21–23].

齐性动力系统的一个基本定理是 Moore 遍历定理 [24]. 对单李群的情形2), 可以陈述如下.

定理 2.4 (单李群的 Moore 遍历定理) 设 G 是中心有限的连通非紧单李群, Γ ⊂ G 是格点

子群, 则 G 在齐性空间 X = G/Γ 上的平移作用关于 Haar 测度 µX 是强混合的, 即对任意可测集

E1, E2 ⊂ X, 有

lim
G∋g→∞

µX(gE1 ∩E2) = µX(E1)µX(E2).

特别地, 任意非紧闭子群 H ⊂ G 在 X 上的平移作用是遍历的, 即对任意 H- 不变可测集 E ⊂ X, 有

µX(E) = 0 或 µX(E) = 1.

Moore遍历定理推出,如果 H ⊂ G是非紧闭子群,则 X 中的几乎所有点的 H-轨道稠密.如果 X

非紧, 则有界 H- 轨道一定是非稠密的. 因此, 集合

{x ∈ X : Hx 有界} (2.2)

关于 Haar 测度是零测集. 在对有界轨道的研究中, 确定集合 (2.2) 的 Hausdorff 维数是一个重要的

课题.

最后, 我们给出齐性动力系统的两个最基本的例子.

2)Moore 遍历定理对半单李群的不可约格点子群也成立.
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例 2.5 (常负曲率曲面的测地流和极限圆流) 设 Σ 是体积有限的常负曲率完备曲面, 则它的单

位切丛 T 1Σ 同构于某个齐性空间 X = SL2(R)/Γ, 其中 Γ ⊂ SL2(R) 是格点子群. 在这一同构下, T 1Σ

上的 Liouville 测度就是 X 上的 Haar 测度. 考虑 SL2(R) 的单参数子群

D =

{(
et 0

0 e−t

)
: t ∈ R

}
, U =

{(
1 t

0 1

)
: t ∈ R

}
,

则 D 和 U 在 X 上的平移作用生成的动力系统分别对应着 T 1Σ 上的测地流和极限圆流 (参见文

献 [25]). 从齐性动力系统的角度对这两个流进行研究始于 Gelfand 和 Fomin [26]. 测地流和极限圆流

具有非常不同的性质. 例如, 当 Σ 非紧时, 测地流的有界轨道可以非常复杂, 而极限圆流的有界轨道

只能是周期轨 (参见文献 [27]).

关于齐性动力系统更详细的介绍, 参见文献 [25,28–30] 等.

3 幂幺系统

根据子群 H 的不同类型, 我们分情形讨论有界轨道的性质及其与 Diophantine 逼近的联系. 首先

给出几个定义.

定义 3.1 设 G 是连通非紧李群, Γ ⊂ G 是格点子群, X = G/Γ, H ⊂ G 是连通非紧闭子群.

(1) 对于 g ∈ G, 如果 g 上的线性变换 Ad(g)− idg 是幂零的, 则称 g 为 AdG- 幂幺的; 如果 Ad(g)

是可对角化的, 则称 g 为 AdG- 可对角化的.

(2) 如果 H 由 AdG- 幂幺的元素生成, 则称 H 在 X 上的平移作用为幂幺系统; 如果 H 中的元

素都是 AdG- 可对角化的, 则称 H 在 X 上的平移作用为可对角化系统.

幂幺系统和可对角化系统是齐性动力系统最重要的两种类型. 在某种意义上, 一般子群 H 的情

形可以约化为对这两种情形的研究. 例 2.5 中的极限圆流是幂幺系统, 而测地流是可对角化系统.

本节讨论幂幺系统有界轨道的性质. 值得注意的是, 由 Iwasawa 分解可以看出, 如果 H 是非紧单

李群, 则它由 AdG- 幂幺的元素生成. 因此, 本节的讨论包含 H 是非紧单李群的情形.

首先考虑 G = SL3(R) 和 Γ = SL3(Z) 的情形. 此时 X = X3 (见 (2.1)). 取 H 是符号为 (2, 1) 的

广义正交群的单位分支 SO+(2, 1). 它是非紧单李群. Margulis [6, 7] 证明了下面的结果.

定理 3.2 空间 X3 中的有界 SO+(2, 1)- 轨道总是紧的.

这个定理的背景是 Diophantine 逼近中的 Oppenheim 猜想. 数论中的 Meyer 定理表明, 如果 Q

是 Rn 上的非退化不定有理二次型, 则当 n > 5 时, 存在 v ∈ Zn\{0} 满足 Q(v) = 0 (参见文献 [31]).

Oppenheim 在文献 [32] 中猜想, 对于无理二次型, Meyer 定理在逼近的意义下也成立. 猜想的条件后

来被减弱为 n > 3, 严格陈述如下.

猜想 3.3 (Oppenheim 猜想) 设 n > 3, Q 是 Rn 上的非退化不定二次型. 假设 Q 不是有理二次

型的常数倍, 则对任意 ϵ > 0, 存在 v ∈ Zn\{0} 满足 |Q(v)| < ϵ3).

容易证明, 如果猜想对某个 n = n0 成立, 则它对 n > n0 也成立. 于是, 只需证明猜想对 n = 3 成

立. Cassels 和 Swinnerton-Dyer [33] 与 Raghunathan (未发表) 发现, 猜想与定理 3.2 中的断言是等价

的. 因此, Margulis 证明的定理 3.2 推出了 Oppenheim 猜想成立. 在这个证明出现以前, 人们利用解

析数论的方法, 证明了猜想对 n > 21 成立. Margulis 的证明基于李群 SO+(2, 1) 由幂幺元素生成这一

3)Oppenheim 猜想对于 n = 2 是不成立的: 容易验证, 对任意 (x1, x2) ∈ Z2\{0}, 有 |x2
1 − (1 +

√
2)2x2

2| > 1.
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事实, 以及幂幺单参数子群作用的动力系统性质. Oppenheim 猜想至今没有纯数论的完整证明. 关于

Oppenheim 猜想更精细的定量结果, 参见文献 [34–36].

下面简要说明定理 3.2 与 Oppenheim 猜想的关系. 考虑 R3 上的二次型

Q0(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 − x2
3,

则 R3 上的任意非退化不定二次型 Q 形如 Q = c(Q0 ◦ g), 其中 c 为非零常数, g ∈ SL3(R). Oppenheim

猜想与定理 3.2 的等价性容易由下面的命题推出.

命题 3.4 记 π : SL3(R) → X3 为投影映射, 则以下两个断言成立:

(1) 轨道 SO+(2, 1) · π(g) 是有界集的充分必要条件是

inf
v∈Z3\{0}

|Q(v)| > 0.

(2) 轨道 SO+(2, 1) · π(g) 是闭集的充分必要条件是 Q 为有理二次型的常数倍.

为了体现 Mahler 判别法则在齐性动力系统与数论之间的桥梁作用, 我们给出 (1) 的证明概要.

命题 3.4(1) 的证明 记 H = SO+(2, 1). 对任意实数 a, 群 H 在曲面

{v ∈ R3\{0} : Q0(v) = a}

的连通分支上的作用是传递的. 于是, 对于 v ∈ R3, |Q0(v)| 充分小等价于 infh∈H ∥hv∥ 充分小. 因此,

inf
v∈Z3\{0}

|Q(v)| = 0 ⇔ inf
v∈Z3\{0}

|Q0(gv)| = 0

⇔ inf
v∈Z3\{0}

inf
h∈H

∥hgv∥ = 0

⇔原点不是集合 {hgv : h ∈ H, v ∈ Z3} 的孤立点.

由 Mahler 判别法则, 这等价于轨道 Hπ(g) 无界.

注 3.5 命题 3.4 在高维时也成立. 结合 Meyer 定理, 这推出当 n > 5 时, 对任意和为 n 的正整

数 p 与 q, 空间 Xn 中的 SO+(p, q)- 轨道总是无界的.

1990 年代初, Ratner [37–40] 证明了测度分类定理、轨道闭包定理和等度分布定理等一系列重要结

果 (另外参见文献 [41]). 其中的轨道闭包定理如下.

定理 3.6 (Ratner 轨道闭包定理) 设 G 是连通非紧李群, Γ ⊂ G 是格点子群, X = G/Γ, H ⊂ G

是连通非紧闭子群. 假设 H 由 AdG- 幂幺的元素生成, 则对任意 x ∈ X, 存在 G 的包含 H 的连通闭

子群 L 满足

Hx = Lx.

容易由定理 3.6 推出定理 3.2. 另一方面, Ratner 的工作还推出如下定理:

定理 3.7 在定理 3.6的条件下, 如果 X 非紧, 则集合 (2.2)包含在 X 的可数多个真子流形的并

集之中, 从而其 Hausdorff 维数小于 X 的维数.

由于 Ratner 的工作, 对幂幺系统的定性了解已经比较完备 (参见文献 [1,42–44]). 但是, 从定量的

角度, 幂幺系统仍然有很多未解决的问题, 参见文献 [3, 45] 等.
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4 多参数可对角化系统

以下两节讨论可对角化系统, 即子群 H 中的元素都是 AdG- 可对角化的情形. 如果 dimH = 1,

则称相应的动力系统为单参数的; 如果 dimH > 1, 则称相应的动力系统为多参数的. 这两种情形的可

对角化系统具有非常不同的性质. 本节讨论多参数可对角化系统. 对于这种情形, 人们希望得到与幂

幺系统类似的性质. 但是, 这一计划还远没有完成. 现阶段已知的主要结果集中在 H 为 G 的极大 R-
分裂子环面的情形.

为了避免技术性的条件, 本文只考虑 G = SLn(R), Γ = SLn(Z), 并且 H 等于子群

A = {diag(et1 , . . . , etn) : ti ∈ R, t1 + · · ·+ tn = 0}

的情形. 注意 dimA = n − 1. 因此, 当 n > 3 时, 相应的动力系统是多参数的. 关于有界 A- 轨道,

Margulis [45] 猜想与定理 3.2 类似的断言成立, 即下面的猜想:

猜想 4.1 当 n > 3 时, 空间 Xn 中的有界 A- 轨道总是紧的.

关于这个猜想, 至今最重要的进展是由 Einsiedler 等 [9] 做出的. 他们通过研究 Xn 上 A- 不变测

度的性质, 证明了下面的定理:

定理 4.2 当 n > 3 时, 集合

{x ∈ Xn : Ax 有界}

的 Hausdorff 维数等于 n− 1.

可以证明, 空间 Xn 中存在紧 A- 轨道, 并且只有可数多个. 于是, 集合 {x ∈ Xn : Ax 紧} 的
Hausdorff 维数也是 n − 1. 因此, 猜想 4.1 在 Hausdorff 维数的意义下成立. Einsiedler 等 [9] 还证明了

下面更强的结果:

定理 4.3 设 n > 3, A+ ⊂ A 是有内点的子半群, g ∈ A+ 是内点. 考虑 SLn(R) 的子群

U(g) =
{
u ∈ SLn(R) : lim

k→+∞
g−kugk = In

}
,

则对任意 x ∈ Xn, 集合

{u ∈ U : A+ux 有界}

的 Hausdorff 维数等于 0.

利用极小集的概念,可以给出猜想 4.1的等价陈述. 对于 SLn(R)的子群 S和Xn的子集 Y ,如果 Y

是 S- 不变闭集, 并且 Y 中没有非空 S- 不变闭真子集, 则称 Y 是 S- 极小集. An 和 Weiss [46] 证明了

下面的定理:

定理 4.4 设 n > 3. 对于 1 6 i < j 6 n, 记 Aij 为 A 中第 i 个对角元与第 j 个对角元相等的矩

阵构成的子群, 则以下两个陈述等价:

(1) 猜想 4.1 对 n 成立;

(2) 对每个 Aij , 空间 Xn 中的任意紧 A- 极小集也是 Aij- 极小集.

猜想 4.1 和定理 4.3 与 Diophantine 逼近中的 Littlewood 猜想有紧密的关系. 对于实数 a, 记 ⟨a⟩
为 a 到整数集的距离, 即

⟨a⟩ = inf
k∈Z

|a− k|.

Littlewood 于 1930 年左右提出了下面的猜想.
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猜想 4.5 (Littlewood 猜想) 对任意 a, b ∈ R, 有

inf
q∈N

q⟨qa⟩⟨qb⟩ = 0.

Littlewood猜想是 Diophantine逼近中最重要的未解问题之一. Cassels和 Swinnerton-Dyer [33] 提

出了下面的猜想, 并证明了它可以推出 Littlewood 猜想.

猜想 4.6 设 f1、f2和 f3是 R3上线性无关的线性型,并考虑 R3上的三次型 F = f1f2f3. 假设 F

不是有理三次型的常数倍, 则对任意 ϵ > 0, 存在 v ∈ Z3\{0} 满足

|F (v)| < ϵ.

容易看出猜想 4.6 与 Oppenheim 猜想的类似之处. 与定理 3.2 与 Oppenheim 猜想的等价性类似,

利用 Mahler判别法则,可以证明 n = 3时的猜想 4.1与 4.6等价. 因此,猜想 4.1可以推出 Littlewood

猜想.

另一方面, Einsiedler 等 [9] 利用定理 4.3 证明了 Littlewood 猜想在差一个零维集合的意义下成立,

即下面的定理:

定理 4.7 集合 {
(a, b) ∈ R2 : inf

q∈N
q⟨qa⟩⟨qb⟩ > 0

}
的 Hausdorff 维数等于 0.

为了说明定理 4.3 与 Littlewood 猜想的关系, 取 n = 3, 并考虑 A 的子半群

A+ = {diag(et1 , et2 , e−(t1+t2)) : t1, t2 > 0}. (4.1)

对于 a, b ∈ R, 记

ua,b =


1 0 a

0 1 b

0 0 1

 , xa,b = ua,b · SL3(Z).

利用 Mahler 判别法则, 可以证明下面的命题:

命题 4.8 轨道 A+xa,b 有界的充分必要条件是

inf
q∈N

q⟨qa⟩⟨qb⟩ > 0.

利用命题 4.8, 容易由定理 4.3 推得定理 4.7:

定理 4.7的证明 在定理 4.3中,取 n = 3, A+为 (4.1)给出的子半群,则 g = diag(2, 2, 1/4)是 A+

的内点. 此时,

U(g) = {ua,b : a, b ∈ R}.

因此, 集合 {(a, b) ∈ R2 : A+xa,b 有界} 的 Hausdorff 维数等于 0. 再利用命题 4.8 即得定理 4.7.
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5 单参数可对角化系统

本节讨论单参数可对角化系统的有界轨道. 出于习惯, 这时把子群 H 改记为 F . 下面的结果首先

由 Margulis [42] 以猜想的形式提出, 随后被 Kleinbock 和 Margulis [47] 所证明.

定理 5.1 设 G 是非紧李群, Γ ⊂ G 是非余紧格点子群, X = G/Γ, F 是 G 的 AdG- 可对角化单

参数子群, 则集合

{x ∈ X : Fx 有界} (5.1)

的 Hausdorff 维数等于全空间 X 的维数.

将定理 5.1 与定理 3.7 和 4.2 作比较, 可以看出单参数可对角化系统的不同之处. 在这一基础上,

An 等 [48] 提出了更强的猜想. 为了叙述这个猜想, 我们先介绍 Schmidt 博弈的致胜集的概念 (参见文

献 [49]).

定义 5.2 (Schmidt 博弈及其致胜集) 给定完备度量空间 X、子集 S ⊂ X 和实数 α, β ∈ (0, 1).

Alice 和 Bob 两人按下述规则进行博弈: Bob 首先选取 X 中的闭球 B0. 在 Bob 选取了闭球 Bi 之后

(i > 0), Alice 在 Bi 中选取半径为 Bi 半径 α 倍的闭球 Ai, 然后 Bob 在 Ai 中选取半径为 Ai 半径 β

倍的闭球 Bi+1. 这样得到了闭球的无穷序列

B0 ⊃ A0 ⊃ B1 ⊃ A1 ⊃ · · · .

所有这些闭球的交集为单点集, 记为 {x∞}. 如果 x∞ ∈ S, 则约定 Alice 获胜; 否则约定 Bob 获胜. 如

果 Alice 在博弈中有必胜策略, 则称 S 为 (α, β)- 致胜集 ((α, β)-winning set). 如果对任意 β ∈ (0, 1), S

均为 (α, β)-致胜集,则称 S 为 α-致胜集. 如果存在 α ∈ (0, 1)使得 S 为 α-致胜集,则称 S 为致胜集.

容易看出, 如果 S 为致胜集, 则它在 X 中稠密. Schmidt [49] 还证明了下面的命题:

命题 5.3 设 X 是完备度量空间.

(1) 对任意 α ∈ (0, 1), 可数多个 X 的 α- 致胜子集的交集仍然为 α- 致胜集;

(2) 如果 X 是 Riemann 流形, 则 X 的致胜子集的 Hausdorff 维数等于全空间 X 的维数.

文献 [48] 中提出的猜想如下.

猜想 5.4 设 G、Γ 和 X 如定理 5.1 所述, 则存在 α0 ∈ (0, 1), 使得对 G 的任意 AdG- 可对角化

单参数子群 F , 集合 (5.1) 均为 X 的 α0- 致胜子集4).

由命题 5.3, 这个猜想推出, 对 G 的任意可数多个 AdG- 可对角化单参数子群 F1, F2, . . . , 集合

{x ∈ X : 所有 Fkx 有界}

的 Hausdorff 维数等于全空间 X 的维数. 关于这一猜想, 已知的结果如下.

定理 5.5 下面的结论成立:

(1) 当 G 为 R- 秩为 1 的半单李群时, 猜想 5.4 成立 (参见文献 [52]);

(2) 当 G = SL3(R), Γ = SL3(Z) 时, 猜想 5.4 成立 (参见文献 [48]);

(3) 当 G 为有限多个 SL2(R) 的乘积时, 猜想 5.4 成立 (参见文献 [53]);

(4) 对于 G = SLn(R), Γ = SLn(Z) 和

F = {diag(et/pIp, e−t/qIq) : t ∈ R}, p+ q = n,

4)文献 [48] 提出了更强的猜想, 即集合 (5.1) 是超平面绝对致胜集. 这种致胜集的概念是在文献 [50,51] 中引入的, 具有

更好的性质. 本文为了叙述方便, 只对定义 5.2 中给出的致胜集概念进行讨论.
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集合 (5.1) 是致胜集 (参见文献 [54]);

(5) 对于 G = SLn(R), Γ = SLn(Z) 和

F = {diag(ertIn−2, e
st, e−t) : t ∈ R}, r > s > 0, (n− 2)r + s = 1,

集合 (5.1) 是致胜集 (参见文献 [55]).

猜想 5.4 提出的背景为 Diophantine 逼近中已被证明的 Schmidt 猜想. 对于 d > 1, 考虑集合

Wd = {(r1, . . . , rd) ∈ Rd : ri > 0, r1 + · · ·+ rd = 1}.

对于 r = (r1, . . . , rd) ∈ Wd, 定义 Rd 的子集

Bad(r) =
{
(a1, . . . , ad) ∈ Rd : inf

q∈N
max
16i6d

qri⟨qai⟩ > 0
}
.

集合 Bad(r) 中的向量称为权为 r 的劣态逼近向量 (badly approximable vectors). 当 d = 1 时, 定义

退化为劣态逼近数的概念. 劣态逼近向量是 Diophantine 逼近的基本研究对象. Schmidt [49,56] 证明了

Bad( 1d , . . . ,
1
d ) 是致胜集, 并在文献 [57] 中对 d = 2 的情形提出了下面的猜想:

猜想 5.6 (Schmidt 猜想) Bad( 13 ,
2
3 ) ∩ Bad(23 ,

1
3 ) ̸= ∅.

Schmidt 猜想被 Badziahin 等 [58] 所证明. 他们还证明了对某种可数多个 (特别地, 任意有限多个)

权 r1, r2, . . . ∈ W2, 交集
∩∞

k=1 Bad(rk) 的 Hausdorff 维数等于 2. 随后, An [59] 利用不同的方法证明了

这一结果对任意可数多个权也成立, 并在文献 [60] 中证明了下面的定理:

定理 5.7 存在 α0 ∈ (0, 1), 使得对任意 r ∈ W2, Bad(r) 是 R2 的 α0- 致胜子集.

由命题 5.3, 定理 5.7 给出了 Schmidt 猜想的另一个证明. 进一步的结果可以参见文献 [61–63].

Beresnevich [64] 把上述 Badziahin等 [58] 的结果推广到了 d > 3的情形,从而证明了高维的 Schmidt猜

想. 最近, Yang [65] 证明了 Beresnevich 的结果对任意可数多个权也成立. 另外, Guan 和 Yu [66] 证明

了, 当 r1 = · · · = rd−1 > rd 时, Bad(r)是致胜集. 但是, 对于一般的权 r, Bad(r)是否为致胜集仍然是

一个有挑战性的问题.

下面说明劣态逼近向量与有界轨道的关系.取 n = d+1. 对于 r = (r1, . . . , rd) ∈ Wd,考虑 SLn(R)
的单参数子半群

F+
r = {diag(er1t, . . . , erdt, e−t) : t > 0}.

对于行向量 a ∈ Rd, 记

xa =

Id aT

0 1

 SLn(Z) ∈ Xn.

与命题 4.8 类似, 利用 Mahler 判别法则, Dani [67] 和 Kleinbock [68] 证明了下面的命题:

命题 5.8 (Dani-Kleinbock 对应) 轨道 F+
r xa 有界的充分必要条件是 a ∈ Bad(r).

考虑 X3 中的 2 维环面

T2 = {xa : a ∈ R2}.

由命题 5.8, Schmidt 猜想等价于, 存在 x ∈ T2 使得轨道 F+
( 1
3 ,

2
3 )
x 和 F+

( 2
3 ,

1
3 )
x 同时有界. 而定理 5.7 可

以从动力系统的角度重新叙述为, 对 (4.1) 给出的 A+ 的任意单参数子半群 F+, 集合

{x ∈ T2 : F+x 有界}

是 T2 的致胜子集. 因此, 猜想 5.4 可以视为动力系统意义的 Schmidt 猜想. 文献 [48] 还对扩张极限球

子群 (expanding horospherical subgroup) 提出了类似的猜想. 为了避免过于技术化, 本文不再讨论.
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12 Ullmo E. Théorie ergodique et géométrie arithmétique. In: Proceedings of the International Congress of Mathemati-

cians (Beijing, 2002), vol. II. Beijing: Higher Education Press, 2002, 197–206

13 Michel P, Venkatesh A. Equidistribution, L-functions and ergodic theory: On some problems of Yu. Linnik. In:

Proceedings of the International Congress of Mathematicians (Madrid, 2006), vol. II. Zürich: European Mathematical
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Bounded orbits of homogeneous dynamics

AN JinPeng & GUAN LiFan

Abstract Homogeneous dynamics is a special kind of dynamical systems given by Lie groups, and is closely

related to Diophantine approximation and other areas in number theory. In this paper, we survey main problems

and results concerning bounded orbits of homogeneous dynamics, and discuss their relations with Diophantine

approximation problems including the Oppenheim Conjecture, the Littlewood Conjecture, and the Schmidt Con-

jecture.
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