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摘要 在回归分析中, 当因变量存在双侧截断时, 已有的统计方法会使得回归模型的系数估计与变量

选择产生偏差. 本文提出一种适用于双侧截断回归模型的系数估计与变量选择方法, 且该方法允许

回归模型中自变量的个数随着样本量增大并趋于无穷而趋于无穷. 该方法的主要思想是, 提出一种

Mann-Whitney 型的损失函数来进行纠偏, 随后加入自适应最小绝对收缩和选择算子 (least absolute

shrinkage and selection operator, LASSO) 惩罚项来进行变量选择. 本文同时设计一种迭代算法来实现

损失函数的优化; 且证明了所提出估计量的相合性与渐近正态性, 还给出所提出变量选择方法的神谕

性 (oracle property). 本文通过随机模拟展示所提出方法在有限样本量下的表现,并使用所提出方法分

析一个天文学领域的实际数据集.
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1 引言

截断数据常见于天文学、经济学以及临床医学等领域的数据分析中. 当被观测的数据发生截断时,

只有那些取值落在某个对应区间内的数据可以被观测到, 同时那个区间也可以被记录, 而那些取值处

于相应区间之外的数据不可能被观测到, 因此, 对于数据收集者而言, 这些数据好似根本不存在. 当该

区间只有下限时, 相应的截断称为左截断; 当该区间只有上限时, 相应的截断称为右截断; 而当该区间

同时存在上下限时, 相应的截断称为双侧截断.

如果不加以适当处理, 截断会给数据分析的结果带来偏差. 现有文献中已有不少处理单侧截断的

数据分析方法. 具体地, 文献 [1] 提出了一种算法, 在数据存在分组、删失或者截断时可以找到其分

布的非参数极大似然估计. 文献 [2] 对单侧截断数据提出了一种与文献 [1] 类似的分布估计. 之后, 文

献 [3–5] 引进了计数过程来处理截断数据. 在回归分析中, 文献 [6] 拓展了 Mann-Whitney 方法来处理

单侧截断的因变量, 文献 [7]发展了迭代纠偏方法, 文献 [8]给出了基于 Kendull相关系数的相关分析,
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文献 [9] 提出了秩估计方法, 等等. 一些更近期的成果包括文献 [10] 在计量经济框架下的研究以及文

献 [11, 12] 在一类有偏抽样框架下提出的截断数据分析方法.

相比于单侧截断, 双侧截断在技术上更难处理. 就估计与检验问题而言, 文献 [13, 14] 提出了数据

存在双侧截断时其分布的极大似然估计,文献 [15]构造了密度函数的核估计,文献 [16,17]拓展了两样

本的 Mann-Whitney 检验. 在回归分析中, 当因变量存在双侧截断时, 文献 [18] 提出了适用于低维自

变量的核估计方法, 文献 [19] 考虑了基于一类半参数线性变换模型的估计方法. 最近, 文献 [20] 提出

了一种拓展的 Mann-Whitney型损失函数来估计固定维数线性模型中的回归系数, 该损失函数的最小

值点被定义为回归系数的估计量.

双侧截断的存在不仅影响回归模型的估计,也会给模型的变量选择带来困难.据我们所知,目前还

没有文献研究过因变量存在双侧截断时线性回归模型的变量选择问题.本文在文献 [20]提出的 Mann-

Whitney 型损失函数的基础上, 利用自适应最小绝对收缩和选择算子 (least absolute shrinkage and

selection operator, LASSO) [21] 惩罚给出了一种可以同时完成回归模型系数估计与变量选择的方法.

该方法不仅适用于固定维数的回归模型,也可以用于自变量维数随样本量增大并趋于无穷而趋于无穷

的情形. 我们发现基于自适应 LASSO的变量选择过程具有神谕性. 在计算层面,本文设计了一种迭代

算法来获取目标损失函数的最小值点. 在该算法的每一步迭代中, 只需完成一个最小绝对离差 (least

absolute deviation, LAD) 最优化运算, 而 LAD 最优化是较容易高效实现的. 我们采用修正 Bayes 信

息准则 (Bayesian information criterion, BIC) 方法来选择损失函数中的调节参数, 并设计一种基于随

机加权技术的方法来估计非零系数估计量的标准误. 通过随机模拟与实际数据分析, 展示所提出方法

在有限样本量下的表现.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节给出一些本文所需的记号, 并介绍双侧截断回归模型的估计方

法. 第 3 节详细描述所提出的变量选择方法, 包括基本思想、迭代算法、变量选择的神谕性以及调节

参数的选择方法. 第 4 节给出一些随机模拟的结果, 以展示所提出方法在有限样本量下的表现, 同时

也对一个实际数据集进行分析. 第 5 节总结全文. 所有的技术细节与证明过程均在附录之中.

2 记号、模型与估计

首先引入一些记号. 记 Ỹ 为因变量, X̃ 为 p 维自变量. 考虑如下线性模型:

Ỹ = βTX̃ + ε̃, (2.1)

其中, β 为 p 维回归系数向量, ε̃ 为独立于 X̃ 的随机误差. 因变量 Ỹ 存在双侧截断, 记 L̃ 与 R̃ 分别

为左截断变量与右截断变量, 只有当 Ỹ 落于 (L̃, R̃) 时, (Ỹ , L̃, R̃, X̃) 才能被观测到. 假设给定 X̃ 和 Ỹ

与 (L̃, R̃) 条件独立, 这是截断数据分析中常见的假设. 在模型 (2.1) 下, 该假设等价于假设 ε̃ 独立于

(L̃, R̃). 将 ε̃ 的分布函数与密度函数分别记为 F 与 f .

假设 (Ỹi, L̃i, R̃i, X̃i) (i = 1, . . . , ñ) 为 (Ỹ , L̃, R̃, X̃) 的 ñ 个独立同分布复制. 如前所述, 只有当

L̃i < Ỹi < R̃i 时, Ỹi 以及 (L̃i, R̃i, X̃i) 才能被观测到. 将可观测到的数据的样本量记为 n, 即 n = #{i :
L̃i < Ỹi < R̃i}; 将可观测到的数据记为 (Yi, Li, Ri, Xi), i = 1, . . . , n. 此外, 对于每个 i = 1, . . . , n, 定义

ei(β) = Yi − βTXi, Li(β) = Li − βTXi 以及 Ri(β) = Ri − βTXi.

为了纠正双侧截断给系数估计带来的偏差,文献 [20]提出了一种修正的 Mann-Whitney型秩估计
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方程

n∑
i=1

n∑
j=1

I{Lj(β) < ei(β) < Rj(β), Li(β) < ej(β) < Ri(β)}(Xi −Xj)sgn{ei(β)− ej(β)} = 0, (2.2)

其中, I{·}为示性函数, sgn{·}为符号函数. 不难看出,估计函数是将样本中所有的可比较对进行求和,

因此该函数在 β 取真实值时期望为 0. 同时, 求解 (2.2) 等价于最小化损失函数

ln(β) =
n∑

i=1

n∑
j=1

|[(ei(β)− ej(β)) ∧ (Rj − Yj) ∧ (Yi − Li)] ∨ (Lj − Yj) ∨ (Yi −Ri)|, (2.3)

其中 ∧ 与 ∨ 分别表示取小与取大. 将 ln(β) 的最小值点记为 β̂, 取 β̂ 作为回归系数 β 的估计量, 在一

定的正则性条件下, 文献 [20] 证明了该估计量的相合性与渐近正态性.

3 变量选择

3.1 方法

本小节考虑用观测到的样本数据对模型 (2.1) 进行变量选择, 在损失函数 (2.3) 的基础上引入惩

罚项. 注意到文献 [20] 考虑的是固定维数的自变量, 这里允许 Xi 的维数 p 可以随着样本量 n 趋于无

穷而趋于无穷, 也就是说 p 可以随着 n 的变化而变化, 即 p = pn. 因此, 自变量的函数都会依赖于 n.

同时, 还假设当 ñ 趋于无穷时, n/ñ 趋于一个小于 1 的常数.

由于损失函数 (2.3) 为 L1 类型, 自然会想到引入 LASSO 类型的惩罚项. 具体地, 若在损失函数

中引入通常的 LASSO 惩罚项, 可以得到损失函数 ln(β) + λn

∑pn

j=1 |βj |, 其中 λn 是一个 (数据驱动的)

调节参数. 不过, 使用通常的 LASSO 惩罚项会带来两个问题.

第一个方面是计算层面的. 由于 ln(β) 关于 β 不是一个凸函数, 因此相应的优化问题也失去了凸

性. 不过, 注意到 ln(β) 可以被等价地表达成

ln(β) =

n∑
i=1

n∑
j=1

I{Lj(β) < ei(β) < Rj(β), Li(β) < ej(β) < Ri(β)}|ei(β)− ej(β)|.

上述损失函数的非凸性主要来源于示性函数, 而 |ei(β)− ej(β)|关于 β 是凸的. 因此, 可以考虑设计一

种迭代算法, 在每一步迭代中, 将示性函数中的系数值确定, 对损失函数里剩余的部分进行优化. 关于

计算的进一步细节在第 3.2 小节以及附录中进行展示.

第二个方面是理论层面的. 众所周知 LASSO 估计量是有偏的, 在某些情形下, 基于 LASSO 的变

量选择并不相合. 为了克服这些问题, 文献 [21] 在 LASSO 的惩罚项中对不同的系数引入不同的权重,

由此提出了自适应 LASSO 惩罚. 文献 [21] 使用基于 β 收敛速度为 n−1/2 的相合估计构造的函数作

为权重, 并证明了如果选用合适的调节参数 λn, 自适应 LASSO 对于固定维数的 β 进行选择时具有神

谕性.

为了保持变量选择方法的神谕性, 这里也采用自适应 LASSO. 具体地, 我们提出如下损失函数:

lAL

n (β) = ln(β) + λn

pn∑
j=1

ŵj |βj |, (3.1)
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其中 ŵj 为 βj 的权重. 文献 [21]选择 ŵj = 1/|β̃j |γ ,其中, β̃j 为 βj 的收敛速度为 n−1/2 的相合估计, γ

是一个事先给定的正数. 在我们讨论的问题中, 即便 pn 会随着 n 趋于无穷而趋于无穷, 但是只要 pn

发散的速度不要太快, 我们仍然可以得到 ln(β) 的最小值点 β̂. 基于 β̂, 在 (3.1) 中定义 ŵj = 1/|β̂j |γ ,
其中 β̂j 代表 β̂ 的第 j 个元素. 我们将 lAL

n (β) 的最小值点作为推荐的估计量.

3.2 算法

第 3.1 小节中曾提到, ln(β) 关于 β 并非凸函数, lAL
n (β) 也是非凸的. 因此, 考虑用一种迭代算法

来得到所推荐的估计量. 具体地, 将 lAL
n (β) 略作修改, 考虑

lAL

n (β, b) =
n∑

i=1

n∑
j=1

I{Lj(b) < ei(b) < Rj(b), Li(b) < ej(b) < Ri(b)}|ei(β)− ej(β)|+ λn

pn∑
j=1

ŵj |βj |.

寻找一个初始估计, 记为 β̂(0) (例如, 可以将 β̂ 作为初始估计). 随后, 在第 k 步迭代中, 定义

β̂(k) = argminβl
AL

n (β, β̂(k−1)), k > 1.

当 k → ∞ 时, 如果 β̂(k) 收敛于一个极限, 则将该极限作为最后的估计.

使用迭代算法的主要原因在于, 在第 k 步中, 目标函数可以被表达成

lAL

n (β, β̂(k−1)) =
∑

i,j∈Sk

|ei(β)− ej(β)|+ λn

pn∑
j=1

ŵj |βj |, (3.2)

其中

Sk = {(i, j) | Lj(β̂
(k−1)) < ei(β̂

(k−1)) < Rj(β̂
(k−1)), Li(β̂

(k−1)) < ej(β̂
(k−1)) < Ri(β̂

(k−1))}.

由此可见, 这个最优化问题可以变成一个线性规划问题, 从而能够有效地求解. 此外, 我们还发现经过

一些代数运算后, 第 k 步迭代中的这个最优化问题能够被表达成一个 LAD 问题, 可以使用一些标准

的 LAD 算法进行求解, 如 R 中的 quantreg 包. 附录 A.1 提供了一些计算的细节.

3.3 大样本性质

接下来,在一定的正则性条件下给出所提出自适应 LASSO估计量的神谕性. 一般而言,神谕性的

建立需要 β̂ 有相合性. 尽管文献 [20] 在一系列的条件下给出了 β̂ 的相合性, 但该文献的结果仅限于

固定维数的情形. 当 pn 随着 n 发散时, β̂ 在什么样的条件下有相合性, 收敛的速度是多少等问题, 均

需要进一步的探讨. 将 β 的真实取值记为 β0. 下面的命题给出了维数发散时 β̂ 的相合性结果, 该命

题的证明在附录 A.2 中给出.

命题 3.1 假设附录 A.2 中的条件 A.1–A.6 均成立, 且 pn logn/
√
n = o(1), 则

∥β̂ − β0∥ = Op

((
pn
n

)1/2)
.

接下的定理给出自适应 LASSO估计量的存在性,并且证明其相合,收敛速度为 Op((pn/n)
1/2). 该

定理的证明在附录 A.2 中给出.
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定理 3.1 假设附录 A.2 中的条件 A.1–A.6 均成立, 且
√
nλn = o(1), pn log n/

√
n = o(1), 则

lAL
n (β) 存在一个局部最小值点的概率趋近于 1, 记该最小值点为 β̂AL, 该最小值点满足

∥β̂AL − β0∥ = Op

((
pn
n

)1/2)
.

为了表述神谕性, 我们再引进一些记号. 记

ξij(β) = I{Lj(β) < ei(β) < Rj(β), Li(β) < ej(β) < Ri(β)}(Xi −Xj)sgn{ei(β)− ej(β)},

hij(β) = |[(ei(β)− ej(β)) ∧ (Rj − Yj) ∧ (Yi − Li)] ∨ (Lj − Yj) ∨ (Yi −Ri)|

以及 l̄(β) = E(hij(β)), 注意到这里的期望是根据观测数据的分布来取的. 定义两个 pn × pn 的矩阵

V = E(ξij(β0)ξ
T
ik(β0)) 与 A = ∂2 l̄(β)/∂β∂βT |β=β0 . 将 β0 分成 β0,1 与 β0,2 两部分, 其中, β0,1 表示 β0

中的非零部分, β0,2 代表零的部分. 将 β0,1 的维数记为 pn,1. 以 β̂AL
1 与 β̂AL

2 分别表示 β0,1 与 β0,2 的自

适应 LASSO估计量,以 V11 代表 V 中对应于 β0,1 的 pn,1 × pn,1 维部分,以 A11 代表 A中对应于 β0,1

的 pn,1 × pn,1 维部分.

定理 3.2 假设附录 A.2 中的条件 A.1–A.6 均成立, 且
√
nλn = o(1), pn log n/

√
n = o(1), 则 β̂AL

有如下两条性质:

(i) β̂AL
2 = 0 的概率趋近于 1;

(ii)对任意非零 pn,1×1维常数向量 un (满足 ∥un∥ = 1),
√
nuT

n (β̂
AL
1 −β0,1)/[2(u

T
nA

−1
11 V11Z

−1
11 un)

−1/2]

的分布函数弱收敛于标准正态分布.

定理 3.2 的证明见附录 A.2. 由定理 3.2 可知, β0,1 每一维元素的估计量都是渐近正态的, 这个结

果可用来对单个非零回归系数进行统计推断, 我们将在第 3.4 小节中讨论标准误的估计.

3.4 调节参数选择与标准误估计

调节参数比较典型的选择方法包括信息准则方法 (如 AIC (Akaike information criterion) 和 BIC)

与数据驱动方法 (如 K- 折交叉验证). 考虑到计算负担, 我们采用信息准则方法. 众所周知, 在固定维

数的情形下, BIC 方法通常具有变量选择的相合性. 然而, 当自变量维数发散时, 标准的 BIC 方法不

能保证选择的相合性. 因此, 考虑如下的修正 BIC 准则:

BIC(λ) = ln(β̂
AL

λ ) +
log n

n
Cndfλ,

其中, β̂AL

λ 表示当调节参数取值为 λ时的自适应 LASSO估计量; Cn为一列发散常数,满足 (log n/n)Cn

→ 0, dfλ 表示当调节参数取值为 λ 时估计中非零估计量的维数. 在本文的数值计算中, 我们发现 Cn

= log log pn 时有较好的表现. 将真实的模型与基于观测数据选择而得的模型分别记为M∗ 与Mλ̂. 下

面的定理给出了修正 BIC 准则的选择相合性. 定理的证明在附录 A.2 中给出.

定理 3.3 假设附录 A.2 中的条件 A.1–A.6 均成立, 且
√
nλn = o(1), λnn/pn → ∞, pn log n/

√
n

= o(1),
√
n/{Cnpn log n} · lim infn→∞{minj∈M∗ |β0,j |} → ∞, 则 P(Mλ̂ = M∗) → 1, n → ∞.

最后, 需要讨论 β0 非零部分估计量的标准误估计问题. 注意到 β̂AL
1 渐近分布的协方差矩阵与 ε̃

的密度函数 f 有关, 而直接估计 f 并不容易, 因此采用了一种随机加权的方法来估计标准误. 具体地,

定义一种置换惩罚估计 β̂∗,其为损失函数 l∗n(β) =
∑n

i=1

∑n
j=1(Wi +Wj)hij(β)+ λ̂

∑pn

j=1 ŵj |βj |的最小
值点, 其中, Wi (i = 1, . . . , n)为独立同分布的非负有界随机变量, 且其期望为 0.5, 方差为 1, 与观测数
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据相互独立. l∗n(β) 可被视为 lAL
n (β) 的一种置换版本. 记 β̂∗

1 为 β̂∗ 中对应于 β̂AL
1 的部分 (即 β̂AL 的非

零部分), 可以证明, 在一定条件下, 给定观测数据, β̂∗
1 的条件渐近分布与 β̂AL

1 的渐近分布相同. 因此,

如果重复地生成随机变量序列 Wi (i = 1, . . . , n), 我们可以获得大量的 β̂∗
1 的实现值, 然后用这些实现

值的样本标准差来近似 β̂∗
1 的标准误. 该结论的理论证明与文献 [20, 定理 2] 的证明类似.

4 数值结果

4.1 随机模拟

我们做了一些随机模拟来展示所提出方法在有限样本下的表现. 在模拟中, 取 pn = [7ñ1/5], 这里

ñ 如第 2 节中所定义, 代表全部数据的样本量. 回归系数中非零部分的维数 pn,1 取为 [pn/3]. 分别考

虑 ñ = 300 与 ñ = 500 两种情形. 在第一种情形中, pn = 21, pn,1 = 7. 取 β1,0 = (3.12, 2.20,−0.86, 0.92,

−2.49, 1.95,−1.32)T. 对于自变量 X̃ = (X̃1, . . . , X̃21), X̃1 服从成功概率为 0.25 的二项分布, X̃2 服从

成功概率为 0.8 的二项分布, X̃8 服从 0 至 2 上的均匀分布, X̃9 服从成功概率为 0.5 的二项分布, X̃10

服从 −2 至 0 上的均匀分布, 这些自变量均相互独立. 其余的所有自变量均服从标准正态分布, 并且

X̃i 与 X̃j 之间的相关系数等于 0.3|i−j|. 对于线性模型里的误差分布, 考虑两种选择, 分别为标准正态

分布 (N(0, 1))与位置参数为 0、尺度参数为 1的极小值分布 (EV(0.1)). 左截断变量 L̃服从 a到 bTX̃

上的均匀分布, 右截断变量 R̃ = L̃ + c, 其中 a、b 与 c 为选取的常数, 使得截断比例能达到 30% 与

40%. 在这样的随机数生成机制下, 左右两侧截断的比例几乎相等.

在每种情形下, 随机数都被重复生成了 1,000 次. 我们定义了若干准则来考察变量选择方法的表

现. 第一个是模型误差 (model error, ME), 其定义为 ME = (β̃ − β0)
TE(XiX

T
i )(β̃ − β0), 其中 β̃ 表示由

某一种估计方法得到的对于 β0 的估计量. 我们记录了 1,000 次数据生成的 ME 的中位数和中位绝对

离差 (median absolute deviation, MAD) 来比较不同方法所给出的预测表现. 第二个是被估计为零系

数的平均个数 (total number, TN), 即在 1,000 次重复中, 使用各种方法后被估计为零系数的个数平均

值, 包括被正确估计为零系数的平均个数 (correct number, CN) 以及被错误估计为零系数的平均个数

(incorrect number, IN). 对于 CN 而言, 哪种方法使其更接近 pn − pn,1, 则哪种方法的表现更优; 对于

IN而言,哪种方法使其更接近 0,则哪种方法的表现更优. 第三个是正确识别模型比率 (ratio of correct

model, RCM),即 1,000次重复中各种方法能够完全选出正确模型的比例. 哪种方法使其更接近 100%,

则哪种方法的表现更优. 考虑 3 种变量选择方法, 包括本文所提出的选择方法 (推荐方法)、忽略截断

的基于自适应 LASSO 惩罚的变量选择方法 (简稚方法) 以及事先给定真实非零子集的模型估计 (真

实子集). 模拟结果列于表 1 与 2.

从表 1 与 2 中可以看出, 基于 ME 准则, 本文所提出的方法表现要明显优于简稚方法. 这是可以

预料的, 因为简稚方法忽略了截断, 对于回归系数的估计是有偏的. 基于 TN 与 RCM 准则, 推荐方法

仍然比简稚方法有更好的表现,不过超越的程度不是很大. TN与 RCM准则是衡量变量选择方法的准

则, 尽管在我们的模拟机制下, 重要变量的选择受双侧截断的影响并不很明显, 但是如果可以纠正双

侧截断所带来的偏差, 仍然可以改进变量选择的准确度.

4.2 实例分析

我们分析一个来自斯隆数字化天文调查 (Sloan Digital Sky Survey, SDSS) 团队编制的 46,420 颗

类星体目录中的数据集. 对于这个数据集, 主要的分析目标是使用一些相关的特征来预测类星体的
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表 1 误差分布服从 N(0,1) 时变量选择方法的随机模拟结果

ñ 截断比例 方法
ME TN

RCM (%)
中位数 MAD CN IN

300 0.3 推荐方法 0.220 0.137 13.921 0.000 92.836

简稚方法 0.487 0.242 13.908 0.000 91.364

真实子集 0.109 0.076 14.000 0.000 100.000

0.4 推荐方法 0.385 0.232 13.862 0.000 88.679

简稚方法 1.048 0.423 13.821 0.000 84.608

真实子集 0.158 0.112 14.000 0.000 100.000

500 0.3 推荐方法 0.133 0.073 15.995 0.000 99.503

简稚方法 0.289 0.135 15.966 0.000 96.723

真实子集 0.062 0.043 16.000 0.000 100.000

0.4 推荐方法 0.217 0.120 15.977 0.000 98.014

简稚方法 0.611 0.229 15.938 0.000 94.048

真实子集 0.084 0.057 16.000 0.000 100.000

表 2 误差分布服从 EV(0,1) 时变量选择方法的随机模拟结果

ñ 截断比例 方法
ME TN

RCM (%)
中位数 MAD CN IN

300 0.3 推荐方法 0.226 0.162 13.85 0.00 86.905

简稚方法 0.780 0.353 13.82 0.00 83.730

真实子集 0.129 0.098 14.00 0.00 100.000

0.4 推荐方法 0.380 0.293 13.81 0.00 83.765

简稚方法 1.232 0.565 13.72 0.00 75.896

真实子集 0.184 0.132 14.00 0.00 100.000

500 0.3 推荐方法 0.118 0.087 15.98 0.00 98.214

简稚方法 0.489 0.208 15.96 0.00 95.933

真实子集 0.075 0.048 16.00 0.00 100.000

0.4 推荐方法 0.197 0.146 15.90 0.00 91.144

简稚方法 0.989 0.369 15.88 0.00 89.154

真实子集 0.107 0.072 16.00 0.00 100.000

红移. 考虑使用线性模型进行预测, 因变量取为类星体的红移. 较之于 SDSS 的完整目录, 这里分

析的数据集在去掉了一些技术性变量后包含 23 个自变量. 关于该数据集更详细的信息可见 https:

//astrostatistics.psu.edu/datasets.

直观上并不容易意识到为何红移数据会存在双侧截断, 这主要是由于天文望眼镜的观测技术限

制. 由于天文望远镜的光圈, 类星体的红移观测存在一个上界, 对于此处分析的数据, 红移数值的最大

上界, 也就是右截断变量取值为 5.4135, 任何大于该数值的红移数据会被右截断. 另一方面, 对于取值

小的红移数据, 相应的测量并不可靠, 当红移测量值低于其估计误差时, 该测量值会被去除, 故估计误

差会成为红移测量值的左截断变量. 因此, 类星体的红移测量值存在双侧截断.
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在自变量层面, 23 个自变量中, 有些是 SDSS 团队根据其观测条件、探测背景以及其他技术条件

所得到的关于亮度的测量误差, 这些自变量未被纳入在模型中, 我们使用了 13 个自变量 (见表 3) 来

拟合模型. 考虑到计算能力的限制, 我们没有采用全部的数据来拟合, 而是抽取了一个容量为 929 的

随机样本来展示所提出的方法. 所抽取的样本按照 7:3 的比例被随机分为训练集与测试集. 我们在训

练集上使用所提出的变量选择方法选出了 “重要” 的自变量, 随后用选择后的模型在测试集上进行预

测, 结果列于表 4.

基于我们所提出的变量选择方法, 得到了 5 个 “重要” 自变量, 对应的回归系数估计不为 0. 我们

使用这 5 个自变量来对测试数据进行预测, 将预测结果展示在图 1 中. 在图中, 我们使用连线来比对

表 3 SDSS 数据中用于拟合线性的 13 个自变量的涵义描述

自变量名称 自变量涵义

R.A. 赤经

Dec. 赤纬

u mag 紫外波段的亮度

g mag 绿色波段的亮度

r mag 红色波段的亮度

i mag 深红波段的亮度

z mag 极红波段的亮度

Radio 比值波段的亮度

X-ray X 射线波段的亮度

J mag 近红外 J 波段的亮度

H mag 近红外 H 波段的亮度

K mag 近红外 K 波段的亮度

M i i 波段的绝对亮度等级

表 4 SDSS 数据的变量选择与估计结果

自变量 系数估计值 标准误估计值

1 R.A. 0 −

2 Dec. 0 −

3 u mag 0.340 0.024

4 g mag −0.320 0.046

5 r mag 0 −

6 i mag 0.500 0.043

7 z mag 0 −

8 Radio 0 −

9 X.ray 0 −

10 J mag 0.017 0.007

11 H mag 0 −

12 K mag 0 −

13 M i −0.803 0.017
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图 1 (网络版彩图) SDSS 数据测试集中红移数值的真实值与预测值

因变量的真实值与预测值, 可以发现预测值 (虚线表示) 与真实值 (实线表示) 较为接近, 表明所选的

自变量给出了较好的预测表现.

5 总结

本文将 Mann-Whitney 型损失函数与自适应 LASSO 惩罚组合在一起, 设计了一种可以对双侧截

断回归模型同时进行变量选择与系数估计的方法,该方法的理论允许自变量维数随着样本量趋于无穷

而趋于无穷. 本文设计了一种迭代算法来克服待优化目标函数的非凸性, 在每一步的迭代中, 目标函

数的最优化可以转化成一个 LAD 问题. 本文证明了所提出选择方法的神谕性, 并给出了选择调节参

数的修正 BIC 方法以及标准误估计的随机加权方法. 随机模拟表明所提出方法有较为合理的优先样

本表现.

本文的主要贡献之一是, 在理论上允许自变量维数随着样本量趋于无穷而趋于无穷, 不过由于本

文采用的是基于惩罚的变量选择方法, 故自变量维数趋于无穷的速度不能太快. 对于所谓超高维情形,

需要采用基于筛选的方法来进行变量选择, 这是未来值得进一步研究的方向之一.

致谢 作者感谢两位评审专家对论文初稿提出的建议, 依据这些建议所做的修改显著地提升了论文的质量.
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附录 A

附录 A.1 算法细节

这里给出第 3.2小节中所提出算法的一些细节. 对 (i, j) ∈ Sk, 定义 Y̌ = Yi − Yj , X̌ = Xi −Xj , 记

m 为 Sk 的指标, 则 ∑
i,j∈Sk

|ei(β)− ej(β)| =
N∑

m=1

|Y̌m − βTX̌m|.

进一步定义矩阵

Y̌ =


Yi1 − Yj1

...

YiN − YjN

 , X̌(β) =


βT(Xi1 −Xj1)

...

βT(XiN −XjN )


以及增广矩阵

Y̌aug =

Y̌/n(n− 1)

0pn

 , X̌aug(β, λn) =

X̌(β)/n(n− 1)

diag(λnŵ)

,

其中, 0pn 为 pn 维的零向量; diag(λnŵ) 为 pn × pn 维对角矩阵, 其对角线元素为 (λnŵ1, . . . , λnŵpn).

基于这些记号,最小化 (3.2)可转化成最小化 ∥Y̌aug − X̌aug(β, λn)∥1. 这是一个线性规划问题,可以使用

标准的无惩罚 LAD 算法来求解, 如 R 中的 quantreg 包. 因此, 获得估计的具体步骤如下.
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(i) 寻找初始估计, 例如, 最小化忽略双侧截断、无正则化项的损失函数而得到的估计.

(ii) 用迭代算法最优化无惩罚的损失函数直至最小值点收敛, 记收敛值为 β̂.

(iii) 使用 β̂ 构建损失函数 lAL
n (β) 和 lAL

n (β, b).

(iv) 将 β̂(0) 作为初始值, 用线性规划算法迭代地求解最优化问题 minβ ∥Y̌aug − X̌aug(β, λn)∥1, 直
至收敛, 将收敛值作为 β̂AL.

附录 A.2 命题与定理证明

为了证明第 3.3 小节中的命题与定理, 我们需要一些正则性条件. 记 Z = (Y,R,L,X) 为观测数

据的总体, N 为 β0 的一个 o(1) 领域, S 为 Z 的取值空间. 这里, 用 h(Zi, Zj ;β) 表示 hij(β), 其中

Zi = (Yi, Ri, Li, Xi), i = 1, . . . , n. 定义 τ(z, β) = E[h(z, Z;β)]. 用 ∇k 表示一个 β 的函数的 k 阶微分.

假设下列条件成立.

条件 A.1 密度函数 f 有界, 且其导数有界.

条件 A.2 参数空间 Θ 为紧空间, 且 β0 为其内点.

条件 A.3 每个自变量的二阶矩有界.

条件 A.4 对于每个 z ∈ S, ∇2τ(z;β) 在 N 上存在, 并且在 β0 处连续.

条件 A.5 记 I(z) = supα∈Sp
αT∇2τ(z;β0)α, 其中 Sp = {α ∈ Rpn : ∥α∥ = 1}, E[I2(Z)] < ∞.

条件 A.6 存在正常数 C1、C2、C3 和 C4 使得对任意 n, 有

0 < C1 < λmin(A) 6 λmax(A) < C2 < ∞, 0 < C3 < λmin(V ) 6 λmax(V ) < C4 < ∞,

其中 λmin(·) 与 λmax(·) 分别表示一个矩阵的最小与最大特征值.

条件 A.1 与 A.2 是较为普通的条件. 条件 A.2 被用来证明 β̂ 的相合性, 由此可以证明 β̂AL 的相

合性. 由条件 A.3 可以推导出文献 [22, 条件 5], 由此可以获得高维情形下的 Hoeffding 分解并得到

ln(β)− ln(β0)的二次型逼近.条件 A.4用来保证 τ(z;β)可以在 β0 处进行 Taylor展开. 条件 A.5用来

对于 ln(β) − ln(β0) Hoeffding 分解中的经验项给出界限. 条件 A.6 用来对目标函数二次逼近的 Hesse

矩阵进行限制, 由此保证得分函数的协方差矩阵正定, 并且其所有的特征值对于任意的 n 都有一致的

界限. 这一结果可以为 β̂AL 中每一维的渐近正态性的证明提供支撑. 类似的条件可以在一些相关的文

献中找到, 如文献 [23–26].

命题 3.1 的证明 考虑一个 2 维 U 过程, 核函数 h ∈ H, 其中 H = {h(·;β) : β ∈ Θ} 表示
S2 ≡ S ⊗ S 上一族可测对称并有非负包络的函数. 记一个长度为 n(n− 1) 的集合

hω(·;β) = {h(Z1(ω), Z2(ω);β), . . . , h(Zn−1(ω), Zn(ω);β)}

以及函数族

Hω = {hω(·;β) : β ∈ Θ}.

根据文献 [22, 例 1] 和 [27, 引理 4.4], 可以得到对于每个 ω, Hω 的伪维数至多等于 100pn. 如果

pn log n/
√
n = o(1), 则可以保证文献 [22, 命题 1] 里关于伪维数的条件成立. 因此, 可以得到如下二次

逼近:

ln(β)− ln(β0) =
1

2
(β − β0)

TA(β − β0) + (β − β0)
TÛn + op(∥β − β0∥2) + op

(√
pn∥β − β0∥√

n

)
,

其中 Ûn = 2
∑n

i=1 ξij | i/n, ξij | i = E[ξij(β0) | Zi]. pn的速度限制使得伪维数的增长速度为 o(
√
n/ log(n)).

由此, 文献 [22, 定理 3] 的条件均可满足, 由该定理可以证明 β̂ 是相合的.
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为了证明定理 3.1, 我们需要证明如下引理.

引理 A.1 设条件 A.1–A.6 均成立, 对于任意 b ∈ Rpn , 若 ∥b∥2 = 1, 则
√
n(bTV b)−1/2bTÛn/2 的

分布函数弱收敛于标准正态分布.

证明 不难看出

√
n

2
(bTV b)−1/2bTÛn =

1√
n

n∑
i=1

(bTV b)−1/2bTξij | i =: I1.

注意到 E(ξij | i) = E(ξ(Zi, Zj , β0)) = 0 以及 Var(I1) = 1, 由条件 A.3 与 A.4 知, bTV b 有界. 由 Cauchy-

Schwarz 不等式, 可得

1

n2

n∑
i=1

E|(bTV b)−1/2 · bTξij | i|4 = O(1)n−2
n∑

i=1

E|bTξij | i|4 6 O(1)n−2
n∑

i=1

∥ξij | i∥42

= Op(n
−2 · n · p2n) = Op

(
p2n
n

)
= op(1).

因此, Lyapunov 条件对 I1 成立. 由 Lyapunov 中心极限定理可知, I1 的分布函数弱收敛于标准正态

分布.

定理 3.1 的证明 设 αn = (pn/n)
1/2, 可以证明对任意 ϵ > 0, 存在一个足够大的常数 C, 使得任

意常数向量 un 满足 ∥un∥ = C, 则有

P
{

inf
∥un∥=C

lAL

n (β0 + αnun) > lAL

n (β0)
}
> 1− ϵ.

由此可以推导出存在一个局部最小值点 β̂AL, 且满足 ∥β̂AL − β0∥ = Op(αn). 随后可得

lAL

n (β0 + αnun)− lAL

n (β0) = ln(β0 + αnun)− ln(β0) +

pn∑
j=1

{Pλnj(|β0j + αnunj |)− Pλnj(|β0j |)}

> {ln(β0 + αnun)− ln(β0)}+
pn,1∑
j=1

{Pλnj(|β0j + αnunj |)− Pλnj(|β0j |)}

=: U1 − U2.

将 U1 表达成

U1 = αnu
T
n Ûn +

1

2
α2
nu

T
nAun + (∥un∥2 + ∥un∥)op(α2) =: U11 + U12 + U13,

其中,

|U11| = |αnu
T
n Ûn| 6 αn∥un∥∥Ûn∥ = αn∥un∥Op

(√
pn
n

)
= ∥un∥Op(α

2
n),

|U12| =
∣∣∣∣12α2

nu
T
nAun

∣∣∣∣ > 1

2
α2
n∥un∥2λmin(A) >

1

2
α2
n∥un∥2C1.

因此, 在 U1 中, 对于足够大的 ∥un∥, |U12| 远大于 |U11| 与 |U13|. 同时

|U2| =
∣∣∣∣ pn,1∑
j=1

λn

|β̂j |
|β0j + αnunj | −

λn

|β̂j |
|β0j |

∣∣∣∣
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6 αnλn

∣∣∣∣ pn,1∑
j=1

|unj |
|β̂j |

∣∣∣∣
= αnλn

√
pn,1Op(1)∥un∥∥un∥op(α2

n).

对于足够大的 C = ∥un∥, |U12| 远大于 |U2|. 因为 A 是正定的, 故 U12 > 0. 由此, 当 n → ∞ 且 C 足够

大时, lAL
n (β0 + αnun)− lAL

n (β0) > 0 的概率趋近于 1.

为了证明定理 3.2, 我们还需要一个引理.

引理 A.2 设条件 A.1–A.6 均成立, 如果
√
nλn = o(1), λnn/pn → ∞, pn log n/

√
n = o(1), 则对

任意满足 ∥β1 − β0,1∥ = O(p
1/2
n n−1/2) 的 β1 以及任意常数 C,

lAL

n ((βT
1 , 0

T)T) = min
∥β2∥6Cp

1/2
n n−1/2

lAL

n ((βT
1 , β

T
2 )

T)

的概率趋近于 1.

证明 为了得到引理结论, 只需证明对任意满足 ∥β1 − β0,1∥ = O(p
1/2
n n−1/2) 的 β1 以及 ∥β2∥ 6

Cp
1/2
n n−1/2, ∂lAL

n (β)/∂βj 与 βj (j = pn,1 + 1, . . . , pn) 同号的概率趋近于 1. 我们有

∂lAL
n (βn)

∂βj
= Ûn(β0)j +

pn∑
k=1

Ajk(βk − β0k) + op

(
∥βn − β0∥+

√
pn
n

)
+ P ′

λnj(|βj |)sign(βj)

=: V1 + V2 + V3 + V4.

可以证明

V1 = Op

(
1√
n

)
= op

(√
pn
n

)
,

|V2| =
∣∣∣∣ pn∑
k=1

Ajk(βk − β0k)

∣∣∣∣ 6 ∥β − β0∥
( pn∑

k=1

A2
jk

) 1
2

= Op

(√
pn
n

)
O(1) = Op

(√
pn
n

)
,

|V3| = op

(√
pn
n

)
.

因此, V1 + V2 + V3 = Op(
√
pn/n). 由此可得

∂lAL
n (βn)

∂βj
= P ′

λnj(|βj |)sign(βj) +Op

(√
pn
n

)
=

λn

|β̂nj |
sign(βj) +Op

(√
pn
n

)
=

λn

|β̂nj |

{
sign(βj) +Op

(
pn
nλn

)}
.

因为 λnn/pn → ∞, 相比于 sign(βj), Op(pn/(nλn)) 可以被忽略. 由此, ∂lAL
n (β)/∂βj 与 βj (j = pn,1 + 1,

. . . , pn) 同号的概率趋近于 1.

定理 3.2 的证明 第 (i) 部分的结论可以由引理 A.2 直接得到. 对于第 (ii) 部分, 先记

Bn = {P ′
λn1

(|β01|)sign(β01), . . . , P
′
λnpn,1

(|β0k|)sign(β0pn,1)}T.
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不难看出, 当 n → ∞ 时, Bn 收敛至 0. 因为 β̂AL 是 lAL
n (β) 的最小值点, 故 ∂lAL

n (β̂AL)/∂β1 = 0. 加上

β̂AL
2 = 0, 可得

Û1 +A11(β̂
AL

1 − β0,1) + op

(
∥βn − β0∥+

√
pn
n

)
+Bn = 0, (A.1)

其中 Û1 包含 Ûn 中最前面的 pn,1 个分量. 将 (A.1) 重新排布, 可得

√
n(β̂AL

1 − β0,1) = −
√
nA−1

11 Û1 −
√
nA−1

11 Bn + op(
√
pn).

由条件
√
nλn = o(1), 可得

√
nA−1

11 Bn → 0. 再由条件 A.1 与 A.3, 可推导出 E|∇1jτ(Z
′
1β0)|2 < ∞ 对

j = 1, . . . , pn 成立. 因此 ∥A−1/2
11 Û1∥ = Op(

√
pn/n),

√
n(β̂AL

1 − β0,1) =
√
nA−1

11 Û1(1 + op(1)).

因为任意非零 pn,1 × 1维常数向量 un 满足 ∥un∥ = 1,
√
nuT

nA
−1
11 Û1/[2[u

T
nA

−1
11 V11A

−1
11 un]

−1/2]的分布函

数弱收敛于标准正态分布, 因此, 由 Slutsky 定理可以得到
√
nuT

n (β̂
AL
1 − β0,1)/[2[u

T
nA

−1
11 V11A

−1
11 un]

−1/2]

的分布函数弱收敛于标准正态分布.

定理 3.3 的证明 为了更清晰地陈述证明, 我们需要引入一些额外的记号. 将真实的模型记为

M∗ = {j : β0j ̸= 0, j = 1, . . . , pn}. 如果我们用 β̂λ表示调节参数取值为 λ时的回归系数估计,则相应的

模型记为Mλ = {j : β̂λ,j ̸= 0, j = 1, . . . , pn}. 对于任意大小为m的模型M = {j1, . . . , jm},其相应的系
数估计记为 β̂M = (βj1 , . . . , βjm). 需要注意的是 β̂M 与 β̂λ 定义不同,我们需要仔细区分它们.接下来,

将 Rp 空间划分成 3 个互不相交的区域: (i) Ω− = {λ > 0 : Mλ ̸⊃ M∗}; (ii) Ω0 = {λ > 0 : Mλ = M∗};
(iii) Ω+ = {λ > 0 : Mλ ⊃ M∗,Mλ ̸= M∗}. 这一划分将 λ 的范围分为 3 段, 分别对应于拟合不足的模

型、正确拟合的模型以及过度拟合的模型. 对于拟合不足的模型, 存在 j ∈ M∗ 与 j /∈ Mλ. 过度拟合

的模型是指那些如果 j ∈ M∗ 则 j ∈ Mλ 但却存在 k ∈ Mλ 同时 k /∈ M∗ 的模型. 通过考虑拟合不足

的模型与过度拟合的模型这两部分来证明定理.

对于拟合不足的模型, 当 λ ∈ Ω− 时, 估计向量 β̂AL

S 的长度与 β0 不匹配. 为了使 β̂AL

S 与 β0 可比,

这里稍微修正 β̂S 的定义. 对于任意模型 S, 定义

β̂S = argmin
β∈Rkn :βj=0,∀ i/∈S

ln(β).

由定义可得

inf
λ∈Ω−

BICλ = inf
λ∈Ω−

ln(β̂λ) +
log n

n
Cn · dfλ > inf

λ∈Ω−
ln(β̂λ)

= inf
λ∈Ω−

ln(β0) +
1

2
(β̂∗

λ − β0)
TA(β̂∗

λ − β0)

> ln(β0) +
1

2
λmin(A) inf

λ∈Ω−
∥β̂∗

λ − β0∥2

> ln(β0) +
1

2
λmin(A) inf

S ̸⊃M∗
∥β̂S − β0∥2

> ln(β0) +
1

2
λmin(A) min

j∈M∗
(β2

0,j).

由条件 A.6, 可得

inf
λ∈Ω−

BICλ − ln(β0) >
1

2
C1 min

j∈M∗
(β2

0,j). (A.2)
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再由条件 √
n

{Cnpn log n}
× lim inf

n→∞

{
min
j∈ST

|β0,j |
}
→ ∞,

可知 (A.2) 中右边项的阶数为 O(Cnpn log n/n), 当取 Cn = log log pn 时, 该阶数等于 O(log log pn

× pn log n/n). 类似地, 可以推导出

BICλ̂ = ln(β̂) +
log n

n
Cn · df 6 ln(β̂) +

pn log n log log pn
n

= ln(β0) +
1

2
(β̂ − β0)

TA(β̂ − β0) +
pn log n log log pn

n

6 ln(β0) +
1

2
λmax(A)∥β̂ − β0∥2 +

pn log n log log pn
n

= ln(β0) +Op

(
pn
n

)
+

pn log n log log pn
n

= ln(β0) + op

(
pn log n log log pn

n

)
+

pn log n log log pn
n

与

BICλ̂ − ln(β0) = Op

(
pn log n log log pn

n

)
.

综合这两个结果, 可得

P
(

inf
λ∈Ω−

BICλ > BICλ̂

)
→ 1. (A.3)

对于过度拟合的模型, 任取 λ ∈ Ω+, 有

inf
λ∈Ω+

(BICλ − BICλ̂) = inf
λ∈Ω+

ln(β̂λ)− ln(β̂) + (dfλ − dfλ̂)
log n

n
Cn

= inf
λ∈Ω+

1

2
(β̂λ − β0)

TA(β̂λ − β0)−
1

2
(β̂ − β0)

TA(β̂ − β0)

+ (dfλ − dfλ̂)
log n

n
Cn

> −1

2
λmax(A)∥β̂ − β0∥2 + (dfλ − dfλ̂)

logn

n
Cn

> −1

2
C2∥β̂ − β0∥2 +

log n

n
Cn,

其中最后一行成立是因为对任意 λ ∈ Ω+,必有 dfλ−dfλ̂ > 1. 更进一步,因为 ∥β̂AL −β0∥2 = Op(pn/n),

所以

inf
λ∈Ω+

(BICλ − BICλ̂) > (1 + op(1))
pn log n log log pn

n
> 0.

这表明

P
(

inf
λ∈Ω+

BICλ > BICλ̂

)
→ 1. (A.4)

最后, 结合 (A.3) 与 (A.4), 可得

P(Mλ̂ = M∗) → 1, n → ∞.

证毕.
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Variable selection in doubly truncated regression models

Ming Zheng, Chanjuan Lin & Wen Yu

Abstract Doubly truncated data arise in many areas such as astronomy, econometrics, and medical studies.
For the regression analysis with doubly truncated response variables, the existence of double truncation may
bring bias for the estimation as well as affect the variable selection. We propose a simultaneous estimation
and variable selection procedure for the doubly truncated regression, allowing a diverging number of regression
parameters. To remove the bias introduced by the double truncation, a Mann-Whitney-type loss function is used.
The adaptive LASSO (least absolute shrinkage and selection operator) penalty is added to the loss function to
achieve simultaneous estimation and variable selection. An iterative algorithm is designed to optimize the resulting
objective function. We establish the consistency and the asymptotic normality of the proposed estimator. The
oracle property of the proposed selection procedure is also obtained. Some simulation studies are conducted
to show the finite sample performance of the proposed approach. We also apply the method to analyze a real
astronomical data set.

Keywords double truncation, variable selection, diverging number of parameters, adaptive LASSO, least

absolute deviation, oracle property
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