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摘要 本文对 Donaldson 关于锥状 Kähler-Einstein 度量存在性的开性定理给一个简要介绍.
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1 引言

本文是作者在 2016 年北京大学 “几何分析与退化椭圆型方程” 讲习班的系列报告的综述. 报告

的目的是介绍 Donaldson 关于锥状 Kähler-Einstein 度量的开性定理 [1]. 该定理在 2012 年由 Tian [2]

以及稍后 Chen 等 [3] 运用锥状 Kähler-Einstein 度量的形变方法解决 Fano 流形上 Kähler-Einstein 度

量存在性问题中起到重要作用. 开性定理的证明策略与光滑流形上的存在性证明一样, 都是运用隐函

数定理解复 Monge-Ampère 方程; 不同之处在于细节上更复杂: 首先要建立锥状度量空间上偏微分方

程线性理论, 其次要理解锥角变化导致的度量奇异性的变化.

Kähler-Einstein度量存在性问题是近 40年来微分几何学的一个核心研究课题. 1978年, Yau [4] 在

一篇影响深远的文章中解决了 Calabi猜想,证明了第一 Chern类平凡或小于 0情形的 Kähler-Einstein

度量存在性. Aubin [5] 也独立证明了第一 Chern 类小于 0 的情形. 此后, 作为一个微分几何学经典问

题, 第一 Chern 类大于 0 的 Kähler 流形 (Fano 流形) 上的 Kähler-Einstein 度量存在性问题一直持续

了很多年. 1990年, Tian [6] 解决了 Fano曲面上的存在性问题. 1997年, Tian在一篇关键的文献 [7]中

提出 K- 稳定性条件, 并证明了如果 Fano 流形存在 Kähler-Einstein 度量, 没有全纯向量场, 则流形是

K- 稳定的. 一般地, Yau-Tian-Donaldson 猜想称 Kähler-Einstein 度量的存在性与 Fano 流形的 K- 稳

定性等价. 该猜想的充分性部分最终在 2012 年由 Tian 和 Chen 等解决.

锥状 Kähler-Einstein 度量是一类特殊的奇异 Kähler-Einstein 度量, 对这类度量的研究可以追溯

到 20 个世纪 90 年代 Troyanov [8] 及 Luo 和 Tian [9] 在 Riemann 面上的存在性工作. Tian [10] 提出了
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高维锥状 Kähler-Einstein 度量的存在性问题以及对一些代数不等式的应用. 后续的存在性工作及其

在 Chern 数不等式的应用参见文献 [11–19].

我们将问题限制在 Fano流形上. 记 M 是一个紧致 n 维 Fano流形, KM 是 M 的典则线丛. 设 λ

是一个正整数, D 是 M 的一个光滑除子, 其同调类的 Poincaré 对偶是 λc1(M). 设 0 < β < 1 是一个

实数, ω 是 M\D 上的光滑 Kähler 度量, 并且在 D 附近一致等价于锥状度量

ωβ =
√
−1

(
dz1 ∧ dz̄1
|z1|2(1−β)

+
n∑
i=2

dzi ∧ dz̄i
)
, (1.1)

其中 (z1, z2, . . . , zn) 是坐标系, 使得 D = {z1 = 0} 局部成立, 则 ω 称为在 D 上具有 2πβ 角度的锥状

度量; 若 ω ∈ 2πc1(M) 并且满足流 (current) 方程

Ric(ω) = µω + 2π(1− β)[D], (1.2)

则 ω 称为在 D 上具有 2πβ 角度的锥状 Kähler-Einstein 度量. Li 和 Sun [15] 及 Berman [19] 证明了,

当角度 β > 0 充分小时, 流形上总存在 D 上有 2πβ 角度的锥状 Kähler-Einstein 度量. 另一方面,

Donaldson [1] 证明了如下开性定理 (参见文献 [1, 定理 2]):

定理 1.1 记 β0 ∈ (0, 1)和 µ0 = 1−(1−β0)λ. 对取定的 0 < α < min(1, β−1
0 −1),若M 上存在 D

上具有 2πβ0 角度的 C,α;β0 Kähler-Einstein 度量, 则对充分接近 β0 的实数 β, 存在 D 上具有 2πβ 角

度的 C ,α;β Kähler-Einstein 度量.

锥状 Kähler-Einstein 度量的详细定义参见第 3.2 小节. 下面将对 Donaldson 的证明做简单介

绍, 内容包括模型空间的 Laplace 算子线性理论、锥状 Kähler 度量空间的 Schauder 估计理论和锥状

Kähler 度量下的复 Monge-Ampère 方程可解性问题等. 锥状度量的 Schauder 估计有新的证明和推广,

参见文献 [14, 18,20,21] 等.

2 平坦模型

2.1 Green 函数的多重齐次展开

取定 β ∈ (0, 1). 设 (r, θ)是平面 R2 上的极坐标, r > 0, θ ∈ [0, 2π). 记 R2
β = (R2, gβ),其中 gβ 是 R2

上角度为 2πβ 的锥度量

gβ = dr2 + β2r2dθ2. (2.1)

很显然, 以原点为中心的旋转保持该度量不变. 可以运用古典的 Fourier 展开表示空间 R2
β 的热核和

Green 函数, 然后运用经典的位势分析方法得到 Laplace 算子的线性理论.

首先回顾 Bessel 函数. 考虑下述阶数为 ν ∈ C 的 Bessel 方程:

z2
d2J

dz2
+ z

dJ

dz
+ (z2 − ν2)J = 0. (2.2)

该方程一个特殊解为

Jν(z) =
∞∑
i=0

(−1)i( z2 )
ν+2i

Γ(i+ 1) · Γ(ν + i+ 1)
, (2.3)
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其中 Γ 是 Gamma 函数, 定义为

Γ(w) =

∫ ∞

0

tw−1e−tdt, 对任意 w ∈ C. (2.4)

负整数集合是 Γ 的奇异点集. Jν 称为阶数为 ν 的 Bessel 函数. 当 ν 不是整数时, Jν 和 J−ν 是 Bessel

方程两个线性无关的特解; 当 ν 是整数时, 有关系 J−ν = (−1)νJν . 当 ν = k 是整数时, Jk 还有如下

表示:

Jk(z) =
1

2π

∫ 2π

0

e
√
−1z sin θ−

√
−1kθdθ. (2.5)

换句话讲, Jk 是函数 e
√
−1z sin θ 的 Fourier 系数, 即

e
√
−1z sin θ =

∞∑
k=−∞

Jk(z)e
√
−1kθ. (2.6)

我们还需要另一族 Bessel 函数

Iν(z) = e−
√

−1νπ
2 Jν(

√
−1z) =

∞∑
i=0

( z2 )
ν+2i

Γ(i+ 1) · Γ(ν + i+ 1)
. (2.7)

引理 2.1 [22] 对任意 ν ∈ C 满足 Re(ν) > −1 和 p > 0, 有∫ ∞

0

te−pt
2

Jν(at)Jν(bt)dt =
1

2p
e−

a2+b2

4p Iν

(
ab

2p

)
. (2.8)

空间 R2
β 的 Laplace 算子

∆β =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

β2r2
∂2

∂θ2
. (2.9)

对任意整数 k, 易证函数 ϕ = ϕk,λ(r, θ) = Jk/β(λr)e
√
−1kθ 满足特征方程

∆βϕ = −λ2ϕ. (2.10)

所以, 函数

Re

(∫ ∞

0

e−λ
2tϕk,λ(r, θ)ϕk,λ(r′.θ′)dλ

2

)
= 2 cos k(θ − θ′) ·

∫ ∞

0

λe−λ
2tJk/β(λr)Jk/β(λr

′)dλ

= cos k(θ − θ′) · 1
t
e−

r2+r′2
4t Ik/β

(
rr′

2t

)
是热方程的解. 形式地, 根据 Fourier 级数理论, R2

β 的热核有如下展开:

Ht(r, θ; r
′, θ′) =

∞∑
k=−∞

1

4πβt
e−

r2+r′2
4t Ik/β

(
rr′

2t

)
cos k(θ − θ′). (2.11)

容易验证,
∫
R2 Ht(r, θ; r

′, θ′)dvgβ = 1 对任意 t > 0 成立. 当 β = 1 时, 根据 Fourier 展开 (2.6), 可以证

明 Ht(r, θ; r
′, θ′) = 1

4πte
− r2+r′2−2rr′ cos(θ−θ′)

4t , 这是 Euclid 平面上的热核.
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下面考虑乘积空间 R2
β × Rn−2, n > 3, 其中 Rn−2 是 n − 2 维 Euclid 空间. 该空间点的坐标记为

x = (r, θ, x̄). 根据乘积不变性, R2
β × Rn−2 的热核

Ht(x, y) =
1

β

1

(4πt)
n
2
e−

r2+r′2+R2

4t ·
∞∑

k=−∞

Ik/β

(
rr′

2t

)
cos k(θ − θ′), (2.12)

其中 R = |x̄− ȳ| 是 x̄ 到 ȳ 的 Euclid 距离. Green 函数定义为

G(x, y) =

∫ ∞

0

Ht(x, y)dt. (2.13)

形式地, 有级数表示

G(r, θ; r′, θ′;R) = β−1(4πt)−
n
2

∞∑
k=−∞

Gk(r, r
′;R) cos k(θ − θ′), (2.14)

其中

Gk(r, r
′;R) =

∫ ∞

0

t−
n
2 e−

r2+r′2+R2

4t Ik/β

(
rr′

2t

)
dt. (2.15)

容易验证, 当 rr′ < (r− r′)2 +R2 时, 上述级数收敛, 从而 Green 函数有级数表示. 容易验证 Green 函

数满足下述性质:

(1) G(x+ z; y + z) = G(x; y), 对任意 z ∈ S = {0} × Rn−2;

(2) G(λx;λy) = λ2−nG(x; y), 对任意 λ > 0,

其中 (1)是在 Rn−2 因子上的平移不变性; (2)是空间伸缩的变换性质. 根据这些性质, Donaldson [1] 导

出如下 Green 函数的多重齐次 (polyhomogeneous) 展开:

引理 2.2 [1] 当 r, r′ < R
2 时,

G(r, θ; r′, θ′;R) =

∞∑
i,j,k=0

ci,j,k
Rn−2

·
(
r

R

) k
β+2i

·
(
r′

R

) k
β+2j

· cos k(θ − θ′), (2.16)

其中 ci,j,k 是常数系数; 当 r < r′

4 时,

G(r, θ; r′, θ′;R) = r′(2−n)
∞∑

i,k=0

ai,k

(
R2

r′

)
·
(
r

r′

) k
β+2i

· cos k(θ − θ′), (2.17)

其中 ai,k 是光滑函数系数.

2.2 Schauder 估计

取定 β ∈ (0, 1). 考虑 R2
β × Rn−2 上的 Schauder 估计, n > 3.

首先说明 G(x, y)是一个积分算子的核.在 C∞
0 (Rn)上定义 L2 范数 ∥f∥ = (

∫
Rn |∇f |2dvgβ )

1
2 . 记 H

是 C∞
0 (Rn) 在该范数下完备化得到的 Hilbert 空间. 对任意 ρ ∈ Lq(Rn), q = 2n

n+2 , 定义算子

Lρ : H → R, f 7→
∫
Rn

f · ρdvgβ .

4
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根据 Sobolev 不等式, 以及 gβ 与 Euclid 度量一致等价, 该算子是一个有界算子:∣∣∣∣ ∫
Rn

fρdvgβ

∣∣∣∣ 6 ∥f∥ 2n
n−2

∥ρ∥ 2n
2n+2

6 C(n, β) · ∥f∥H∥ρ∥ 2n
2n+2

,

即 ∥Lρ∥ 6 C(n, β) · ∥ρ∥ 2n
n+2

. 根据 Riesz 表示定理, 存在唯一的元素 Gρ ∈ H 使得∫
Rn

fρdvgβ =

∫
Rn

⟨∇f,∇(Gρ)⟩dvgβ , ∀ f ∈ H. (2.18)

换句话讲, 存在有界线性算子 G : Lq → H 使得下述方程在弱意义下成立:

∆gβ (Gρ) = ρ. (2.19)

显然, Green 函数是 G 的积分核, 即

Gρ(x) =

∫
Rn

G(x, y)ρ(y)dvgβ , 对任意 ρ ∈ Lq. (2.20)

对于任意 Rn 中的向量 v,记 |v|为其 Euclid长度.取定 α ∈ (0, 1),对 Rn 上的函数 f ,定义 Hölder

半范数

[f ]α = sup
x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

. (2.21)

类似地可以定义区域上的 Hölder 半范数. 定义 D 为下述算子之一:

∂2

∂r∂xj
,

1

r

∂2

∂θ∂xj
,

∂2

∂xi∂xj
, (2.22)

其中 i, j = 2, . . . , n. 运用引理 2.2 中 Green 函数的多重齐次展开, Donaldson [1] 证明了如下命题:

命题 2.1 [1] 对任意 0 < α < min(β−1 − 1, 1), 存在常数 C = C(n, β, α) 使得

[D(Gρ)]α 6 C[ρ]α, 对任意 ρ ∈ C∞
0 (Rn). (2.23)

记 ∇ 为下述一阶算子之一: ∂
∂r、

1
r
∂
∂θ 和

∂
∂xj

. 容易验证

∇(Gρ)(x) =

∫
Rn

∇xG(x, y)ρ(y)dvgβ (y), 对任意 ρ ∈ C∞
0 (Rn). (2.24)

运用 Green 函数的多重齐次展开, 同样可以证明下面的命题:

命题 2.2 对任意 0 < α < min(β−1 − 1, 1), 存在 C = C(n, α, β) 使得

∥Gρ∥C0 + ∥∇(Gρ)∥C0 + [∇(Gρ)]α 6 C∥ρ∥C0 , 对任意 ρ ∈ C∞
0 (B1(0)), (2.25)

其中 B1(0) 是 Euclid 空间的单位球.

通过截断函数, 可以将上述估计局部化, 得到下述命题:

命题 2.3 (1) 对任意 0 < α < min(β−1 − 1, 1), 存在 C = C(n, β, α) 使得

∥∇f∥C0(B 1
2
(0)) + [∇f ]α,B 1

2
(0) 6 C(∥∆f∥C0(B1(0)) + ∥f∥C0(B1(0))); (2.26)

(2) 对任意 0 < α < min(β−1 − 1, 1), 存在 C = C(n, α, β) 使得

∥Df∥C0(B 1
2
(0)) + [Df ]α,B 1

2
(0) 6 C(∥∆f∥C0(B0(0)) + [∆f ]α,B1(0) + ∥f∥C0(B1(0))), (2.27)

其中 D 是 (2.22) 中定义的二阶微分算子.
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3 锥状 Kähler 度量

3.1 复模型空间

取定 β ∈ (0, 1). 记 Cβ = (C, ωβ), 其中 ωβ 是复平面上的 Kähler 度量形式,

ωβ =

√
−1dz ∧ dz̄
|z|2(1−β)

. (3.1)

记 z = ρe
√
−1θ, 其中 (ρ, θ) 是复平面的极坐标. 令 r = β−1ρβ , 则在坐标 (r, θ) 中, ωβ 对应的度量是上

节定义的锥状度量

gβ = dr2 + β2r2dθ2. (3.2)

记 Cβ × Cn−1 = (Cn, ωβ), n > 2, 其中 ωβ 定义为

ωβ =
√
−1

(
dz1 ∧ dz1
|z1|2−2β

+
∑
i>2

dzi ∧ dz̄i
)
. (3.3)

在超曲面 S = {0} × Cn−1 之外, ωβ 定义了光滑锥状度量.

令 ϵ = dr+
√
−1rdθ 是 Cn\S 上的光滑 (1, 0) 形式. 容易验证 ϵ = e−

√
−1θ|z1|β−1dz1, 则 ϵ, dz2, . . . ,

dzn 构成 Cn\S 上 (1, 0) 形式一组基. 定义算子 ∇p 使得

∂ = ϵ · ∇1 +
∑
j>2

dzj · ∇j , (3.4)

则 ∇1 = e
√
−1θ|z1|1−β ∂

∂z1
, ∇j =

∂
∂zj

. 类似地, ϵ ∧ ϵ̄, ϵ ∧ dz̄j , dzi ∧ ϵ̄, dzi ∧ dz̄j (i, j > 2) 给出 Cn\S 上的
(1, 1) 形式一组基. 定义算子 Dpq̄, p, q > 1, 使得

∂∂̄ = ϵ ∧ ϵ̄ ·D11̄ +
∑
j>2

ϵ ∧ dzj ·D1j̄ +
∑
i>2

dzi ∧ ϵ̄ ·Di1̄ +
∑
i,j>2

dzi ∧ dz̄j ·Dij̄ . (3.5)

显然, 对 i, j > 2, 有

D11̄ = |z1|2−2β ∂2

∂z1∂z̄1
, D1j̄ = e

√
−1θ|z1|1−β

∂2

∂z1∂z̄j
, (3.6)

Di1̄ = e−
√
−1θ|z1|1−β

∂2

∂zi∂z̄1
, Dij̄ =

∂2

∂zi∂z̄j
. (3.7)

除了 D11̄, 其余的 Dpq̄ 都可以由 (2.22) 中定义的二阶微分算子线性组合得到.

对任意区域 Ω, 定义 Ω 上的 Hölder 范数如下: 对函数 f , 令

∥f∥C,α;β(Ω) = ∥f∥C0(Ω) + [f ]α,Ω, (3.8)

∥f∥C1,α;β(Ω) = ∥f∥C,α;β(Ω) +

n∑
p=1

(∥∇pf∥C0(Ω) + [∇pf ]α,Ω), (3.9)

∥f∥C2,α;β(Ω) = ∥f∥C1,α;β(Ω) +
n∑

p,q=1

(∥Dpq̄f∥C0(Ω) + [Dpq̄f ]α,Ω). (3.10)

注意到 D11̄ = ∆Cβ
, 所以, 第 2.2 小节中的局部 Schauder 估计等价于下述命题.

6
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命题 3.1 对任意 0 < α < min(β−1 − 1, 1), 存在 C = C(n, α, β) 使得

∥f∥C2,α;β(B 1
2
(0)) 6 C(∥∆f∥C,α;β(B1(0)) + ∥f∥C0(B1(0))).

对任意 (1, 1) 形式 η, 定义扰动的 Laplace 算子 ∆ηf = ∆ωβ
f + ⟨η,

√
−1∂∂̄f⟩. 对于扰动的 Laplace

算子, 同样可以证明下述局部 Schauder 估计 (参见文献 [1, 13]):

命题 3.2 对任意 α < min(β−1−1, 1),存在 ε = ε(n, β, α)和 C = C(n, β, α)使得,若 (1, 1)形式 η

满足 ∥η∥C,α;β(B1(0)) 6 ε, 则

∥f∥C2,α;β(B 1
2
(0)) 6 C(∥∆ηf∥C,α;β(B1(0)) + ∥f∥C0(B1(0))). (3.11)

3.2 锥状 Kähler 度量

设 M 是一个紧致 Kähler 流形, D 是 M 上一个光滑除子. 对于 p ∈ D, 邻域上的一个坐标系

z = (z1, . . . , zn) 称为一个限制坐标系, 如果满足 D = {z1 = 0}. 在限制坐标系下, 定义坐标变换

ξ = β−1|z1|β−1z1. 在极坐标系中, 该变换等价于 (ρ, θ) 7→ (r, θ) = (β−1ρβ , θ), 这是第 3.1 小节中定义的

锥变换. 在限制坐标系下, 定义 (1, 0) 微分形式 ϵ = dr +
√
−1βrdθ.

首先定义 Hölder 函数和 Hölder 微分形式.

定义 3.1 M 上一个 (1, 0) 形式 η 称为 C ,α;β 连续, 如果 η ∈ Cα(M\D), 并且对任意 p ∈ D, 存

在附近的限制坐标系 z = (z1, . . . , zn), 使得 η = η1ϵ+
∑
i>2 ηidzi, 每个 ηp 关于 (ξ, z2 · · · , zn) 是 Cα 连

续的; 类似地, 一个 (1, 1) 形式 η 称为 C,α;β 连续, 如果 η ∈ Cα(M\D), 并且对任意 p ∈ D, 存在附近

的限制坐标系 z = (z1, . . . , zn), 使得 η = η11̄ϵ ∧ ϵ̄+ η1j̄ϵ ∧ dz̄j + ηi1̄dz
i ∧ ϵ̄+ ηij̄dz

i ∧ dz̄j , 每个 ηpq̄ 关于

(ξ, z2 . . . , zn) 是 Cα 连续的. 记微分形式 η ∈ C ,α;β , 如果 η 是 C,α;β 连续的.

定义 3.2 实值函数 f ∈ C ,α;β , 如果 f ∈ Cα(M\D), 并且对任意 p ∈ D, 存在限制坐标系

z = (z1, . . . , zn), 使得 f 关于 (ξ, z2 . . . , zn) 是 Cα 连续的; f ∈ C1,α;β , 如果 f, ∂f ∈ C,α;β ; f ∈ C2,α;β ,

f, ∂f, ∂∂̄f ∈ C,α;β .

注意, 在定义 C2,α;β 空间时, 我们只要求函数的复 Hesse 张量是 Hölder 连续的.

定义 3.3 一个 (1, 1) 形式 ω ∈ C,α;β 称为一个在 D 上有 2πβ 锥角的 Cα 锥状度量, 如果 ω 在

M\D 上是 Cα 度量, 并且对任意 p ∈ D, 存在限制坐标系 z = (z1, . . . , zn), 使得

ω = ω11̄ϵ ∧ ϵ̄+ ω1j̄ϵ ∧ dz̄j + ωi1̄dz
i ∧ ϵ̄+ ωij̄dz

i ∧ dz̄j ,

满足 ω11̄ 在 D 上严格正.

关于锥状 Kähler 度量的存在性, 我们有如下引理:

引理 3.1 [1] 设 L 是由除子 D 定义的线丛, h 是 L 上的一个 Hermite 度量. 设 s 是 L 的一个全

纯截面, s−1(0) = D. 设 ω0 是 M 上一个光滑 Kähler 度量, 则对任意充分小的 δ > 0, (1, 1) 形式

ωβ = ω0 + δ
√
−1∂∂̄|s|2βh (3.12)

定义了 M 上一个在 D 上具有 2πβ 锥角的锥状度量, Hölder 指标为 α = min(β−1 − 1, 1).

根据命题 3.2, 我们有 Laplace 算子的 C2,α;β 局部正则性理论. 关于锥状度量的 Laplace 算子理论

的另一个命题如下:

引理 3.2 [1] 设 0 < α < min(β−1 − 1, 1), ω ∈ C,α;β 是一个在 D 上具有 2πβ 锥角的锥状 Kähler

度量, 则 ∆ω : C2,α;β → C ,α;β 是一个 Fredholm 算子, Fredholm 指标为 0.

与光滑度量情形一样, 该命题的证明需要运用 Laplace 算子的 L2 理论和局部正则性理论.
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3.3 锥状 Kähler-Einstein 问题

设M 是一个 n维 Fano流形, D ∈ |K−λ
M |是一个光滑除子,其中 λ是一个正整数. 令 ω0 ∈ 2πc1(M)

是 M 上一个光滑 Kähler 度量. 定义 C2,α;β 势函数空间

Pα;β = {φ ∈ C2,α;β | ωφ = ω0 +
√
−1∂∂̄φ 是 D 上具有 2πβ 角度的锥状度量}. (3.13)

度量 ωφ 称为一个锥角为 2πβ 的锥状 Kähler-Einstein 度量, 如果 φ ∈ Pα;β , ωφ 满足流方程 (1.2). 显

然, 锥状 Kähler-Einstein 度量在除子 D 外光滑, 在 D 附近也有更好的正则性.

命题 3.3 [3, 14,23] 若度量 ωφ, φ ∈ Pα;β 是在 D 上具有 2πβ 角度的锥状 Kähler-Einstein 度量, 则

对任意 α′ < min(β−1 − 1, 1), 有 φ ∈ C2,α′;β ∩ C∞(M\D).

设 u0 是 ω0 对应的 Ricci 势函数, 满足 Ric(ω0) +
√
−1∂∂̄u0 = ω0; 设 h0 是 K−λ

M 上的 Hermite 度

量, Chern 联络的曲率形式等于 λω0. 对任意 φ ∈ Pα;β , 定义 log-Ricci 势函数

uφ = u0 + µφ+ log
|s|2(1−β)h0

ωnφ
ωn0

∈ C,α;β . (3.14)

与光滑流形一样, 可以将锥状 Kähler-Einstein 度量存在性问题转化为解复 Monge-Ampère 方程问题:

命题 3.4 ω = ωφ +
√
−1∂∂̄ψ, φ+ ψ ∈ Pα;β 是 D 上有 2πβ 角度的锥状 Kähler-Einstein 度量当

且仅当 ψ 满足复 Monge-Ampère 方程

(ωφ +
√
−1∂∂̄ψ)n = e−uφ−µψωnφ. (3.15)

4 开性定理的证明

设M 是一个 n维 Fano流形, D ∈ |K−λ
M |是一个光滑除子,其中 λ是一个正整数. 令 ω0 ∈ 2πc1(M)

是 M 上一个光滑 Kähler 度量, 如第 3.3 小节定义 C2,α;β 势函数空间 Pα;β .
设 ωβ0 = ω0 +

√
−1∂∂̄φβ0 (φβ0 ∈ Pα;β0) 是 D 上具有 2πβ0 角度的锥状 Kähler-Einstein 度量. 根

据命题 3.3, ωβ0 的 Hölder 指标可取为任意的 α < min(β−1
0 − 1, 1). 我们的目的是构造 D 上具有 2πβ

角度的锥状 Kähler-Einstein 度量.

与光滑情形类似,基本策略是运用隐函数定理来解复 Monge-Ampère方程 (3.15). 不同之处,是这

里的 Hölder 空间随着角度 β 的不同而变化, 需要的背景度量在 D 上的奇异性随着 β 的不同也在变

化, 线性化算子的逆需要有一致估计.

首先, 取定 M 的一族坐标有限覆盖 {Ui}Ni=1, 要么 Ui ∩D = ∅, 要么取 Ui 上的限制坐标系, 即坐

标系 z = (z1, . . . , zn) 满足 D ∩ Ui = {z1 = 0}. 若 Ui 与 D 相交, 记 ωβ0 在限制坐标系中表示为

ωβ0 =
√
−1

(
ω11̄ϵ ∧ ϵ̄+

n∑
j=2

ω1j̄ϵ ∧ dz̄j +
n∑
i=2

ωi1̄dzi ∧ ϵ̄+
n∑

i,j=2

ωij̄dzi ∧ dz̄j
)
, (4.1)

其中 ϵ = dr +
√
−1βdθ, r = β−1|z1|β . 对任意的 α < min(β−1

0 − 1, 1) 和 p, q = 1, . . . , n, 系数 ωpq̄ 关于

(|z1|β−1z1, z2, . . . , zn) 是 Cα 连续的.

引理 4.1 存在线丛 K−λ
M 上的光滑 Hermite 度量 hβ0 , 使得在上述限制坐标系中,

ω11̄ = D11̄|s|
2β0

hβ0
, 在 D 上, (4.2)

其中 D11̄ = |z1|2−2β0 ∂2

∂z1∂z̄1
是在第 3.1 小节中定义的算子.
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引入在 D 上锥角为 2πβ 的背景度量

ωβ = ωβ0 +
√
−1∂∂̄(|s|2βhβ0

− |s|2β0

hβ0
). (4.3)

类比引理 4.1, 根据引理 3.1, 该度量除掉了在 D 上具有 2πβ0 锥角的奇性, 然后加入了在 D 上具有

2πβ 角度的奇性. 经过基本的运算, 可以证明下面的命题:

命题 4.1 取定 ᾱ = 1
2 min(β−1

0 − 1, 1). 对任意充分接近 β0 的 β, (1, 1) 形式 ωβ ∈ C ,ᾱ;β 定义了

在 D 上具有 2πβ 角度的锥状 Kähler 度量.

度量 ωβ 的 2πβ 锥角的 log-Ricci 势函数为

uβ = (β − β0)ℓφβ0 + µβ(|s|2βhβ0
− |s|2β0

hβ0
) + log

|s|2(β0−β)
h0

ωnβ
ωnβ0

, (4.4)

其中 µβ = 1− (1− β)λ, h0 是 K−λ
M 上的 Hermite 度量, 满足 Chern 联络的曲率等于 λω0.

利用背景度量 ωβ , 我们在 M 上定义 Cℓ,α;β 空间的范数 ∥ · ∥Cℓ,α;β .

命题 4.2 当 β 趋于 β0 时, ∥uβ∥C,ᾱ;β → 0.

考虑算子

Q : C2,ᾱ;β → C ,ᾱ;β , ψ 7→ log
(ωβ +

√
−1∂∂̄ψ)n

ωnβ
+ µβψ. (4.5)

度量 ωβ +
√
−1∂∂̄ψ 是 2πβ 角度的锥状 Kähler-Einstein 度量当且仅当 Q(ψ) = −uβ . Q 的线性化算子

是 ∆ωβ
+ µβ . 根据隐函数定理, 为了上述方程可解, 只需证明下面的命题:

命题 4.3 [1] 存在一致的常数 C = C(β0), 使得对任意距离 β0 很近的 β, 有 ∆ωβ
+ µβ 可逆, 并且

∥(∆ωβ
+ µβ)

−1∥ 6 C. (4.6)

命题的证明依赖于命题 3.2 中的 Schauder 估计, 以及如下观察: 如果 (∆ωβ
+ µβ)

−1 不一致有界,

则 ker(∆ωβ0
+ µβ0) 非平凡. 根据 Bochner 公式, 如果 f ∈ ker(∆ωβ0

+ µβ0), 则 f 的梯度向量场是全纯

向量场,平行于除子 D. 根据文献 [16,定理 2.1]知, M 上不存在平行于 D 的全纯向量场. 从而上述命

题成立.

综合上述讨论得到定理 1.1 的证明.
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