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线形振子散射或辐射问题的严格解

沈 浩 明

( 中国科学院电 子研究所
, 北京 )

摘 要

本文应用时序展开法和 w ien
e r 一

H叩 f 技术求得圆管(或圆柱 )状振子的脉冲散射

或辐射 问题的严格解
.

在单脉冲激励下
,

振子的电流响应是一脉冲系列
.

系列中每

一个脉冲依次用时序递推积分方程来确定
.

递推方程有两类
: 一类是全 区间积分方

程
.

它可以用富氏积分变换来求解 ; 另一类是带约束的半区间积分方程
.

除了应用

富氏变换外
,

还采用了 w ien er
一

H叩 f技术来求解
.

本文求得两类递推方程的严格显式

解并验证了解的正确性
.

对于长振子
,

在引入描写相邻脉冲间关系的传输 函数后
,

代

表总电流的无穷级数可以求和
,

并得到形式十分简单的总体解
.

后一结呆可以推广

到连续波情形电流响应的计算
.

一
、

引 言

线形振子是最简单最基本的辐射或散射单元
.

它 )
怎

’

泛地用来组成各种元天线或阵天线
.

许多线形导体的散射问题也可以归结为线形振子的散 射问题
.

因此
,

振子是电磁理论最感兴

趣的研究对象之一
,

遗憾的是
,

即使对结构如此简单的圆柱形导体
,

至今
一

也没有一个严格的理

论分析
〔习

.

振子的基本问题是求解在外界激励下的表面电流响应
.

只有知道了表面电流分

布
,

才能进一步计算散射场或辐射场
,

从而确定散射截血或辐射方向图
.

只有知 道振子输入端

点的电流
,

才能计算振子的输入阻抗
,

并解决馈电匹配和辐射功率的计算问题
.

早在 19 3 8 年
,

H
a

lle n 就建立了振子电流积分方程
,

并用逐次逼近法求解
〔2」

.

后来
,

iK gn 发展了它并对各种

振子及其阵进行了系统的研究
〔3一习 .

由于这些工作都是建立在积分方程近似解的基础上
,

由于

H all 如 型积分方程有内在缺陷
〔 ,;l 人们企图建 立更合理的振子模型

,

并寻求相应的严格显式

解
.

19 6 0 年
, D un ca n 等修改了实心圆柱模型

,

将之改为空心圆管
〔7J

.

这样虽然消除了积分方

程的内在矛盾
,

但只有无穷长的振子才可以得到严格解
〔8] .

当振子是有限长 }{寸
,

必须考虑两

端反射
,

求解积分方程变得十分困难
.

当有限长的振子为一单脉冲激励时
,

电流响应是一脉冲

系列
.

它包括第一个初发脉冲和后面无数的反射脉冲
.

显然
,

初发脉冲可以用无穷长振子的

电流来描述
〔吸但后面的反射脉冲却只能用近似法叨或数值法

[10j 求解
.

因此
,

寻找振子脉冲响

应的严格显式解
,

无疑有很大的理论意义和实际意义
.

本文首先用时序展开法切将圆管 (或圆柱 ) 振子的散射或辐射电流响应方程分解为统一形

式的时序递推方程
.

对于第一个初发脉冲
,

相应的是全区间积分方程
,

应用拉氏和富氏变换

很容易获得了严格的显式解
.

对于各个反射脉冲
,

相应的是带约束的半区间积分方程
.

对这

本文 1 9 8 4年 弓月 20 日收到
.
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类方程
,

除了上述积分变换外
,

还应用了 w ie
en

r 一H o p f 技术 llIJ 求得每个反射脉冲的严格显式

解
.

对长振子
,

代表总电流的无穷级数
,

可以求和并得到形式十分简单的总体解
.

这就为严格

计算连续波工作时长振子的总电流提供了实际可能性 14[]
.

二
、

时序递推方程

1
.

散射问题

图 1 是长为 五半径为
。 的圆管 (或圆柱 )示意图

.

在均匀的平行极化的脉冲电场作用下
,

圆管 (或圆柱 )表面切向总场应为零
:

( E
,

+ 瓦 )
·

砂 ~ o , o ( z 毛 h
.

( 1 )

式中 E
,

为散射场
,

瓦 ( 一 式 (
, 一 ,

·

记 ) ) 为人射场
,

0n ( 一 “ 址。 + 夕尹 + 下砂 ) 是传播方向单

位矢量
,

而
,
( ~

。 ,。

)是以光程为量纲的时间
.

在圆管 (或圆柱 )表面 (
x * y* 0)

1) 人射场为式 ~

式 (一
丫·

,
·

利用
抓 式
一

v价
一梦

和 LO

enr tz 条件
鲁

+
岁 v

·

` 一 ” ,

( ` , 式可写

成
2 )

/少 护 \
J

了了二平 。
1, ,

.

_ _ 、 。
/ /

,

(

— —
l 直 ~

—
—一 刀 八 I

一 了君 , , U 之尧 : 君 乏之 刀 .

\ 口r` 口z 刁

/ 夕 d t
( 2 )

考虑到两端反射的时序
,

方程 ( 2 )的通解可以写成
:

沁
, :

) 一 , }0(r
: 0) +
夕 〔 ; 耗 : 、 ) + 心 (对 l)]

, 。 、 二 、 人,

(s)
4二 L 不少乙 J

式中 T。
一 t 一 了 : ; T吉- 蜡 一 乃吉

, h者~
(

n 十 了 )人
,

动 ;

f
、 .̀

一一
+件

牙

-
一 尸

,

二 ,

一 1
,

、 刀

—
名 ,

F 。

( T 。

) =

为偶
,

为奇
,

h 一 z ,

之 ,

为偶
,

为奇 ;

4二 I C几 ~
, 、

,
_

.

一 一刃下= 二共 1
_ _

均以夕aI 三

拜 “ 刀
V I 一 r

J

一

( 3 a
)

F 二代表
: ~ 0 开始

,

由下端点
宕

~ 0 初发的上下反射的脉冲系列 ; F吉代表 t 一 了h 开始
,

由上

端点 z 一 人初发的上下反射的脉冲系列
.

式中 F耗 T ) 的具体形式还不知道
,

但 F叔 T ( 0)

~ 0
.

从另一方面
,

矢位 A可以用表面电流 I ( , , 名
) 表示为

、少
产、

、尹月

件a了、
、

迁
月

Z、

式中

刀 (
r ,

乙(
: 一

:

) 一 二 {
”

: (
二

一 。 ,

) , (
, 一 *

, : ,

) 、
z ! ,

斗叮 J O

1 f
Z冗 1

, 。

名 ) ~ — } — 叮口

2 充 J o R
(是一积分算子 )

,

5 1; 、

旦
2

圆管

圆柱
。

( 4 b )

a
,ú妞̀

.子,

L
天 一 丫 (

。
一

。 ,

)
,

+ 各, , 占一

1 ) 设圆管 (或圆柱 )较细
,
半径

。 《 脉宽 T
.

2) 圆管很细
, 仅有轴向表面电流

,
因而矢位 通 仅有轴向分量

.
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图 1圆管的散射

由 (3 )和 ( 4 )式
,

得到电流的积分方程

图 2 圆管的辐射

买
: (一 z’)l (t 一 * ,

z’)u
了 一

+0F 郭
尸 ; + 尸

:), o ( 2攫 石
.

( 5 )

此外
,

电流在振子两端还满足边界条件

z (
t , o ) 一 z (

r , 人) ~ 0
.

( 6 )

方程 ( 5 )和条件 ( 6 )就是求解电流的全部条件
.

为了求解方便
,

将 ( 5 )
,

( 6 )式改写成下面联立

形式 :

}!
“ 。 ` (

“ -

、 z (
, , z

) ~

: `

) I (一
R , z ’

) d 之
’

一 F 。
+ 艺 ( F ; + F : )

, o 蕊 。 镇 ` ,

z ( 0 , h 成 2 .

( 7 a
)

( 7 b )

仿照方程 ( 7。 ) 右边非齐次项的形式
,

令

I (
, , z

) 一 1 0

(
, , z

) + 艺 [ ,
。 ,

1

(
, , 二

) + ,
, ,

2

(
, , 。

) ] ( s )

并将它代入 ( 7a
,

b ) 式中
,

可将方程 ( 7。 )及条件 ( 7b )分解为
:

、 .2、 ,
l

a.D
n,n,了、了、

!T
。 “ `

一
,`

。

(一
R , · ” ` · `

一 F 。

(
,

一
’

, 0 蕊 · 镇 ` ,

L (
: 一

: `

) z
, , 1

(
, 一 尺 , 二 ’

) J 。 ’

~ r 万(
r 一

。
万一 ` )

,

o 毛
二

蕊 乃 ,

n 声 0 , l
,

2 ,

…
为偶

,

为奇
,

刀刀
nUZ成簇2

l

h(
, , 。

) ~ 一 z
。 一 , , ,

(
r , z

)

仍,1

8一n声

1
.了二

r砚..,、,.̀月
、

a
,

O

二 一 z ’

) z
, ,

2

(
t 一 尺 , z ,

) d z ’

~ r 言(
t 一

z

吉一 嵘 )
, o 提 z ( h ,

0 , l , 2 , 二
( g e

)
偶东为为刃刀之nU。

) = 一 I
, 一 ,

,
2

(
t , 。

)
, h 毛

z

簇

/、,

讹ù神
产t、、,`了J三

j lleer、 .wewe
、

C

式中 z 一 1
,
:

一 I 。 ,

I
一 , , 2

~ I
。 ·

方程 ( a9 )和其它两组方程不同
,

对电流 I 。
没有附加限制

,

即 I 。
在区间 (一 co

,

0) 和 (人
,

co )

内可以任意
.

为了后面求解方便
,

在 ( h ,

co )内令 I 。
为方程 ( g a

)向 ( h ,

co )开拓后的解 ;在 (一二
,
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( ))内则令 1 0(
, , :

) 一 10 (
, ,

一 :
)

1)
.

这样方程 ( g a
)就变成了全区间的积分方程

.

{二
。 “ (

一
,`

。

(
, 一 R , · ” “ · `

一 F 。

(
,

一 }
·

, ,
,

一
< · < co

·

( 1 0 )

对方程组 ( g b ) 和 ( 9。

) 进行适当的坐标变换
,

并扩大方程的定义域
,

可将它们化为统一形

式
.

为此
,

令
“ 、
一 蜡

, ` ; 一 暗
` , I吉(

` , 勺 ) 一 I
, ,

{ (t
, 二

)
,

并将方程和 玲 的定义域扩大到 ( h
,

co ) ;

报后得到

L (
z :

一 : ;) I吉(
, 一 尺: , 之

;) `
z ; ~ F 吉(

, 一 一 岭 )
, 。 ,

) 0
,

( 1 1 )

2 ,

…
I吉(

, , z :

) 一 一 I奈
,

(
r , h 一 : ,

)
,

种 一 0 ,

z ,

成 0 , ( 12 )

8厂

8一士
月̀

l
口r

lr奋21eet
、

式中 尺 ,

一 尺 (
。 ,

一
二

;) 一 了 (
: :

一
二

;)
2

+ 占, ,

I主
:

(
, , 入一 : ,

) 一 I。 (
, , 之

)
.

2
.

辐射问题

图 2是长度为 成 ~ +h + h 一 ) 半径为
a 的圆管 (或圆柱 )

.

在
: 一 士 o 施以从

:
~ 0 开始

的脉冲电压 V0 (
t
)

.

仿文献 [ 91 类似步骤
,

得到矢位方程

厂护 剐 \
月 。 , 一

/ /
, +

I

— 一
~ , - : 】在 一 U ,

一
n : 之之 万 灸

; n 。

\ a t J

d z `

/

根据在振子两端反射的时序
,

不难写出行波解为

汉 (
了, ·

卜沙 0(r ~0) 身
F

(tT “ , + F

淤
; , ,

}
,

一 ` 一 毛
·
蕊 ` ·

式中 T 。
一 , 一 卜 }

, T鑫一 / 一
z

吉一 岭
, h鑫一 , h + h士 ;

h +
一 z ,

h 一
+ 之 ,

为偶
,

为奇
,

z ; 一 百
h 一 +

。 ,

Lh -I’
一 z ,

为偶

为奇 ;

, 。
(了。一 2·

丫
F吉

, F 万则分别是上行和下行初发脉冲引起的多次反射脉冲系列
.

利用矢位和电流关系

A (
, ,

得到 H
a ll如 型积分方程

·

卜之!笠
一

L (

一
” ` (一

R , · `

’ `
· ` ,

儿十 户 /

与气艺 一
名 ’

) I (
r 一 R , z `

) d z `

~
F 。

+ 艺 (F 才+ ` )
,

一` 一

砚
。

( ` 十
.

方程 ( 16 )和边界条件
I (

r , 士 人士 ) ~ o ,

( 1 3 )

( 14 )

( 1 4 a
)

( 15 )

( 16 )

( 1 7 )

可以修改为

L (
: 一 : `

) I (
t 一 R , 之 `

) d : ` 一 F 。
+ 艺 ( F 吉

z
) 一 o ,

z
) 一 I

。

(
, , 名

) + 艺

+ F石)
,

一 h 一 毛 z 毛 人+ ,

( 1 s a )

z 蕊 一 h
一 , h +

成 2
.

( 1 8 b )

8肠

8ù /r、
1̀

1
.

J r`r

!l

同理
,

令 I (
r , [ I

” ,、

( r , 二
) + 1

0 . :

( r , :
) ] ;方程 ( 1 8 )分解为

1) 方程 ( 7) 的分解带有任意性
.

在满足 ( 7a, b ) 式的条件下
, oI , `

, ,

和 几
, :

在 0[
,

门 以外允许任意选择
.

对它们

加上适当限制
, 可使方程的形式统一

,

便于求解
.

甄
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!沙 (
“

-。 `

)z 。

(
, 一 尺 , 。 `

)刁
: `

一 F 。

(
, 一 !

:

})
,

一 h 一 (
二

毛 人+
.

( 19
a

)

乙(
。

一 z’ ) I
, ,

,

( , 一 R
, 了 ) d丫 一 F 方(

, 一 君 一 时 )
,

一东 毛
名

毛 h 于 ,

( 1g b )
l , z

) = 一 I
。 一 卜 ,

(
z , z

)
,

?8
式

S一n
`

l
甲
了三

feswees夕、 wesewe
、

,

( 一 R
, 。 ’

) d丫 一名
Zt

八

L

的

8一
`.̀., ,,t..

( 19 c
)

I
。 ,

2

(
, , z

)

名 ’

)了
,

~ 一 I
, 一 1

,
2

(
t , z

)
,

刀 ~ 0 , l
,

2
,

…“
异 矿

, n 为偶
,

“
簇 一人

一 , ” 为奇
.

F式
, 一 名万一 人万)

,

一 h 一 (
z

钱 人十 ,

n
一 O

,

1
,

2…“
钱 一人

一 , ” 为偶
,

“
李 矿

, , 为奇
.

.̀...了,..!
`

C

仿前将厂1a9 )式的定义域扩大到 (一 co
,

一犷 ) 和 (人
十 ,

co )
,

得到

犷
。 ` (一 动 l0(t 一 “ ,

z’) 六
`

一 以一 ,
·

, ,
,

一
<

·
< .co ( 2 0 )

对 ( 19 h
, c

) 式进行坐标变换
: 街

( 19 b , c

) 式的统一形式

一
。
方

, ,

I方一 I
。 ,

黔 并扩大方程及玲的定义域 ;得到

乙(
: ,

一 成) I耗

: 。
才

,

形

l 一 R l ,

城) dz ; 一 F 鑫(
, 一

z ,

一 嵘 )
, : ,

李 0 ,

( 2 1)

J1

,Z
护`I芳(

t , 。 上

) 一 一 I才
_ ,

( ( 2 2 )

声

I
J,

1

!
叹

!
`

式中 I生
土

(
t , 人一

: 1

) 一 I 。

` , , h 上 一

3
.

时序递推方程

人一 截 )
,

)
.

总结散射和辐射两种情况
,

时序递推方程有两类 : 一类是 ( 1 0) 和 ( 2 0) 式所示的全区间积

分方程
.

它们定义在 (一 co
,

co ) ; 另一类是 ( 1 1 )和 ( 2 1) 式所示的半区间积分方程
.

它们只定

义在 [ 0
,

co )
.

另一半区间 (一 co
, 0丁

,

则由约束条件 ( 12 )和 ( 2 2 )式确定
.

这两类方程解法不

同
.

前者可以用积分变换来求解
.

后者还要利用 w ien er
一

H
。

讨技术来分离
“

半定函数
” 片

.

下

面依次介绍两种方法
.

三
、

全区间积分方程

第一类时序递推方程为
:

{
一 _ “ (

一
) , 0

(
, 一 * , 之 ,

)、
。 ,

式中 尸。
( t )为已知函数 (见 ( 3 a

) 和 ( 14 :

) 式 ) ; 艺(
: 一

口的函数上 ; 当 了 一 1 时
,

( 2 3 )式为辐射问题
.

对 ( 2 3 )式进行单边拉氏变换
,

得到

~ r o

(
t 一 下 1

2
1)

.

( 2 3 )

: ’

) 为积分算符 ( 4。

)式
,

它作用于后面含

!沙一
,一火

! , · `

) `
· ’

- 户
。

(
s
)

e 一 ` , Z , , R。 !

一 > O ,

( 2 4 )

式中 九(
, , 。

)
,

户
。

(
、

) 为 I。 (
, , :

) 及 0F ( )t 的像函数
1)

.

对 ( 2 4 )式作富氏变换
,

得到

五 (
s ,

天万
。

(
了 ,

交) 一 瓦(
, ,

左)
,

_

( 2 5 )

1) 单边拉氏变换和反变换定义 :

户。 ) 一 f
F (

君
)一 ,

才
; F`了卜女 芡士江

` (
·

,二`
·
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式中j
o

(
: ,

左) 一 {了
。 了

。

(
! , · ’

· ` “ “
`一

` ’

( 2 5 a

)

产.l .t.,` 曲.̀.....J

户
。

( 了
,

友) = 户
。
(

。

)
。
一 ” I+ `搜“ : 一 户

。

(
s
) 丫一因 T

一万

2了了

2
+

( 2 s b )

L (
, ,

夜) =
`
乙( 二 ) 。 一

粼妥而
+ ,友

’
、 x

( 2 5 C
)

令占
:

式中

粉 十 j ,

丫牙
了干 乙2

,

则 ( 2 5 C
) 式变成 (参考 ( 4劝式 )

: (
、 , 、卜六{;

`

{下
。

一丁二于= = 共于于= = 共于 d扣
丫 互

`

+ b
`

( s
`

+ 欠
`

夕

一

六{:
“

ZK 。

( ` 了瓜矛,` “

2尺 。

(
。

丫万干牙)
,

对圆柱
, 幻

一

}Z lco (
。

斌万不庵) I。 (a 丫万不厌绝)
,

对圆管
,

I 。 ( 、 )
, 尺。

( : ) 为虚宗量 eB ss el 和汉开尔函数
.

由 ( 2 5 )式解出 了
。

并对之作富氏反变换
,

得到像电流

( 2 6 )

九(
了 , 。

) ~
生 {

’

2汀 J 一加

了 s户
。

(
,
)
。 一 , “

,

( 丫
, s ,

+ 交
,

) L (
, ,

左)
d交 ( 2 7 )

再对 ( 2 7 )式进行拉氏反变换
,

最后得到电流响应

I 。 (
, , 。

) ~

￡+ 少为

6 一 j闪

了 ,户
。

(
,
)
。 一 , “

· + ! `

( 了
, , ,

+ 左
2

) 乙 (
s ,

左)
ds d交

.

( 2 8 )

当 V 。
( )t 是一阶跃电压时

,

户
。

(
,
) ~

。

/砚
下 , ,

` 汀飞 /一
犷 0 /万

,

y 拼0

将它代人 (28 )式中
,

并令 了 ~ 1 , 8
* o ; 再对

,犷 一 斌万丁万
,

得到圆管表面电流响应为

少左
,

一 j s 平面改用
“
极坐标 ”

一 :

左
.

—
,

了

F 。

/砚 f。 (
2二

叮 丫 升0 “ U J V

e i
·

杯不万
c 。 。。

J
。

(
a r

)月乙
`

丫
a ,

·

)
;

d曰 d r

0(J
,
·

丫万二飞石) d 尹

0J (
。 ,

)域叹
。 :

)
,
· ’

r ) 之 ,

了钱
, , ( 2 9 )

的0一氛一脚lV

,V了互.̀11
、

ù

式中 J
。 ,

月吕
1)
分别是零阶 eB 二el 和第一类汉开尔函数

.

此结果和文献 [ 8] 中 ( 8
.

34 0 ) 式完全一

样
,

但解法简单得多
.

图 3 给 出由 ( 2 8) 式算得的方波电压激励的 10 (t
, 二

) 图形
.

图 a3 是 I 。
沿圆管传播时波形

的变化 ; 图 b3 表明电流响应与圆管半径的关系
.

图 4 , 5 给出另外两种脉冲激励的电流响应与
z 和

“
的关系

.

它们是

均 正
、

反富氏变换定义为

“ ( “ , 一 J二
G (

! )· , * ·
d 二 ; G (

·

卜
2 ) 参考有关 eB ss le 函数的积分公式

,
如文献 〔12 ]中 P

.

1 8 0,

己 (左)
。一夕几`

J友
.

; 文献 [13〕中 P
.

4 8 2

狡州
1

一、
ǐ

183,
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n s )6 1(
。s

)

一万~ 万

a
)波形随

。 的变化b )波形随 a的变化

图3 阶跃方波的电流响应

a
)波形随

二 的变化l ,) 波形随 a 的变化

图 4 短脉冲的电流响应

0 ,

; 一
。 o s

f卫些、
\ T

,
,’

广 < O
,

T <
t ,

O镇 t 成 T ;

...r,、
l

一一
、 、7

(tF

V 。

( t ) ~ {
0

,

亡一 “ I t

_ 一臼
,
才

式中
a ,

/
a Z

~ 0
.

0 , 3 6
.

t < 0

0成 z ;

( 3 0 )

( 3 1 )
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巧0

0 50

0 150
U n

卜奋才廿,..

口七
,ù受J工f户曰、J

气..00..00

已户

`0102

a()(tr)c()a()

豁

3 0 6 0 90 12 0 3 0 6 0 9 0 12 0
t o

( 。 s .I 。

(
。 s

)

a) 波形随
` 的变化 b) 波形随

a 的变化

图 5 核爆炸电脉冲的电流响应

四
、

半区间积分方程
.

另一类时序递推方程具有下列形式 ( 由 ( 1 1)
,

( 1 2 )
,

( 2 1)
,

( 2 2 )式 )

z

一
: `

) I (
r 一 R , z `

) d z ,

一 尸 (
t 一

z

一 h )
, z

) o ,

( 3 2 a

)

I (
t , z

) 一 一 I。 (
t , h 一

z

)
, z

毛 0
.

( 3 2 b )

闪J

8一/
口.1吸.几Jr

了.,J、 ..̀

为简单
,

式中各量都略去了上下标
“ 士 ” “

尹
.

其中 I 和 F 未知待求
.

1。 代表前一脉冲
,

已经从

前一个递推方程求出
.

利用 ( 32 b ) 式
,

可将 ( 32 a

) 式形式的变成全区间积分方程
:

乙(
二 一 二 ’

) I (
r 一 尺 , : `

) d z ’

~ G (
t , 名

)
,

I (
r , z

) ~ 一了
。

(
t , 入一 二

)
,

一 co < 万 < co
,

z 成 0 ,

( 3 3 a

)

( 3 3 b )

的J

8一r
口泣几.. .JT

了2..、厅t
、

式中

!髻
` 一 ` 一 ` ’

,

l)
_ 。 L (

`

一
’

) ` (
` 一 “ , “ ’

) d · ’ ,

z ) 0 ,

` (
r , z

) ~ ( 3 3 e

)
z 成 0 ,

是
“

半知函数叹 ` 当 : < 0 时未知 )
。 .

而且 I (
, ,

)z 也是半知函数 (z 》 0 时未知 )
.

下面仍仿

前节步骤对 ( 3 3 )式作拉氏变换
:

乙(
之 一 : ,

)
。 一 R

了 (
, , : `

) 、
z ’

~ 乙(
: , 二

)
,

了(
, , z

) ~ 一九(
, , 人一 z

)
,

R e s ~ 8 > 0 ( 3 4 a
)

( 3 4 b )

F (
,
)

e 一 “ ` + 入 , ,

z

成 0 ,

z ) 0 ,

{丁
。 L (

一
`

, , (
! , · ” 一

`“ ` · ’ , · 成 0
· ( 3 4 c

)

r

l
v

se
、

一一
、 ,广

Z了
厂、加G

再将 ( 3 4 )式作富氏变换
,

得到形式解方程
乙(

, ,

左)了(
, ,

反) ~ 乙(
, ,

灸)
,

( 3 5 )

1) 实际上
z 》 0 时 G ( , ,

习 二 F (t 一 , 一 五) 也是未知
.

这儿先把它当巳知
,
解出 I 以后

,

再利用边界条件确定

F (
t
)

.
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式中 L (
, ,

钓 和 ( 2 6 )式一样 ;而

,。! ,

*卜 {T
。 j (一 ,

· “ ·
`一

“ (
了 ,

*卜 !了
。
云(一 ,

· “ ·
`二

( 3 5 a

)

由于 乙(
, , 二

) 在
二 < 0 的区间还不知道

,

所以由 ( 3 5 )式并不能得到解 了
.

下面应用

H oP f技术来分离 舀中未知部分
.

( 3 5 b )

W i e n e r -

2
.

( 3 5 )式是定义在 互的实轴上的
.

现将它开拓到 及平面
.

下面首先研究整个 友平面上各

函数的解析特性和渐近行为
.

a

) L (
: ,

左)
: 由 ( 2 6 )式可知

, 乙 (
, ,

友)有两个支点 交一 士介
.

所以 L 只在 } I m
钊 <

6 的带内

解析
.

当 1划 在这一带内趋向无穷时
,

利用虚宗量柱函数的渐近行为
,

知道

L (
, ,

左) 、 o ( l / {友})
.

( 3 6 )

的 礼
, ,

钓 : 由 ( 3 5 a

)式
,

将 了分为两部分

了(
了 ,

左) 一 I +

(左) + I一 (左)
,

〔3 7 )

式中

, l

( *卜 l沁
, ·

)一 `、
·

(未yl)[, ( 3 7 a

)

` 一`畏 )一

{I
co , (一 ,

e了“ /

d

一!i
co

九(
! , 、

一 )
C j及

二

d ·
(已 、口)

.

( 3 7。 )

利用 瓦(
, , 二

) 和 双
, ,

砂
,

当 万 。 co 的渐近特性
,

可以证明 (见附录 ) I 十伙 ) 在 I 。 (的 > 一 。

( 占 <
。

) 的上半平而内解析气 I 一 (钓 则在 I
,

(天) < 占 的下半平面内的解析
.

因此 I 也只在

} z 。划 < 占的带内解析
.

而且当 {创 * co 时
,

有

I 十 (钓 、 o ( 1 / {左})
,

I 一 (左) 、 o ( l / {友{夕
.

( 3 s a

)

( 3 8 b )

O 舀(
, ,

劝 : 由 ( 3 5 b ) 式定义的 言
一

也可分为两部分

反
, ,

钓 一 ` 十

以 ) + ` 一

伏 )
,

( 39 )
式中

。 ·

( *卜 !了
云。/ , ·

)一友
·
`

一
F (

·
)一 / ( , `一 , (已知 ,

,

( 3 9 a

)

` _

(的 一

显然 G 十

(钓 在 I 左> 一 占的上半平

云必在此带内解析
.

因此 G 一

以 ) (

{
。 二云(

了 , ·

,
· j友

“
d·

(未知 )
·

( 3 9 b )

fll
` ,内解析

.

因为 无和 Z都在 士 房 的带内解析
,

山 ( 3劝式

二 氛
了 ,

钓 一 ` 。一

以 ) ) 在带内解析
.

G 一

(左) 可以解析延拓到整个 I
]

左< 。 的下平平而
.

而 且当 {钊 ” co 时

` +( 的 、 0 ( 1 / }左! )
,

` 一

(钓 、 O ( 1 / !反{ )
.

由 ( 3 9 b ) 式
,

进一步
,

有

( 4 Oa

)

( 4 0b )

3
.

w ie ne
r 一 H叩 f 技术的主要步骤是函数分解

.

即将一函数分解为两项和或积
.

这两项函

l) 此处
“

上半平面
”

是 编左> 一占的 区域 , “
下半平面

”

是 瑞左< 占的区域
.

两个半平面在 土泣 的带中是 秉叠的
.

今后
,

用下标
“
十

”

或
“
一 ” 分别表示在上或下半平面内解析的 函数

.
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数一个在上半平面内解析另一个则在下半平面 内解析
.

(3 5 )式中的 了和 舀已经实现了这种分

离 (见 (3夕 )和 (3 9)式 )
.

剩下的是 乙 (
, ,

友)
.

由于它在 士护。 的带内解析
,

利用 ca uc h y 积分公式

ǹ “ (
` , ` , 一

六乡
In L (

s , a
)

a 一 反
J 。 ~ z十 (反) 一 l一 (咬)

,

( 4 1 )

式中

l +
(天) ~

2 f l) ln 乙 (
, , a

)

—
1

一
“ “ ,

2川 J 6一 a 一 友
( 4 l a

)

,
_

(4) 一

牛 {
Z汀 I J占+

!些纽
~ .

竺Zda
“ 一 友

( 4 l b )

它们分别在 I被 > 一母或 I
,

沃 < 占的上
、

下平面内解析
.

由 ( 4 1) 式
乙 (

s ,

友) ~
。

却 [ z+
(及) 一 z一 (友) ] ~ 乙十

(交) /乙
一

(交)
,

( 4 2 )

式中

L +
(左) 一

e x p [ l十 (左) ]
,

( 4 2 a
)

L 一

(夜) 一
e x p [ l 一 (交) ]

.

(斗Zb )

它们分别在上
、

下半平面内解析
.

而且当 }科 。

co 时
,

有
乙十

(左) 、 o ( !友}
一
去)

,

( 4 3 a

)

乙一

(反) 。 o ( }交1合)
.

( 4 3b )

各函数的解析区域
,

归纳起来如图 6 所示
.

4
.

将 ( 3 7 ) ( 3 9 )和 ( 4 2) 式代人 ( 3 5) 式中
,

得到

l +
(钓 L 十

(钓 十 I 一 (友) L 、
(交) 一 G 一

伏 ) L 一

伏)

+ G +( 反) L 一

(交)
,

( 4 4 )

式中下标
“

+ ”
或

“
一 ”
分别表示上或下半平面解析

的函数
.

因此 I
十 L 、

和 G 一 L 一

分别在上
、

下平面内

解析
.

而 I 一乙 +

和 G + L 一

则不
,

它们只在 士 l 占的带

咪咪效袋宋癸袋耸耸长琴识郊七之税林林
玻玻欢掀拐舞钟钟称澎澎欢欢狱狱

图 6 解析区域 }月

内解析
.

仿照 ( 4 1) 式应用 C au hc y 公式
,

可将这两项进一步分解为两项和
.

这样
,

(斗幼式变为

Z、 L 十
十 [ I 一 L 十

+] 一 I G
十 L 一

+] ~ 一 [ --I L +]
一

十 [ G + L 一

工 + G 一 L -
一 c (左)

,

( 4 , )

式中 [ ]
、 ,

【 ]
一

分别代表上
、

下平面解析的函数
幻 .

令 ( 4 5 )式左边或右边等于一新函数 c (的
.

由左边各项知 C (钓在 l
,

次 > 一占的上半平面内解析 ;而由右边各项知 c (劝 在 I
,、

交< 占 的下

半平面内解析
.

因此 C (的 在整个 左平面上解析
.

又由各项的渐近行为 ( 3 8 )
,

( 4 0 ) 和 ( 4 3 )式

知道
,

当 }引 一 co 时
,

c (妇 、 0
.

利用 iL ou v ill e
定理可知

, c (的 必为常数且等于零
.

山此
,

令 ( 斗5) 式左边等于零
,

得到

〔I 十 (交) + I _

(钓 ] L +

(钓 ~ [ G式钓乙
_

(夜)]
十

+ 〔人 (初乙 +

(夜) 〕
~ .

( 斗6 )

l) 符号 任分 别代表 积分路线 一 co 土庐 , oo 士泣
.

2 ) 用 吠〕 代表任意在 土庐 内解析的函数
, 则

田
、 二
弄 「
` 汀 I J 。

〔“ ]
一 “ 一 左

d “ , 在 几友> 一 占内解析(上半平面解析),

。* ,一命 丁
。十

尖青
d“ ,
在 `· ` < “

内解析 (下半平面解析 .)
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利用 ( 3 7 )式和 [ 〕+ 、

[

礼
, ,

的 ~

的定义
,

得到解

f ` +

(
a

) L 一

( a
)

“ 一

(
a 一 交) L +

(左)
da 一之2砰

I 一 a( ) L +
.

a( )

卜 a( 一 交) L +

(交)
( 4 7 )

l
月1一兀

一,ó

再对 ( 4 7 )式作富氏反变换
,

得 到

孙
,

习 一

刽
。+ ` 一 (水

·
(

咖a(,
·

da) 一

刽
。 _ `

+a( ,“
一

(
·

,“ a(,
·

va)
,

( ` 8 ,

式中
1 「

了竹 又 a , 之少 ~ —
、

2兀 ] J O 以 一 a
) L +

(友)
d左

` ,

5
.

到此
,

我们得到的解 ( 4 8 )式仍是形式解
.

因为 ( 4 8) 式中含 G +

(
a
)

,

爪
,
) 还不知道

.

下面利用边界条件 ( 3 4 b )式来确定 户(口
.

令 ( 4 5) 式巾

( 3 9 a

)式代入
,

求得
户(

,
) 一 一

。 , h乙军。
,

)了
。

(
, ,

左) [ l + △ (
,
) ]

,

( 4 8 a

)

由定义 ( 3 9 a
) 式知

,

之
一 0

,

并将 ( 3 4 b )及

( 4 9 )

式中
△帅一

工 {
二

华毕典粤擎粤毕里
、 。

Z、 J “ + I
。
又

s , h夕L +
仁j`夕M又1, ,

U少
( 4 9 a

)

对于长振子 I 一

(动 一 一元( , ,

h ) (/ 沁 十
,

)
,

△ (
,
) 一 0

.

6
.

可以证明
: 利用 w ie n o r 一

H叩 f 技术求得的解 (斗8 )式的确满足方程 ( 3 a4 )及条件 ( 3斗b )
.

为此
,

由 (朽 )式的右边
,

得到

G +

(左) + ` 一

(交) 一 { [ G +

(友) L 一

(左) ]
+

+ Ll 一 (左) L 十

(友) ]
一

} / L 一

(左)
.

( 5 0 )

根据 【] * 的定义
,

得到 乙( , ,

的 的有用关系
.

若(
, ,

友) 一 井
Z汀 7

G +

(a ) L 一

(a )
` 一

(
a 一 友) L 一

(友)

I 一 ( a) L 、

( a)
s +

(a 一 友) L 一

(左)
( 5 1 )

首先证明解 ( 4 5) 式满足方程 ( 3斗a

)
.

将解 ( 48 )式代入 ( 3 4 a

)式左边的积分内
,

得到

“邵一奋 {
; _ “ ·

(
·

,“
一

(· ,
{

一

裔 !
。、 , 一 (

。
) : +

(
。

)

。

a( 一 左) L 十

(友)

f 1

乙(
。
一 : ’

)
。 一 ` R一 `咬

“ `

沙二
`

“

a( 一 攻) L +

(友)
L (

二

一 之 ’

)
。 一卜 i受

“ ’

J二
尹 .

( 5 2 )

利用 L (
, ,

左) 的定义 ( 2 5
e

)
,

( 2 6 )和 ( 4 2 )式
,

( 5 2 )式变为
:

“ 邵 一

奋 {
。 _ G

+a( ,“
一

( a)
。

(
a 一 友)乙

一

(左)
d友d a

I f
, , 、 , , 、

f
一

一宁一育丁 ( , _ 又a j 乙 + 又a j l
4丫 ] J占+

一

知

丁一一一下二 , 丁一了只 d咬d。

又a 一 左夕 L 一
又左夕

l上 {
t Z川 J

G +

( a) L 一

( a)
; 一

a( 一 及) 乙
一

(友)

I一 a( ) L 、

a( )
; +

(
a 一 友) L 一

(左)
( 5 3少

产

扮生殉上扮一
一一

: ) 符号 f
。
代表积分路线一 oo

一
oo

,

f
。

代表一 co 土 1: 一 oo 士 j o
.

J u J ,
土
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利用关系 (5 1)
,

( 5 3 )式变为

: 。 : 一乡 {
`
乙(

, ,

* )
。 一 ,*

·
、

卜 乙( *
, :

)
.

乙叮 J 一。
( 5 4 )

( 5 4 )式的右边正是 ( 3 4 a

)式的右边
.

从而证明 ( 4 8。 )式满足 ( 3 4 )式
.

其次证明解 ( 48 ) 式在
万

< 0 时满足条件 ( 3 4 b ) 式
.

当 君 < o (但不等于 0) 时
,

对 ( 4 8 a

)

式右边的积分补加上半大圆形成闭合迥路 c + ;得到

、少、少、少
`、 .产、

J、夕、夕、 ,
尹、 ,了ù、少乙口卜/00C7nUz,̀a

洲乡ù、一ó少哎
ù、6曰̀̀U

了、/、
、

了、厂、了、厂̀了、
、

了、

M a(
, 二

) 一兴 币
_

乙川
J ` +

, I o a
> 0 ,

(友 ) L (交)
一二全竺一

- 、 *

(冷一 a ) L 二 (冷 )
!
【

L +(
a

)
0 ,

z
< 0

z阴 a < 0 ,

将 ( 5 5 )式代人 ( 4 5) 式内
,

得到

了(
, , z

)
一 劣(

.

`一 (
a

)一
`“ `

d a ,

< 0

将 ( 3 7 b )式代人 ( 5 6 )式内
,

并令 占” o ,

得到

, (
, , ·

卜 一

六!1
. ` 。

(
! , `

一
,
{丁

.

一
` ad

一
`。 (

, , `

一 )
, · < 0

·

这就是条件 ( 3 4 b )式
.

五
、

长振子的电流响应

由附录可知
,

当振子足够长时
,

像电流有下面渐近行为
:

几(
, , 人一

二

) 一 几(
, , 几)

e + · “ , : < 0
.

将之代入 ( 3 7b ) 式中
,

得到

人 (友) 一 一九(
, , 人) / (

,
+ z友)

.

将 ( 5 9 )和 ( 3 9 a

) 式代人 ( 4 7 )式
,

得到

(
, ,

左) 一
户(

,
)
。 一 `人乙一

(一 z: )

(友+ z
,

)乙
+

(左)

+ `
, 叫

轰粤瓷)笼翁
.

将 F 。 ) 的解 ( 4 9 )式代人 ( 6 0 )式中
,

得到

(
, ,

友) =
一 2 , 乙十

( , s

)

(
, ,

+ 友
,

) L +

(左)
几(

, , 人)
.

由此
,

解 ( 4 5) 式简化为

了(
s , z

) 一 一尺 (
, , 。

)了
。
( , , 人

式中
, , , 、 I C“
入 L s , z 少~ — l

2忙 J 一 .

2 , L +

( j ,
)
。 一 i咬

,

d z 幻

) Lf汤
2

+
: 2

) L 二

(寿)(友 (左)

是传输函数
.

( 6 2 )式表明
,

振子足够长时
,

各次反射脉冲之间的关系可以用传输函数来表示
.

后者只与振子形状有关而与脉冲波形和反射次数无关
.

这一特性十分重要
.

利用它可以求得

长振子总电流的级数和
.

1) 由于 “ Za) 式定义的 L+( 钓 没有零点
,
被积函数只有一阶极点 及二 “

.

当瑞 a > 。 时
, 极点在 +c 内

.

2 ) 容易证明
, z < o 时

, K。 , 二
) “ “ : .
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图 7C。 积分线路

将各次反射脉冲的上
、

下标复原 ;对辐射问题
,

得到

介 (
、 , “

幼 一 一厂 (
、 , :

鑫) j 走
l

(
、 ,

的 一 一 (一 )
”

K (
、 , :

鑫) K
”

I。 (
; , 人士 )

,

( 6 3 )

式中 K 一 K (
, , 人)

.

由 ( 2 7 )式

几(
、 ,

乃士 ) 一

y
!

(
: , 人*

) 一 工 {
`

Z汀 J 一 仍

Y 。

(
, ,

人士 )户
。

(
,

)
.

了 e ,左力士

(尹 + 砂) L (
, ,

左)
d友

( 6 3 a

)

( 6 3 b )

由 ( 8 )或 ( 1 8 )式
,

总像电流为 :

i(s
, 。

) 一 i0(
, ,

习 十 艺 〔I吉(
了 ,

硅 ) 十 z为
,

` ) 〕
.

( 6 4 )

将 ( 6 3 )式代人 ( 6斗) 式
,

并山 硅 的定义 ( 1 4 ) 式
,

得到

穴
、 , 二

) 一 九(
、 ,

}
之

}) 一 艺 K Z· K (
, ,

* 十
一

二

)元(
, ,

乃+

)

厂一 lI’’ (
、 ,

` 一
+

。

i)0 s(
,

* +

) 一 万 K Z n

K (
、 ,

人一 + 。
)九(

, , 人一 )

厂州八 (
, ,

矿 一
二

)九(
、 ,

h
一

)

一 了
。

(
了 ,

}
:

{ ) +

” 二 O

K (
、 ,

八十 一 :
)

戈

艺ō
。

艺

K元 (
了 ,

东 ) 一 10 (
, ,

人+

)
l 一 凡 2

j\’ Z离
了 ,

乃+

) 一 l 价
,

为

一一一一一叶厂一一下丁一
~

)
; 一

、 , 一
’

一 八 气J , 八 州一 芯 夕
, ( 6 5 )

式 中第一项是初发脉冲 (向两端}传播 ) ; 第二项为向 上传播的反射脉冲系列 ;第三项代表向下传

播的脉冲系列
.

当振子对称激励比工
,

乃+
一 人-

一 人/ 2
,

( 6 5 )式迸 一步简化为
:

is(
,

。 一切
,

,
·

,卜件措
2 }
尺

(
了 ,

合
一幻

+ “

协晋
+

)z]
·

、
·

谴
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这一结果和文献 〔9] 中的总电流公式 ( 4
.

3 )一 ( 4
.

王l) 十分相似
.

但这儿传输函数的表达式 ( 6 2 a

)

是严格的 .l)

附 录

关于 I+ (人) 和 I _ (的 的解析区域和渐近特性的说明 :

1
.

首先证明几。
,

)z 具有下面特性

l i m几 (
` , 二

)
。 ` ’ “ 二 o , 占 < 。 二 R e

{之 l , .

由 ( 2 7 )式
,

可将 几s(
,

习 的解写成下面形式

几(
, , 二

) = A (
, , ;

)
e 一“ , ’ ,

( A I )

(人 2 )
式中

z护
。

(
,

)
, ` , 一 , ` )“: 、

(友
,

+ s ,

) L
(
` , 友)

( A 3 )

只要证明

刁 (
, , 二

) 一共 f
“

乙兀了 护 ~ ` .

11
工n A (

, , z 二 c (
t

)
l之 1咔 .

则 (
A

)I 式就成立
.

为此将 ( A 3 )式右边沿实轴的积分补上下半圆弧并沿割线沱去支点 人二 一介
,

闭合迥路 :( 。
.

这样 ( A 3 )式可写成

。 一 「爪 土 f
.

f
,

不 1 砰
。

帅产
一脚 回

才
(

, ,

习 二 l中 十 l 十 } 十 中 }二共共导二育汁气
长 d七

L了 C。 J `
1

’

J
` :

’

J c `

J Z `
夕(左

’
+ ` ’

) L
(
` , 友)

式中 ` 。 的积分路径是 1 2 3 4多6 7 1
,

其值决定于迥路内奇点的留数

( A 4 )

形成图 7 的

( A S )

“ ,
一
艺

一
“ , ,了户

。

(
,

)
。 ( `一夕、 , , ` ,

。二I ,

( , 。 n

) K
。

( , a ,

) (
“

一甲卿万
`一 ` , 2· , …

)
,

( A 6 )

式中 。 ,

为 玫 ss cl 函数的根
.

可以证明
,

对任何
。 ,

cR (
, 一 1人刁 < 。

.

因此当 1
二

}* co 时
,

( A 6 )式为零
.

1
, , 1

2

的

积分路径分别为 1 7 6 , 4 3 2
,

在此路径上
, Re(

, 一 ,的 < 叱 因此 }
二

}* co 时
,

第二
、

三项积分 左
: , A

,

也趋于零
.

最后剩下沿小 圆 C :

的积分
,

其路径为 6介
.

令
二 二 左一 s] 一 be , “ ,

积分 (
A ;

) 式可写成

、
礴

二 二一 币
z汀 ] J c :

夕
`户

.

(
,

)了
,二 : ,

二

( Z j s + 二
) ; 。

(
。

丫下而;)、
。

(
a

丫厄不 )

( A 7 ) 式变成

( A 7 )

当 }川 二 占叶。 时
,

考虑到 oK (心 二
劣

一
1 11
一

,

r

2 兀尹
:: 乡

。 ,

)
,一 , ` ’ 之,

2 , 。 (
a

丫
.

万妥 ) ,。
“

丫乏石
2

垒
工

斋 {
户

。

(
了

)
。 r。 ( 0 )

d口
,

二 一 2二 j户
。

(
`

) / I。 ( o )
.

( A s )

因此 ( A 4 ) 式成立
,

从而 ( A )I 式得证
.

2
,

其次说明 当
:

* oQ 时
, I 有

一

和 l 。 一样的渐近特性
.

由 ( 2幼和 ( 33 )式可知
,

当
。 ` co 时

,

方程左边下半

段积分
!:

二
将趋于零

.

于是 , 和 I。 满足同样形式的渐近方程

尤(
二 一 z

`

) I (
` 一 人 , z

’

)而
’

二 F (
` 一 二

)
.

( A g )

因此 了(
s , z

) 应也满足 ( A : ) 式
.

3 由定义 ( 37
a , b ) 式

,

利用性质 ( A )I 式
,

显见

l) 需要指出的是
, ( 6 6)式只适用于长振子

.

对于短振子
,
传输函数与反射次数

n 有关
.

当
。 很大时

,
传输函数趋于祖

定
。
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了 +(反 )
一

{ 丁
` (

!, ·

,
· , `· ` ·

在 ’ , “ > 一 “ 内解“ `

仁 (“ , 一
{ I (

, , 二

)
。夕由,

d z
在 I蔽 < 占 内解析

.

呼
.

当 }划` co 时
,

仅
二 二 。点对上面积分有贡献

,

因此

I+ (人)澎一了(
s , o ) / ,左,

I_ ( l( )二了(
: , o

) / z左
.
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