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摘 要：针对 Loop 细分无法调整形状与不能插值的问题，提出了一种形状可调的 Loop 细分

曲面渐进插值方法。首先给出了一个既能对细分网格顶点统一调整又便于引入权因子实现细分曲

面形状可调的等价 Loop 细分模板。其次，通过渐进迭代调整初始控制网格顶点生成新网格，运

用本文的两步 Loop 细分方法对新网格进行细分，得到插值于初始控制顶点的形状可调的 Loop

细分曲面。最后，证明了该方法的收敛性，并给出实例验证了该方法的有效性。 
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A Progressive Interpolation Scheme for Loop Subdivision Surfaces with  
Shape Adjustment 

CHEN Tiantian,  YAN Di,  WANG Wei,  ZHAO Gang 
(School of Mechanical Engineering and Automation, Beihang University, Beijing 100191, China) 

Abstract: Aming at the problems that Loop subdivision can’t satisfy the shape adjustment and interpolate 

the given mesh, a progressive interpolation scheme for Loop subdivision surfaces with shape adjustment is 

presented. Firstly, an equivalent Loop subdivision mask that can adjust the mesh vertices uniformly and 

facilitate the introduction of weight to adjust the shape of subdivision surfaces is proposed. Secondly, the 

new grid is generated by the iterative adjustment of the initial control grid, and using the two-phase Loop 

subdivision scheme presented in this paper to subdivide the new mesh, the shape-adjustable Loop 

subdivision surface that interpolate the initial control vertices is obtained. Finally, the convergence of the 

scheme is proved and some typical examples are illustrated to verify its effectiveness. 
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细分曲面造型技术由于具有算法简单、容易

实现、可以表示任意拓扑结构的物体等优点，已

经在几何造型、计算机动画、游戏等领域得到了广

泛的应用[1]。细分方法按其极限曲面是否插值于初

始控制顶点分为逼近型细分方法与插值型细分方

法。经典的逼近型细分方法有 Catmull-Clark 细分[2]

和 Loop 细分[3]，这类细分方法的极限曲面相对初

始网格都会有收缩[4]。典型的插值型细分方法有

Butterfly 细分[5]和 Kobbelt 细分[6]，这类细分方法

的极限曲面不存在收缩，但连续性不好，只能达

到整体 C1 连续，而且细分曲面也可能会产生一定

程度的变形，因此仅仅凭借初始控制网格无法准

确预判其极限曲面的形状。 

针对插值型细分的上述缺点，人们提出了利

用逼近型细分构造插值细分曲面的方法。HOPPE

等[7]提出了一种基于 Loop 细分的插值型细分方

法。NASRI[8]通过修改 Doo-Sabin 细分方法的规则

使之具有插值特性。BRUNET[9]改进了 Nasri 的方
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法，增加了形状控制特性。HALSTEAD 等[10]提出

构造线性方程组反求控制顶点，对反求后的控制

网格进行细分，得到细分后的极限曲面插值于初

始网格控制顶点。但这些方法需求解线性方程组，

方程组有可能是病态的。为了避免繁琐的线性方

程组求解，CHEN 等[11]和 CHENG 等[12]分别提出

了基于Catmull-Clark细分和基于Loop细分的渐进

迭代插值方法。这类方法首先对细分曲面的初始

控制顶点进行迭代调整，接着采用已有的逼近型

细分方法对调整后的初始控制网格进行细分，不

仅易于实现，而且具有较好的曲面连续性。为了

进一步提高渐进迭代插值细分方法的灵活性，林

晓晶和潘日晶[13]提出了一种基于Loop细分的渐进

插值方法，该方法通过引入参数修改 Loop 细分几

何规则，增加了形状调整的灵活性。2014 年，CHEN

和 PRAUTZSCH[14]提出了广义三角形中点细分方

法(以下简称广义中点细分)，该方法给出了一种广

义中点细分模板，在细分过程中引入可调权因子，

实现细分曲面的形状可调。文献[13]运用经典 Loop

细分模板，文献[14]运用广义中点细分模板，两者

虽然都能实现形状可调，但是细分模板较复杂，

实现过程较繁琐。 

通过研究 Loop 细分与广义中点细分之间的联

系，本文给出了一种能对细分网格顶点统一调整

的等价 Loop 细分模板，并在此模板的基础上，提

出了一种形状可调的 Loop 细分曲面渐进插值方

法。该方法通过渐进迭代调整初始控制顶点的位

置，使得相应的细分曲面插值于初始控制网格。同

时通过在本文中给出的等价 Loop 细分模板中引入

权因子，从而实现 Loop 细分曲面形状可调的特性。 

1  等价Loop细分模板 

1.1  Loop 细分 

Loop 细分方法是一种基于三角形网格的细分

模式，其极限曲面是三向四次箱样条曲面的推广，

在正则点和奇异点处可分别达到 C2 连续与 C1 连

续。在实现过程中，新顶点 V-顶点和新边点 E-顶

点采用不同的规则进行计算。文献[3]中给出了新

顶点与新边点的计算公式。 

对于初始控制顶点 V，极限曲面上总有一个与

之对应的极限点V∞，计算公式为[15] 

1

1 n

i
i

V V V
n





  ∞            (1) 

其中，
2

3

3 3 1 2
11 8 cos

8 8 4 n

 
      

   

；n为顶点 V

的价；Vi为顶点 V的 1-邻域点。 

1.2  等价 Loop 细分模板 

广义中点细分属于 1-4 三角形面片分裂细分

方法，其细分规则为 

1 1, , ,n nU A A A R              (2) 

其中，R为线性细分；A为加权平均。R运算与 A
运算如图 1 所示。 

       

(a) R运算         (b) A运算 ( (1 ) / )n    

图 1  广义中点细分的细分模板 

文献[14]指出，在权因子 =0.25 的情况下，在

正则点处仅进行一次 A 运算的广义中点细分与

Loop 细分等价。但从形式上来看，广义中点细分

模板与 Loop 细分模板完全不同，因此探究两者之

间的联系有意义。如图 2 所示，初始控制网格在

进行一次 R 运算后，每条边均增加了一个新边点

Ei,j，新边点 Ei,j的计算公式为 

, 2
i j

i j
V V

E


               (3) 

 

图 2  经过 R 运算后得到的中间网格(空心圆代表原始顶

点，实心圆代表 R运算后的新点) 

广义中点细分在进行 R 运算之后使用式(4)对

所有细分网格顶点进行 A运算，由式(3)和式(4)得

到进行一次广义中点细分之后内部 E-顶点的计算

表达式(5)和内部 V-顶点的计算表达式(6)，即 

0
1

(1 )
n

v i
i

V n V V 


              (4) 

内部 E-顶点的计算表达式 
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 0,2 0,2 0 2 0,1 1,2 2,3 0,3
1

6
E E V V E E E E        

   0,2 0 2 1 3
2 1

6 6
E V V V V                (5) 

内部 V-顶点的计算表达式 

0 0 0,
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V V E
n




     
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 



              (6) 

广义中点细分边界 E-顶点与边界 V-顶点的处

理方式与 Loop 细分一致，给出广义中点细分的等

价细分模板如图 3 所示。通过对比该等价细分模

板和 Loop 细分模板可以发现：两者在形式上完全

一致。 

 

(a) 内部 V-顶点              (b) 内部 E-顶点            (c) 边界 V-顶点        (d) 边界 E-顶点 

图 3  广义中点细分的等价模板 

为了保持 Loop 细分曲面的形状不变，又兼具

广义中点细分的细分网格顶点统一调整的优势，

本文给出了一个既能对细分网格顶点统一调整又

便于引入权因子实现细分曲面形状可调的等价

Loop 细分模板。 

对比 Loop 细分的几何规则和广义中点细分的

等价模板可知，当权因子 α满足式(7)时，Loop 细

分的内部 V-顶点与内部 E-顶点才可以进行统一调

整，即 
2

1 3 1 2 3
= cos

2 8 4 8n
    

 
       (7) 

其中，n为相应的内部 V-顶点的价，化简得 
2

3 1 2 1
=2 cos

8 4 4n
    

 
       (8) 

因此，欲得到 Loop 细分网格顶点统一调整的

细分模板，只需在式(6)的条件下讨论广义中点细

分内部 E-顶点的几何规则。而内部 E-顶点的价均

为 6，因此当 =0.25 时，广义中点细分内部 E-顶

点的几何规则与Loop细分内部E-顶点的几何规则

恰好一致。 

综 上 所 述 ， 当 广 义 中 点 细 分 的 权 因 子

2
3 1 2 1

=2 cos
8 4 4n

    
 

时，广义中点细分内部 V-

顶点与内部E-顶点的调整规则与Loop细分的调整

规则等价，结合边界 V-顶点和边界 E-顶点的调整

规则给出 Loop 细分网格统一调整的等价细分模板

如图 4 所示。 

本节通过分析对比广义中点细分的等价细分

模板与 Loop 细分模板之间的联系，给出了 V-顶点

和 E-顶点统一调整的等价 Loop 细分模板。总体来

说，等价 Loop 细分模板有以下两方面的意义，一

是能够简化 Loop 细分算法在计算机上的实现过

程，二是便于在 Loop 细分模板中引入权因子，以

实现 Loop 细分曲面形状可调。 

 

(a) 线性细分                  (b) 内部顶点统一调整              (c) 边界顶点统一调整 

图 4  Loop 细分网格顶点统一调整的等价细分模板 

2  两步渐进插值细分方法 

Loop 细分是一种基于三角形网格的逼近型细

分方法，这种方法的细分曲面不能插值于初始网

格的控制顶点，相比于初始网格存在一定的收缩，

且细分曲面形状不可调整。因此，本文提出了一

种形状可调的 Loop 细分曲面渐进插值方法，该方

法既能实现插值，又可以通过改变权因子的大小
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实现细分曲面形状可调。 

2.1  两步 Loop 细分 

两步细分方法是 ZHENG 和 CAI[16]在 2006 年

首次提出的一种细分方法，该方法实现了

Catmull-Clark 细分方法的形状可调。本文将这种

方法应用于 Loop 细分，结合迭代插值算法实现形

状可调的 Loop 细分渐进插值方法。具体的两步

Loop 细分实现过程如下： 

(1) 对初始控制网格 0M 运用引入权因子

(0,1)  的等价细分模板进行细分一次。得到细分

一次之后的 E-顶点和 V-顶点，即 

   0,2

1 0 0 0 0
2 1 3

2 1

6 6
E V V V V  

        (9) 

0 0 0

1

1 1

2 2

n

i
i

V V V
n

 



            (10) 

其中， 0
iV 为顶点 0V 的 1-邻域点。 

(2) 对第(1)步得到的新网格运用等价 Loop 细

分模板进行细分，直至得到极限细分曲面。 

2.2  两步 Loop 细分方法的极限点公式 

对初始控制网格 0M 应用上述两步细分方法

得到极限曲面M∞ ，M∞ 中的任意一个顶点 0V 在

极限曲面M∞中存在唯一的极限点 0V
∞与之对应。

将式(9)和式(10)代入 Loop 细分的极限点计算公式

(1)中得到两步细分方法的极限点计算公式为 

0 0 1
0,

1

0 0 1
0,

1 1

0 0

1

1
=

1 1 1
   =

2 2

1 2 2 4 1 2 1
     =

6 6 6 6

n

i
i

n n

i i
i i

n

i
i

V V E
n

V V E
n n

V V
n



  

    



 



 

   
  

 
                        



 



∞

(11) 

其中，
2

3

3 3 1 2
11 8 cos

8 8 4 n





      

   

；  为权因

子； 0V 为初始控制顶点；n为顶点 0V 的价； 0
iV 为

初始控制网格中顶点 0V 的 1-邻域点。 

2.3  迭代插值 

给定一个初始三角形控制网格 0M ，首先进行

第 1 次迭代，计算初始网格 0M 上的点 0V 与对 0M

应用两步细分方法得到的极限曲面 0S 上对应的极

限点 0V∞之间的距离 0 0 0d V V  ∞，将 0d 与 0V 相加

得到细分之后的新顶点为 1 0 0V V d  ，所有新顶

点构成了细分一次之后的新网格 1M 。然后进行第

2 次迭代，计算网格 0M 上的点 0V 与网格 1M 进行

两步细分方法得到的极限曲面 1S 上对应的极限点

1V∞之间的距离 1 0 1d V V  ∞，将 1d 与 1V 相加得到

细分之后的新顶点 2 1 1V V d  ，这些顶点构成了

细分之后的新网格 2M 。 

重复上述迭代操作 k次后得到网格 kM ，以及

网格 kM 的极限曲面 kS ，计算相应的距离 kd ，即 
0k kd V V  ∞              (12) 

将此距离 kd 与 kV 相加后得到细分之后网格

1kM  上的新顶点 1kV  ，即 
1k k kV V d               (13) 

此过程中，产生了一系列新网格 kM 及其极限

曲面 kS ，如果当迭代次数 k 无限大时，初始网格

0M 与极限曲面 kS 之间的距离无限接近于 0，则证

明此过程是收敛的，即极限曲面 kS 插值于初始控

制网格 0M 。 

3  收敛性证明 

要证明这种两步细分方法是收敛的，只需证

明当 k∞时， 0kd  即可。由式(11)~(13)可以得

到 kd 与 1kd  之间的关系为 

   

0

0

1

0 1 1 1 1

1

1

1 2 2 4 1 2 1
     =

6 6 6 6

1 2 2 4 1 2 1
     =

6 6 6 6

1 2 2
     =

6

i

k k

n
k k

i
i

n
k k k k

i V
i

k

d V V

V V V
n

V V d V d
n

d

    

    

 



   





 

                            
                              

    
 




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1 1

1

4 1 2 1

6 6 6 i

n
k k

V
i

d d
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   



                  


      

 (14)
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其中， n 为顶点 0V 的价；权因子 (0,1)  ，

2

3

3 3 1 2
11 8 cos

8 8 4 n

 
      

   

； 0
iV 为顶点 0V 的

1-邻域点； 1
i

k
Vd
 为顶点 0

iV 第 k–1 次迭代后的位置

与初始位置的距离。 

将式(14)以矩阵形式表示 

    
   

T T1 1 1
1 2 1 2

0 0 0
1 2 2

, , , , , ,

                           = , , ,       

k k k k k k
m m

k

d d d d d d

d d d

   



 



I B

I B (15)

 

其中，m为初始三角形控制网格的顶点数，I为单

位矩阵，B为m m 矩阵。 

令
1 2

=
6 6

     
 

，则矩阵 B可以表示为 

1

2

2
1 3
3

2
1 3
3

2
13
3m

n

n

n










  
 

 
 

 
   
 
 
 

 
  
 

 

 

  

 

B     (16) 

当权因子 (0,1)  ，矩阵 B有如下性质： 

(1) 
1

0,  1,  1
n

ij ij
j

b b


  ∞
≥ B ； 

(2) 第 i行有 in +1 个正值，且除了对角线元素

外其他元素的值均相等； 

(3) 如果 0ijb  ，则 0jib  。 

根据矩阵 B 的这些性质，可将其分解为一个

对角矩阵 P和一个对称矩阵 Q，即 B=PQ。其中，

对角矩阵 P为 

1

2

2

3 0 0 0

2
30 0 0

2

30 0 0
m

n

n

n







  
 
 
 

 
   
 
 
 

 
  
 





    



P      (17) 

对 称 矩 阵 Q={ ijd } ， 对 角 线 元 素

1
3

2
3

i

ii

n
d





  
 


，并且当 i j 时， 1ijd  。 

引理 1. 当权因子 (0 1)  ，时，矩阵 P为正定

矩阵。 

证明： n 为顶点的价，当 3n≥ 时，有

2 8

5 13
    

， 。 由 于
1 2

=
6 6

     
 

， 得

1 37

15 78
   

 
， ，所以

2 5 3

3 26 5
    

 
， ，因此矩阵 P的

对角线元素

2

3

in


均大于 0，故矩阵 P为正定矩阵。 

引理 2. 当权因子 (0,1)  时，矩阵 Q 为正定

矩阵。 

证 明 ： 首 先 构 造 二 次 型

T
1 2( , , , )mf x x x X X Q ，证明当 1 2( , , , )mX x x x 

非零时，此二次型是正定的即可。 

设 ije 是网格中以 iV 、 jV 为端点的边，且矩阵

Q有 1ij jid d  ，有 

  2
1 2

1

1

3
, , , 2

2
3

ij

im

m i j i
e i

n
f x x x x x x





  
  


   (18) 

设 ijrf 是网格中以 iV 、 jV 、 rV 为端点的面，在

封闭三角形网格中一条边总是连接着两个面，因

此有如下关系 

 2 2

1

4
ijr ij

m

i j r i j i i
f e i
x x x x x n x



        (19) 

故 
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2
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2 2
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ijr

m i j r
f

im
i

i
i

f x x x x x x

n
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


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  (20) 

从上式可得，当 3n≥ 且权因子 (0,1)  时，

由引理 1 知
2 5 3

3 26 5
    

 
， ，所以

1

3
2 2
3

i
i

n
n




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  


成
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立，因此当 X非零时， 1 2( , , , )mf x x x 是正定的，

故 Q为正定矩阵。 

引理 3. 正定矩阵的特征值是正值。 

定理 1. 当权因子  0 1  ， 时，这种形状可调

的 Loop 细分曲面渐进插值方法是收敛的。 

证明：因为 1
∞

B ，所以矩阵 B 的特征值

1i  。B是正定矩阵 P和 Q的乘积，根据引理 1、

引理 2 和引理 3 可得矩阵 B的特征值 0i  。因此，

I–B的特征值满足 0 1 1i   。所以，当 k∞时，

0kd  。由此可证：这种形状可调的 Loop 细分曲

面渐进插值方法是收敛的。 

4  算法实例 

所有实验均在配置为 Intel(R) Core(TM) 

i5-6500 CPU @ 3.20 GHz 处理器和 8 GB 内存的

电脑上进行，程序运行环境为 Visual Studio 2010。

实验均在 Knot、Cat、Pig 和 Bear 等 4 种网格模型

的基础上进行。 
首先，为了对比传统 Loop 细分模板与等价

Loop细分模板的运行时间，以Loop细分 4次为例，

对 4 种网格模型进行了实验，实验数据见表 1。从

表 1 中可以看出，随着初始网格顶点数的增加，

等价 Loop 细分模板在实现 Loop 细分上的优势愈

发明显，效率更高。 

表 1  传统 Loop 细分方法与等价 Loop 细分模板的 

运行时间对比 

模型 顶点数 传统 Loop 细分(s) 等价 Loop 细分模板(s)

Cat 260 13.382 12.108

Knot 287 12.631 11.582

Bear 956 64.547 60.379

Pig 1 450 92.226 87.940
 

其次，本文在上述等价 Loop 细分模板的基础

上，实现了形状可调的 Loop 细分曲面渐进插值方

法。为了更好地体现权因子  对实验结果的影响，

文中给出了  值不同的情况下，4 种模型的实验结

果，如图 5~8 所示。从图 5 可以看出：随着权因

子  值的不断增大，Knot 模型的形状逐渐逼近初

始网格的形状。从图 6~8 中可以看出，随着权因

子  值的增大，Cat 模型、Pig 模型、Bear 模型的

腿部与耳部的细节更加明显，因此调节权因子  值

可以调整极限细分曲面的形状。 
 

  

(a) 初始网格 (b) =0.4  (a) 初始网格 (b) Loop 细分 

  
(c) =0.6  (d) =0.8  (c) =0.4  (d) =0.8  

图 5  不同  值所对应的 

Knot 模型插值曲面 

图 6  Loop 细分曲面及不同  值所对应的 

Cat 模型插值曲面 
  

  

(a) 初始网格 (b) Loop 细分 (a) 初始网格 (b) Loop 细分 

  

(c) =0.4  (d) =0.8  (c) =0.4  (d) =0.8  

图 7  Loop 细分曲面及不同  值所对应的 

Pig 模型插值曲面 

图 8  Loop 细分曲面及不同  值所对应的 

Bear 模型插值曲面 
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最后，本文取权因子 0.4  、Loop 细分 4 次

迭代插值为例，给出上述 4 种模型调整后网格顶

点与初始网格顶点之间的平均距离误差(表 2)。从

表 2 中可以看出，用本文的方法得到的实验结果

平均误差小，可以较好地插值于初始控制网格的

顶点。 

表 2  本文方法迭代 4 次后的平均误差 

模型 顶点数 平均误差(mm) 

Cat 260 0.001 318 5 

Knot 287 0.001 703 6 

Bear 956 0.000 143 6 

Pig 1 450 0.000 160 1 

5  结  论 

本文提出了一种形状可调的 Loop 细分曲面渐

进插值方法。本文给出的等价 Loop 细分模板无需

对细分网格顶点进行分类，简化 Loop 细分的实现

过程，提高了 Loop 细分算法的效率。本文的方法

在该模板的基础上引入权因子实现形状可调特

性，运用渐进迭代技术实现插值特性，丰富了细

分曲面造型的灵活性。实验结果表明，该方法的

细分结果既能较好地插值于初始控制网格顶点，

又可以通过改变权因子  的大小调整细分曲面的

形状，同时具有较好的曲面光顺性，这使得该方

法在曲面造型方面极具优势，可在工程上应用。 
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