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摘要    根据自然天体和航天器运动中的大量共轨现象, 提出了共轨限制性三体问题

模型. 给出了平面圆形共轨限制性三体问题的基本结果: 变量和运动方程的选择; 一

组近似公式和一种近似半分析解法. 应用于计划中的引力波天文台 LISA 星座质心的

运动, 与高精度数值解符合很好. 
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天文学家很早就注意到了自然天体运动中的共

轨现象. 1918 年, 日本的平山清次(K. Hirayama)发现

一些小行星的轨道根数(特别是半长径 a, 偏心率 e, 

轨道倾角 i)有互相接近的现象, 其中半长径 a 互相接

近的小行星后来被称为小行星群(group). 平山清次

把 3 个根数 a, e 和 i 中至少有两个互相接近的小行星

称为小行星族(family); 如果 3个根数都接近, 就是本

文所要讨论的共轨现象. 为了讨论共同起源问题, 平

山清次还提出了本征轨道根数(proper element)概念[1]. 

近年来随着已发现小行星数量的迅速增加, 小行星

族的研究有了长足进展. 提出了很多定义和计算本

征轨道根数的方法; 还出现了更加细致的对小行星

次族(sub-family), 包括统计学、动力学和光谱型性质

的多方面研究. Lemaitre[2]2005 年的论文给出了较全

面的总结.  

脱罗央群小行星(Trojans)是自然天体中最著名

的共轨情况. 此群中已发现的有编号小行星的数量

已超过 2900. 银河系中的同一条旋臂内恒星的运动, 

天然卫星和人造卫星的运动, 都有共轨现象. 计划中

的 LISA 引力波天文台的 3 个航天器的质心与地球共

轨, 各航天器到质心的距离很小(不到 0.02 天文单位), 

可看作接近共轨. 我们参与了轨道设计和优化工作, 

因航天器要求工作时间仅为 10 年, 只用粗略方法处

理[3,4], 即得到了比较理想的结果.  

经典的限制性三体问题虽有广泛应用, 但并未

完全解决. 近年来有不少主要针对类似卫星情况的

关于共轨运动的研究, 如 Mikkola 等人[5]的工作. 我

们则根据自然和人造天体运动中广泛存在的共轨现

象提出共轨限制性三体问题模型, 希望能得到更深

入的结果, 应用于更多的对象. 

1  变量选择和运动方程 

以太阳系天体为例. 设 S和 E分别代表太阳和某
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大行星, 行星 E 绕太阳 S 沿圆形轨道运动, 角速度为

n 且为常数. 取 S 为原点, SE 为 x 轴方向, 建立随 E

绕 S 旋转的旋转坐标系(会合坐标系). 为方便起见, 

设 S和E的质量分别为 1−μ和μ, 距离 SE为单位长度. 

在此平面上运动的小天体 P 的坐标(x, y)应满足下面

的方程[3]:  

 0 12 , 2 ; ,x ny y nx
x y

Ω Ω Ω Ω μΩ∂ ∂
− = + = = +

∂ ∂
 (1) 

其中 
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为了计算方便, 没有完全采用无量纲单位系统, 式中

保留了旋转坐标系的角速度 n. 

现在把直角坐标变换为极坐标 r 和 ,ϑ  即 

 cos , sinx r y rθ θ= =  (3) 

代入(1)式, 化为以 r 和ϑ 为变量的运动方程:  
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 (4) 

(4)式有Jacobi积分:  

 2 2 2 22 ,r r n Cϑ Ω+ = −  (5) 

其中 C 即 Jacobi 积分常数.  

以上各式中的 μ 接近于行星同太阳的质量之比, 

在太阳系中是小于 0.001 的小量. 故先讨论 0μ = 时

的情况, 此即旋转坐标系中的二体问题. 取 

 ,nt nψ ϑ ψ ϑ= + = +或  (6) 

则(4)式化为二体问题方程, 可按二体问题方法解出:  
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( )
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h n
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ψ

= =
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 (7) 

还有包含另一积分常数的积分, 要根据圆锥曲线的

具体情况求出. 由此, 可选择限制性二体问题的积分

常数为: h, e 和 B; 另一常数从略. 

以限制性二体问题为基础, 用常数变异法导出

0μ ≠ 时的运动方程为 

 2
3

1
sin 1 ,h n rμ ϑ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

 (8) 
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又由(6)和(7)式得 
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其中 

 
( )

2 2

2 3

1 cos
cos ,    .

1 cos

r h n
K r

e Br

ϑϑ
ψ

−
= − − =

+ +Δ
 (12) 

(8)~(11)式即平面圆形限制性三体问题的运动方程, 

是受摄二体问题形式. 为了避免小偏心率困难, 引入

,u v 取代e和B. 

定义 

 cos( ),    sin( ),u e B v e Bψ ψ= + = +  (13) 

可导出:  

 ( ) 2 2

2
1 ,    ,

h h h h
u u v v hK v u

h hr r
μ= + − = + +  (14) 

其中 

 
2 2

.
1

h n
r

u
=

+
 (15) 

这样(8)和(11)式同(14)式一起组成平面圆形限制性三

体问题的运动方程, 而式中的 r 要用 (15)式代入. 基

本变量成为h, ,ϑ  u和v. 

2  共轨平面圆形限制性三体问题 

以太阳为中心的单位圆上的任意点  

 01,    (r ϑ ϑ= = 任意常数) (16) 

是限制性二体问题的特解, 而且是平动点. 位于这些

点的天体都与行星共轨. 本文提出的共轨限制性三

体问题, 研究的就是初始位置由 (16)式给定的小天体

的运动规律.  

将初始条件(16)代入Jacobi积分(5)得 
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 ( ) 2 0 03 1 4sin csc .
2 2

C
ϑ ϑ

μ μ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17) 

这是共轨限制性三体问题的 Jacobi 常数, 只与 0ϑ 和μ

有关. 图  1 给出的曲线为 63.0359 10μ −= × (太阳-地月

系)时C 与 0ϑ 的关系.  

 

 
 

图 1  C 与 0ϑ 的函数关系 

 
当 0ϑ = 60°和 300°时(对应平动点 L4和 L5), C取极

小值 3, 与μ无关. 当 0ϑ = 180°时, 3 2C μ= + 为极大. 

直线 3 2C μ= + 与曲线 C 另外交于 0ϑ′ = 23°.9057117

和 0ϑ′′ = 336°.0942883 两点, 同样与 μ 无关.  

初始条件(16)表明小天体在初始时刻位于零速度

线上; 此曲线为小天体的运动区和禁区分界线, 其中

通过平动点 ( 1, 2, 3, 4, 5)iL i = 的零速度线(对应Jacobi

常数为Ci, 按大小排序, C1 最大)特别重要; 它们同单

位圆的交点是分界点, 相应的幅角为 0 0 .iϑ ϑ=  表 1

给出了各分界点幅角在 63.0359 10μ −= × ( 日 - 地     

月系)和 30.9538754 10μ −= × (日-木系)两种情况下的

值.  

由于对称性 , 01, ir ϑ ϑ= = − 也在 iC C= 的零速

度线上. 这样, 运动平面就由各 i0ϑ 值对应的零速度

线划分成了不同的区域, 而相应初值的运动只能局

限在某个区域内.  

0ϑ 的绝对值小于 01ϑ 时, 运动局限在行星附近接

近圆形的区域内, 称为类卫星区(QS); 0ϑ 的绝对值在

01ϑ 和 02ϑ 之间时, 运动局限在哑铃形区域内部, 称为

哑铃区(DB); 0ϑ 的绝对值在 02 03ϑ ϑ和 之间时, 运动禁

区为马蹄形区域内部, 运动局限在马蹄形外围, 称为

马蹄区(HS); 0ϑ 的绝对值大于 03ϑ 时, 运动禁区缩小

为两个对称的蝌蚪形区域内部, 运动局限在蝌蚪形

外围, 称为蝌蚪区(TP), 见图 2. 
 

 
 

图 2   几个运动区域图示(为了方便作图, 取μ = 0.02) 
 

03ϑ 同 0ϑ′ 略 有 差 别 , 对 应 的 Jacobi 常 数

3 3 2C μ< + . 当 μ 值很小时(如太阳和行星的情况), 

在近似讨论中可以忽略此差别. 但因奇点关系, 应用

中遇到 0 0iϑ ϑ≈ 的情况时, 要用更严格的方法处理.  

3  近似分析解法 

从共轨初始条件出发, 虽然用数值解法可计算

出任意 0ϑ 值相应的轨道到要求的精度, 但为了讨论

在不同运动区内的轨道特征以利应用, 分析解法, 即

使是近似的, 也具有重要的意义.  

 
表 1   日-地月系和日-木系的不同 0ϑ 值 

μ 01ϑ (°) 02ϑ (°) 03ϑ (°) 04ϑ (°) 05ϑ (°) 

3.0359×10−6 0.3828225 0.3845339 23.9056 60 300 

0.9538754×10−3 2.5675658 2.64665725 23.9069 60 300 
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3.1  参数τ及其近似公式 

对于太阳系等 μ 值很小的情况, 先建立准确到

μ 一阶的, 方程(8), (11)和(14)的近似分析解法. 偏心

率 e 的初值为零, e 含 μ 的因子; 故 , ,e u v 都是一阶

小量, 而且其中 ,u v 还是短周期项. 可以分开讨论.  

先设 ,u v为零, 由(15), (8)和(11)式可得 
2

2
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1
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h h
r h rn n

n r
μ ϑ ϑ⎛ ⎞= = − = −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
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准确到一阶 , 在 Δ 的表达式中可取 1,r =  则有 Δ =  

sin( / 2) 0,ϑ >  因 ( (0 , 360 ),sin( 2) 0).ϑ ϑ∈ ° ° >  再令 

 ( )1 ,h n τ= +  (18) 

引入在我们的讨论中具有重要意义的参数 τ , 上式

化为 

( ) ( )5 2 31
1 1 d sin 1 sin d .

8 2

ϑτ τ τ μ ϑ ϑ− − −⎛ ⎞⎡ ⎤+ − + = −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

积分可得 
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左端按 τ 展开得 2 33
4 ,

2
τ τ− + +  故若只准到 2 ,τ   

则有 

 2 2
( ),

3
Qτ μ ϑ=  (19) 

其中 

 0

1
( ) ( ) ( ),   ( ) cos csc ,

2 2
Q Y Y Y

ϑϑ ϑ ϑ ϑ ϑ= − = −  (20) 

由此可看出, 当 μ 为小量时, τ 与 μ 同量级. 图 3

给出 0 20ϑ = ° 时 2τ 与ϑ 的关系.  

由(20)式可知, 运动有下面特性:  

(ⅰ) 非负性: ( ) 0;Q ϑ ≥  

(ⅱ) 对称性: ( ) (360 ) ( );Q Q Qϑ ϑ ϑ− = ° − =  故只

需讨论 00 180ϑ° °≤ ≤ 的情况; 

(ⅲ) 02 0 03ϑ ϑ ϑ< < 时 , 即 HS, ϑ 的变化范围是

( )0 0,360 ;ϑ ϑ° −  

(ⅳ) 0 03ϑ ϑ> 时, 即 TP, ϑ 的变化范围是 ( )0 1, ,ϑ ϑ  

其中 1ϑ 由下式定出 

 20 0 01 1 1
sin sin sin csc .

2 2 2 2 2 2

ϑ ϑ ϑϑ
= − + +  (21) 

对于 0 02ϑ ϑ< 的情况, 需另行讨论.  

 

 
 

图 3  0ϑ =20°时τ 2 与ϑ 的函数关系 
 

3.2  忽略短周期项的近似解 

现在针对HS和TP两种情况, 根据以上结果建立

方程(8), (11)和(14)准确到μ-阶的近似分析解法. 由于

偏心率 e 的初值为零, 变率 e 为一阶小量, 在一般情

况下, 偏心率应为一阶小量, 于是 

 ( ) ( )cos cos ,u e B e nt Bψ ϑ= + = + +  (22) 

为一阶短周期项. 故在一阶分析解法中, 可同其他项

分开求解, 然后再合并. 先忽略 u, 相应的方程为 
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由此可得 

 
2

( ),
3

Qτ μ ϑ= ±  (24) 

其中正负号由初值 0ϑ 根据关系 

 3 0
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1
sin 1 csc

8 2

h
n

n

ϑ
τ μ ϑ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (25) 

确定. 例如对于 LISA 航天器质心的情况, 0 20ϑ = − °

或 340 , 0;τ° >  但 0t = 时, 0,τ =  因此有 0t > 时(至

少在附近); 

 0, 0.τ ϑ> <  (26) 
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同理, 若 0 20ϑ = ° 时, 相应的 0,τ <  0.ϑ >  

另外再由函数 ( )Q ϑ 的性质(见图 3)可看出: 除

(20 ) (340 ) 0Q Q° = ° = 外, ( )Q ϑ 在 340° > ϑ 20> ° 不再

有零点, 可保持 0, 0,τ ϑ> <  故ϑ 由 340° 单调减小

到 20 ,°  回到 0τ = ( 1r = ); 同理, 再以 0 20ϑ = ° 作为

新起点 , 此时 0,τ <  随着时间增加有 0, 0;τ ϑ< >  

故ϑ 由 20° 单调增加到 340° . 此过程可一直重复下

去. 故这样构造的解是周期解, 只需给出一个周期内

的计算公式. 由于上述特点, 要分为两部分计算. 对

于 LISA 航天器质心的情况: 从 340°出发有 
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从 20° 出发有 
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函数 ( )Q ϑ 由(20)式定义, 上述积分无法用初等函数

表示, 只能用数值方法计算, 从而得到幅角ϑ 和时间

t之间的函数关系. 用 T1和 T2分别表示ϑ 从 340°减小

到 20 ,°  以及从 20° 增加到 340° 所需的时间(以年为

单位), 则有 
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周期 
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上述结果可直接用于一般马蹄(HS)区的情形 , 

对任意 02 0 03 ,ϑ ϑ ϑ< <  相应的(28)式成为 

 
0

d
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6 ( ) 4 ( )
nt

Q Q

ϑ

ϑ

ϑ
μ ϑ μ ϑ
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(27)式成为 

 
02π

d
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Q Q

ϑ

ϑ

ϑ
μ ϑ μ ϑ

−

=
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而在周期T的表达式(29)和(30)中, 只需将积分上限改

为 02π ,ϑ−  下限改为 0ϑ 即可.  

同理, 对于蝌蚪区(TP)的情形, 当 0 0360 ϑ ϑ° > >

时 , 先按 (21)式计算出 1;ϑ  容易判断出 1180 ϑ° > >  

60 ,°  ϑ 只能在 0ϑ 和 1ϑ 之间变化. 相应的 (31)式形式

不变, 而 (32)式中需将积分上限改为 1ϑ . 周期T 的表

达式 (30)中, 需将积分上限改为 1ϑ , 下限改为 0ϑ . 当

0180 60ϑ° > > ° 时 , 相应的 1ϑ 应满足 1 0360 ;ϑ ϑ° > >  

与上面一样 , 但需将 0ϑ 和 1ϑ 的位置调换 . 当 0ϑ >  

180° 时 , 可利用对称关系 (360 ) ( ),Q Qϑ ϑ° − =  直接

利用前面结果.  

3.3  短周期项 

在一阶理论中, 一阶短周期项可近似处理. r 和

ϑ 的表达中, 体现短周期项的量就是参数 u, 下面推

导它的近似表达式. 由于 0t = 时, 0, 1, ,e r h n= = =  

故可简化得到:  

 ( )sin 2 cos ,e n K f L fμ= +  (33) 

其中 

 ( ) 3 0
0

3 0
0

,

1
1 cos 1 csc ,

8 2

1
sin 1 csc .

8 2

f B

K

L

ψ
ϑ

ϑ

ϑ
ϑ

= +

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (34) 

K 和 L 为常数, 故有 

 

( )

( ) ( )2 2

sin ,

2 ,

cos , sin 2 .

e f

nK nL

nK nL

α γ

α μ μ

γ μ α γ μ α

= +

= +

= =

 (35) 

α 为一阶小量, 可近似地取 20,B f B h rψ= = + = =  

n, 上式化为 

( ) ( )2 2d
sin 4 sin ,

d

e
f K L f

f n

α γ μ γ= + = + +  

e 的初值为 0, 故积分得 

( ) ( )2 2
04 cos cos .e K L f fμ γ γ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦  

但 f B nt Bψ ϑ= + = + + 可随时间变化达到任意值 , 

故要保持 0,e≥  必须 ( )0cos 1,f γ+ =  即 0 0f ϑ=  

,B γ+ = −  由此得 e 和 u 的表达式:  

 
( )

( )

2 2
0

0

4 1 cos ,

cos .

e K L nt

u e nt

μ ϑ ϑ

ϑ ϑ γ

⎡ ⎤= + − − +⎣ ⎦
= − + −

 (36) 
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其中ϑ 可由所给时间t值按(31)或(32)式算出, 代入(24)

和 (36)式可得对应的τ 和u值; 故含短周期项的r, 可

由准确公式 

 ( ) ( )2
1 1r uτ= + +  (37) 

算出. 至于ϑ 中的短周期项, 可根据更准确的表达式 

 

( )
( )

( )

2

2 3

2
0

1
1

1

3 6 2 u

uh
n n

r

n nu

ϑ
τ

τ τ θ δ=

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= − = −
⎢ ⎥+⎣ ⎦

≈ − + + = +

 

(38)

 

得到, 其中 0uϑ = 就是 0u = 时的 ,ϑ  附加的短周期项为 

 ( )0

0 0

2 d 2 cos d ,
t t

nu t n e nt tδ ϑ ϑ γ= = − + −∫ ∫  (39) 

此式只能用数值方法计算. 必要时, 可用 0uϑ ϑ == +  

δ 迭代计算. 

实际计算表明, ϑ 的变率几乎为常量, 设为 :n  

在不影响精度的条件下, 对 HS 区和 TP 区可分别取

( )04 πn Tϑ= − 和 1 02 ,n Tϑ ϑ= −  并取 

 0 .ntϑ ϑ= ± +  (40) 

其中在ϑ 增加段取正号, 减小段取负号, 用(36)式的e

代入(39)式可积分得出δ 的分析式. 

4  数值检验 

上面给出的是一种周期项加短周期项的半分析

解法, 因积分不能用初等函数表示, 需用数值方法计

算. 本文主要针对 HS 区和 TP 区两种情况做了讨论, 

对太阳系天体运动的情况, 已包括了初值范围的绝

大部分. 下面的数值检验采用对运动方程进行数值

积分得到的结果, 与上述半分析方法的计算结果进

行比较, 符合程度令人满意.  

4.1  LISA 航天器质心的运动 

LISA航天器质心运动的分析是平面共轨限制性

三体问题的一个典型应用. 取 0t = 时, 1,r =  r ϑ= =  

0, 0 340 ;ϑ = °  按原始极坐标运动方程 (4)式进行精确

数值积分. ϑ 从 340° 单调减小到 20° (有微小短周期

扰动), 需时  85614.5 平太阳日=234.3997 儒略年(即 

T1); 此时期内 1,r >  变化中有两次极小, 一次极大. 

继续计算 ,  ϑ 又从 20° 单调增加到 340 ,°  需时 

85343.51145 平太阳日=233.6578 儒略年(即 T2). 此时

期内 1,r <  两次极大, 一次极小, 变化相同. 此初始

条件对应的零速度线是马蹄形; 计算结果表明 LISA

质心从 01, 340r ϑ ϑ= = = ° 出发, 沿马蹄形外围附近

运动, 到达 20ϑ = ° 后, 又沿马蹄形内围附近绕回到

340 ,ϑ = °  与本文半分析方法得到的结果一致. 具体

比较参看下面图形: 图 4(a)为用数值积分计算得到的

r 随时间变化的曲线和本文半分析方法计算结果的

比较; 图 4(b)为对应ϑ 变化曲线的比较.  

 

 
 

图 4 
(a) 半分析方法计算的 r 与数值积分结果的比较; (b) 半分析方法

计算的θ 与数值积分结果的比较 

 

用(29)式计算出的T1 和T2 如下:  

1 234.66T = 儒略年, 2 233.47T = 儒略年, 

与数值积分结果接近. 

这里用高精度数值方法和 (30)式计算出周期T和

0ϑ 的关系, 见图 5. 值得注意的是, 0 03ϑ ϑ≈ 时, T趋于

无穷大; 在 0 60ϑ = °处为极小(约 220.7 年). 

4.2  HS 区和 TP 区的其他例子 

下面再选初值为 HS 区内 0 21 ,ϑ = °  TP 区内 0ϑ =  
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图 5  周期 T 和 0ϑ 的函数关系 

 
30°和 70° 三种运动, 分别用半分析方法和数值积分

计算得到的结果进行比较, 以期获得进一步的认识. 

图6(a)为 0 21 ,  30 ,  70ϑ = ° ° ° 时, 半分析方法计算的 r与

数值积分结果的比较; 图 6(b)是 0 21 ,  30 ,ϑ = ° °  70° 时, 

半分析方法计算的θ 与数值积分结果的较. 比较表明, 

符合程度对于研究和应用都是可以满意的. 

5  展望 

本文给出了一种共轨限制性三体问题的一阶近

似半分析方法, 对初值在 HS 和 TP 区(占初值范围的

绝大部分)的计算结果 ,  与数值积分结果比对 ,  在

1000 年的时间尺度上都符合得很好, 对于理论研究

和实际应用都有一定的价值. 进一步的工作将一方

面进行理论上的深入探讨, 一方面扩大应用的范围. 

包括研究这种轨道的稳定性, 以及行星轨道偏心率 

 
 

图 6 

(a) 0ϑ =21°, 30°, 70°时, 半分析方法计算的 r 与数值积分结果的比

较; (b) 0ϑ =21°, 30°, 70°时, 半分析方法计算的θ 与数值积分结果 

的比较 
 

的影响; 探索更精确的分析解法; 用于研究脱罗央

(Trojans)群小行星的轨道演化; 用于研究近地小行星

轨道; 用于研究接近共轨情况的航天器轨道设计; 探

索研究银河系内的共轨恒星族运动.  
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