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摘要    位涡因在绝热无摩擦大气中具有守恒性而被当作一个较好的示踪物广泛的

应用. 然而位涡本身, 对于大尺度“慢流形”更为有效. 因此, 需要寻找另外的守恒的

不变量来描述速度和气压场等快速变化的强天气过程, 比如增长期和成熟的热带气

旋. 本文将湿大气中的焓和熵引入绝对运动方程来消除气压梯度项, 并利用 Weber

变换和Ertel形式的连续方程, 推导了湿大气中的斜压Ertel-Rossby不变量, 并证明了

其守恒性. 推得的湿斜压 Ertel-Rossby 不变量的表达式除了包含传统的位涡项, 它还

包括气压梯度、位能和动能梯度项等能反映 “快流形 ”特征的因子 , 以及干

Ertel-Rossby 不变量所没有的湿度因子, 因此能更完善地描述湿过程中强天气现象快

速变化的动力学特征. 通过个例分析, 与湿位涡和干大气中的 Ertel-Rossby 不变量相

比, 这个守恒的不变量对于台风这类真实湿大气中快速变化的强天气过程是一个较

好的诊断分析工具, 能表征几个共存台风组成的多台风系统的移动和强度变化. 湿

Ertel-Rossby 不变量在真实湿大气中有较为广泛的应用前景.  

关键词   
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由于在干绝热无摩擦大气中具有守恒性, 位涡

概念自从提出(Rossby, 1936; Ertel, 1942)就被作为一

个较好的示踪物. 然而对于真实的湿大气, 当有云发

展有潜热释放时, 位涡不再守恒. 这时引入潜热释放

的作用, 将相当位温代替位涡公式中的位温从而得

出湿位涡, 其在湿绝热无摩擦大气中, 亦具有守恒性. 

位涡和湿位涡广泛应用于研究天气系统的生成和发

展, 比如雨带、斜压稳定性、热带外气旋、锋和急流

等 (Shapiro, 1974; Thorpe, 1985, 1990; Hoskins 和

Berrisford, 1988; Robinson, 1989; Hertenstein 和

Schubert, 1991; Davis 和 Emanuel, 1991; Xu, 1992; 

Montgomery和Farrell, 1993; Cao和Cho, 1995; 吴国雄

等, 1995; 刘还珠和张绍晴, 1996; Cho 和 Cao, 1998; 

李英和段旭, 2000; 寿绍文等, 2001; Gao 等, 2002; 

Cao 和 Zhang, 2005). 然而, 位涡对于“慢流形”和在

大尺度条件下, 更为有效. 此时, 位涡方程对于描述
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大气运动方程是一个较好的近似(Hoskins 等, 1985). 

所谓“慢流形”, 可近似认为重力波和惯性重力波被

滤掉, 这种假设条件下, 位涡抓住的只有非重力波部

分的动力信息. 然而, 对于台风等强天气, 气压梯度

和浮力等变化迅速, “慢流形”的平衡条件被破坏; 而

且, 热带气旋多形成于热带, Gao 等(2005, 2007)指出

在热带地区位涡不适合于诊断热带对流云的发展 , 

不适合于分析二维热带模式资料, 因为对于二维近

赤道环流它的值接近为零. 所以, 需要寻找其他的

“快流形”不变量来描述斜压大气中这类物理量快速

变化的强天气过程.  

在 Ertel 等(1949)的正压 Ertel-Rossby 不变量的基

础上 , Zdunkowski 等 (2003)得到干大气中的斜压

Ertel-Rossby 不变量(baroclinic Ertel-Rossby Invariant 

in dry flow, 简记为干 ERI), 它不仅可以描述慢变流

的性质, 而且包含可描述流体快速变化的动力信息. 

然而对于台风等强天气, 湿度效应不可忽视, 因此本

文参考 Zdunkowski 等的方法, 从拉格朗日连续方程

和绝对运动方程出发, 运用 Weber 变换, 推导得出湿

大气中的斜压 Ertel-Rossby 不变量(baroclinic Ertel-      

Rossby Invariant in moist flow, 简记为湿 ERI), 并证

明了其守恒性. 它的表达式中不仅包含传统的湿位

涡项, 而且包括气压梯度项、动能与位能的梯度等新

项, 这些新项不同于位涡, 可反映快变流的性质. 而

且, 不同于干 ERI, 湿度因子显式出现在湿 ERI 中. 

因此相对于在大尺度“慢流形”更为有效的位涡或湿

位涡, 湿ERI更完整的描述了真实湿大气中具有快速

变换的“快流形”强天气过程. 本文在湿 ERI 的导出以

及守恒性的证明之后, 将推导的湿ERI应用于台风的

诊断分析, 并与湿位涡、干 ERI 进行对比, 来验证湿

ERI 在实际个例中的应用能力.  

1  理论推导 

1.1  湿斜压Ertel-Rossby 不变量的导出和它的物理
解释 

根据相当位温的定义 exp ,s
e

p

Lq

C T
 

 
   

 
 微分运

算后, 又通过量纲分析, 得出: 

 
1 1 1

( )e s
e p

Lq
C T

 
 

     , (1) 

式中,  (K), sq (kg/kg)和T (K)分别为位温, 饱和比湿和

绝对温度, Cp是空气的定压比热, L 是单位质量水汽的凝

结潜热, 而且这里使用了关系
1 1

.s
s

O T O q
T q

      
   

  

引入湿熵 ( ln )m p es C  和湿焓 ( ),m p sh C T Lq   

并结合 (1)式 , 有下面的关系 : ,m mp T s h      

这里 p 是气压, 是比容. 将得出的用湿熵和湿焓表

示的气压梯度项代入下面的绝对运动方程:  

 Ad

d
.a p

t
    

v
 (2) 

式中, A  +v v r 是绝对速度矢量, v 是相对速度

矢量, 是地球自转角速度, r 是地球半径, 位势梯

度 ,a g  k  g 是重力加速度. 

这样, 通过引入湿熵和湿焓来消去气压梯度项, 

方程(2)变为 

 Ad ( ) .
d a m mh T s
t

    
v

 (3) 

Zdunkowski 等(2003)从干大气中的绝对运动方

程出发, 得出了干大气中绝对速度矢量以及干ERI的

表达式. 经过相似的推导, 从湿大气中的绝对运动方

程(3)出发, 也可以得出湿 Ertel-Rossby 不变量. 为了

便于读者理解, 这里给出湿大气中详细的推导过程.  

经过笛卡儿坐标到拉格朗日坐标的转换, 绝对

运动方程(3)展开为分量形式如下: 

 
2

2
( ) ,

k
m

a mk k

L

sx
h T

t x x


   
       

  k=1, 2, 3 (4) 

这里下标 L 代表拉格朗日坐标系. 上式两边同乘以

/ ,k ix a   并对 k 遍历求和, 得出: 

 A( )
n n

m m
Li i i

L sx x
T

t ta a a

   
 

   
. (5) 

这里 A

2
A ,
2m a mL h  
v 2

A1

2 2

n n

i i

L

x x

t ta a

     
        

v
. 

对于湿等熵流 ( 0),ms   对方程(5)进行时间积分, 

得到下面的表达式: 

 A

, 0

n n i
m m

i i i

L t t

W sx x x

t ta a a




       
           

. (6) 

这里 d
0

,
t

T t    A A d
0

.
t

m mW L t   而且列举坐标不随

时间改变 ( 0).ia   在初始时刻 ( 0),t   拉格朗日与
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欧拉坐标一致, 因此在方程(6)的推导中用到了下面

的关系 : 
0 0 0

n n n n n
n
ii i

t t t

x x x x x

t t ta x


  

         
               

 

A 0

0

( ) ,
i

i
t

t

x
u

t 



 
  

 并 且 Kronecker delta 函 数

1,   

0,   
n
i

i n

i n



  

.  

令方程(6)中的 ,i r  两边同乘以 ( / ),r ka x   对

r 遍历求和, 又回到 ix 系: 

 
A

, 0

 .

r n n r r

k r k

L t t

r r
m m

k r k r

a x x a x

t tx a x

W sa a

x a x a




       
         

  
 
   

 

(7)

 

(7) 式 的 左 边
, ,

r n n n n

k r k

L t L t

a x x x x

t tx a x

       
          

 

, ,

,
n k

n
k

L t L t

x x

t t

    

       
 因此(7)式变为 

A

0

k n n
m m

k k k

L t

W sx a x

t tx x x




       
           

, k=1, 2, 3(8) 

令 k=1, 2, 3, 方程(8)的各个分量方程分别乘以单位矢

量 i, j, k, 并将得到的 3个方程相加, 得出绝对速度的

表达式: 

 
0 0 0

1 2 3
A A A A Am mu a v a w a W s        v . (9) 

这里
1 2 3

k k k
k a a a

a
x x x

  
   

  
i j k , 

A A AA ,u v w  v i j k  

A

1

,
L

x
u

t

 
  

 A

2

,
L

x
v

t

 
  

 A

3

,
L

x
w

t

 
  

 下标 0 表

示 0t  时的值, 符号 d d() / ( ).t    A0
0,u   A0

0,v   

A0
0,w   1 0,a   2 0,a   3 0.a   

由(9)式, 定义广义动量 AB 及其旋度: 

A AA m mW s    B v        (10a) 

A A   ms    B v       (10b) 

表 达 式 ER A A  = B B 即 湿 大 气 中 的 斜 压

Ertel-Rossby 不变量.  

根据 ER 的表达式, 湿斜压 Ertel-Rossby 不变量

由哪些分量组成呢? 通过展开 ER 表达式, 来给出各

个组成部分的物理解释. 首先, 由方程(10), 将 ER

展开为 

ER AA A( ( )

Term Term Term .
m m mW s s

a b c

         

  

= v ) v
 

(11)
 

这里, A ATerm ( ),ms     a v v  

A ATerm ( ),m mW s      b= v  

ATerm ( )m ms s      c = v . 

可见, 湿斜压 Ertel-Rossby 不变量由三部分组成, 每

一部分都包含广义涡度 A( ),ms  v  这里

ms  代表斜压效应. Terma 项表示湿斜压大气中

的广义螺旋度, Termb 包含动能梯度、位能梯度以及

气压梯度效应 , ATerm ( )ms   c = v 即为传统

的 湿 位 涡 效 应 项 ( 传 统 的 湿 位 涡 表 达 式 为

A( ),e    v  两者相差一系数 /p eC  ), 这三项

将在下面的第 2 部分通过实际个例计算结果来对比

他们的相对重要性.  

1.2  湿斜压 Ertel-Rossby 不变量的守恒性和物理  

解释 

根据上面给出的 ER 表达式, 本小节将从连续方

程的 Ertel 形式出发, 给出湿斜压 Ertel-Rossby 不变量

守恒性的证明. 连续方程的 Ertel 形式(Ertel, 1960), 是

由连续方程的一般形式 A

d

d
0

t

    v 出发推得的.  

经过从笛卡儿坐标到广义坐标的转化, 并用比

容代替密度, 执行微分运算, 连续方程的一般形

式可写为 

d

d
1 2 3 1 2 3[ ( , , )] ( , , ) ,

n

x x n

q
J q q q J q q q

t q
  





 这 里

1 2 3( , , ) Det( / )j i
xJ q q q q x   . 借助矩阵 ( / )j iq x  的

伴随矩阵 .
.
j

iM , 经过一系列的变形和转化 , 可得到

(Zdunkowski 和 Bott, 2003) 

d

d
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

[ ( , , )] [ ( , , )

 ( , , ) ( , , )].

x x

x x

J q q q J q q q
t

J q q q J q q q

 

 



  (12)

 

这里所有的空间导数都是关于笛卡儿坐标系的. 方

程(12)就是连续方程的 Ertel 形式(Ertel, 1960). 若
i (i=1, 2, 3)取为任意的守恒量(不变量)时, 将 i 代

入连续方程(12), 这时连续方程的这种形式发挥其最

大优势 . 因为 i 是任意的守恒的场函数时 , 满足
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d

d
0,

i
i

t

    方 程 (12) 的 左 边 等 于
d

d
1[ ( ,xJ

t
   

d

d
2 3 1 2 3, )] ( )

t
         , 方程(12)的右边等

于零. 则有 

d d

d d
1 2 3 1 2 3[ ( , , )] ( ) 0.xJ

t t
             (13) 

由方程(9), 方程(10a)可被简单表达为 

A A A A0 0 0

1 2 3+  +u a v a w a    B     (14a) 

A A A A0 0 0

1 2 3+ .u a v a w a       B   (14b) 

结合上面的(12), (13)和(14)式, 有 

ER A A

A A A

A A A

d d

d d
d

d 0 0 0

0 0 0

1 2 3

1 2 3

[ ] ( )

[ ( +  + ) 

 (  + )].

t t

u a v a w a
t

u a v a w a

 



 

   
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相似的, (15)式右端其余各项也等于零, 因此方程(15)

变为下面的形式: 

ER A A

d d

d d
[ ] ( ) 0.

t t
   B B      (16) 

即, ER 在湿大气中是一个守恒的不变量. 下一小节, 

将通过实际台风个例对湿 ERI 不变量进行分析.  

2  个例分析 

由于几个台风的相互作用, 多台风系统的研究

变得更为复杂. 这里选取了一个发生在 2006 年的三

台风系统进行个例分析. 2006 年 8 月, 三个台风“桑

美”、“玛利亚”和“宝霞”同时并存, 形成了“三旋共舞”

的局面. 三台风逐步向我国沿海靠近, 陆续影响我国

东南沿海大部地区. “桑美”(寿命: 8 月 5 日 12 时~11

日 21 时, 世界时, 下同)生成于(146.4°E, 11.9°N)的西

太平洋面上, 之后西北向移动, 并于 8 月 10 日 09:25

在浙江省苍南县沿海登陆, 登陆时最大风速 60 m s. 

“宝霞”(寿命: 8 月 6 日 06 时至 10 日 14 时)生成于

(131.3°E, 21.9°N)的西太平洋面上 , 之后向西移动 , 

并于 8 月 8 日 20 时在台湾台东县附近沿海登陆, 登

陆时最大风速 23 m s. 不同于“桑美”和“宝霞”的路

径, “玛利亚”(寿命: 8 月 5 日 12 时至 9 日 12 时)生成

于(145.3°E, 25.9°N)的西太平洋面上, 之后向西北移

动, 并于 8 月 8 日 00 时行至日本南部沿海时转为东

北向移动. 三个台风之中, “桑美”历时最长(约 6.5 天), 

强度最大, 而且登陆中国大陆后继续西北向移动至内

陆地区, 对中国造成最大影响. 三个台风共同靠近中

国, 其外围云系带来持续暴雨, 对中国造成广泛影响.  

以上描述的 2006 年影响中国的此三台风系统, 

用来进行个例分析. 首先利用 NCEP 资料, 计算了对

流层低层的干 ERI(图 1(a)和(b))、湿 ERI(图 1(c)和

(d))、湿位涡(图 1(e)和(f)), 并进行了对比分析(图 1). 

较之Zdunkowski等(2003)的干ERI表达式, 本文推导

的湿 ERI 公式(11)包含了湿度效应. 对比干 ERI(图

1(a)和(b))、湿 ERI(图 1(c)和(d))的量值和分布来看, 

两者区别很大, 说明湿度的作用比较关键. 8 月 8 日

12 时(图 1(a), (c)和(e)), “桑美”位于(131.4°E, 22.4°N)

的太平洋面上, 此时台风中心气压 970 hPa, 最大风

速 35 m s, “宝霞”位于台湾岛以东的  (122.7°E, 

23.1°N), 强度为(990 hPa, 20 m s), 并向西移动继而

登陆台湾 , “玛利亚 ” 位于日本以东的 (137.3°E, 

33.8°N), 强度为(980 hPa, 25 m s), 三个台风呈三角

形分布. 由图 1(a), 此时干 ERI 的异常大值区只覆盖

了台风“玛利亚”, 对台风“桑美”和“宝霞”并无表征. 

而增加了湿度效应的湿 ERI(图 1(c)), 在三个台风中

心有明显的湿 ERI 异常的强信号(阴影区), 而且此时

最强的台风“桑美”对应最大的湿 ERI 异常. 作为对比, 

也计算了湿位涡场(图 1(e)), 与 8 日 12 时的湿 ERI 比

较发现(图 1(c)), 正湿位涡异常大值区只覆盖了台风

“玛利亚”, 台风“桑美”和“宝霞”附近及其西北部有大

片的负位涡异常.  

至 9 日 12 时(图 1(b), (d)和(f)), 三个强台风演变

为两强(“桑美”和“玛利亚”)一弱(“宝霞”)的局面. 首

先, 三个湿 ERI 异常中心也相应的演变为两强一弱

(图 1(d)), 并随着多台风系统的移动而移动; 其次, 

强度也跟着变化, 例如台风“桑美”增强(920 hPa, 60 

m s), 附近的湿 ERI 的信号随之增强, 台风“宝霞” 
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图 1  干 ERI、湿 ERI、湿位涡与位势高度于 2006 年 8 月在 850 hPa 上的水平分布 
(a) 干 ERI 在 8 日 12 时; (b) 干 ERI 在 9 日 12 时; (c) 湿 ERI 在 8 日 12 时; (d) 湿 ERI 在 9 日 12 时; (e) 湿位涡在 8 日 12 时; (f) 湿位涡在 9

日 12 时. 等值线示位势高度, 单位: dgpm 
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移至靠近广东以东的洋面, 强度大幅减弱(998 hPa, 

16 m s), “宝霞”附近的湿 ERI 信号随之减弱, 而且

此时最强的台风“桑美”仍然对应最大的湿 ERI 异常. 

干 ERI 和湿位涡异常零散分布(图 1(b)和(f)), 虽然三

个台风附近有干 ERI 异常的信号(图 1(b)), 以及台风

“玛利亚”中心有较强的正位涡异常(图 1(f)), 但在

40°N 以北亦有较强的干 ERI 异常和正位涡异常的干

扰信号. 对比 850 hPa 的分析发现, 较之干 ERI 和湿

位涡, 湿 ERI 可较好的诊断台风的位置和强度, 它的

异常值集中在台风中心附近, 并能表征几个共存的

台风强度的相对变化.  

对于对流层中、高层, 分别选取 500 和 200 hPa

为代表进行了分析. 在 500 hPa 层(图 2), 湿 ERI 对发

展至 500 hPa 的台风“宝霞”(位于台湾岛以东洋面)

和“玛利亚”(位于日本以东)均有表征(图 2(b)), 干

ERI(图 2(a))和湿位涡(图 2(c))只在较强的台风“玛利

亚”处有信号而在“宝霞”中心并无大值异常, 而且

湿位涡在 30°N 以北的中高纬度地区有大片的正位涡

异常. 到了 200 hPa 层(图略), 湿 ERI 和干 ERI 对于

发展至 200 hPa 的“玛利亚”, 在其周边(137.3°E, 

33.8°N)附近地区有负值异常, 而另外两个台风并未

发展至高对流层. 所以综上分析, 湿 ERI 在对流层 

 

 

图 2  干 ERI(a)、湿 ERI(b)、湿位涡(c)与位势高度于 2006 年 8 月 8 日 12 时在 500 hPa 上的水平分布 
等值线示位势高度, 单位: dgpm 
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中、低层对台风的追踪均优于干 ERI 和湿位涡, 而在

本文中, 由于三个台风中只有两个发展至 500 hPa, 

所以本文只给出了低、中对流层湿 ERI、干 ERI 及湿

位涡的对比分析图.  

图 3 是干 ERI(a)、湿 ERI(b)和湿位涡(c)于 2006

年 8 月 8 日 12 时沿着 23°N 的纬向垂直剖面图. 由于

三个台风呈三角形分布, 这里只沿着较低纬度的两

个台风“桑美”和“宝霞”中心附近做了纬向垂直剖面. 

分析发现, 虽然两个台风中心附近有垂直向上伸展

的正、负干 ERI 异常信号(图 3(a)), 以及垂直下伸的

正位涡信号(图 3(c)), 但其极值零散分布在高层的

200 hPa 以上区域; 而湿 ERI 异常区则在两个台风中

心上方垂直向上伸展(图 3(b)), 大值区清晰, 无干扰

信号. 综上的分析, 湿 ERI 可较好的追踪多台风系统

中几个共存台风的移动和强度变化, 是一个较好的

台风分析工具.  

既然湿 ERI 可较好的诊断台风, 因此需要对它

进行详细剖析 . 由方程(11), 它由三项组成 , terma, 

termb和 termc, 计算这三项发现(图 4(a)~(c)), 第一项

量级较小(图 4(a)). 在台风中心附近, 反映“快流形”

性质的方程(11)中的第二项(termb)(图 4(b)), 即气压

梯度、动能梯度与位能梯度项, 占主导地位, 决定了

湿 ERI 的分布与符号(图 4(b)和 1(c)). 反映“慢流形”

性质的第三项, 即传统的湿位涡项(termc), 比第二项

要小的多. 这说明在多台风系统中, “快流形”较之“慢

流形”效应更为重要. 因此, 仅用位涡或湿位涡不足

以捕捉台风的快速移动和变化, 这也解释了在个例

的对比分析中为何湿ERI优于湿位涡, 从理论分析和

实际个例计算两方面突出了湿 ERI 的优势. 

3  小结 

本文将湿大气中的焓和熵引入绝对运动方程来

消除气压梯度项, 从变形后的绝对运动方程出发, 并

利用 Weber 变换和 Ertel 形式的连续方程, 重新推导

和定义了湿大气中的斜压 Ertel-Rossby 不变量, 并证

明了其守恒性. 由推得的湿 ERI 表达式发现, 除了包

含传统的位涡项, 它还包含气压梯度、位能和动能梯 

 

 

图 3  干 ERI(m4 s kg)(a)、湿 ERI(m4 s kg)(b)、湿位涡(PVU)(c)于 2006 年 8 月 8 日 12 时沿着 23°N 的 
纬向垂直剖面图 

符号▲表示台风中心位置 
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图 4  湿 ERI 方程(11)中各项与位势高度于 2006 年 8 月 8 日 12 时在 850 hPa 上的水平分布 
(a) term a; (b) term b; (c) term c. 等值线示位势高度, 单位: dgpm 

 
度等快速变化的因子以及水汽效应等因子, 因此能

更完善的描述湿过程中强天气现象的“快流形”特征, 

而传统的位涡或湿位涡对于大尺度的“慢流形”更为

有效. 而且, 湿 ERI 包含水汽因子, 比干 ERI 在真实

湿大气中有更为广泛的应用前景. 通过个例分析, 与

湿位涡和干ERI相比, 这个守恒的不变量对于台风这

类真实湿大气中的强天气过程是一个较好的诊断分

析工具. 进一步的计算分析表明, 在湿 ERI 中, 反映

“快流形”性质的气压梯度、动能和位能梯度项起着决

定性作用. 这也解释了为何只用位涡或湿位涡可能

不足以捕捉台风. 从理论分析和实际个例计算, 突出

了湿 ERI 在分析台风这类快速变化的强天气过程中

的优势. 鉴于它的守恒性, 可以作为一个较好的示踪

物来追踪台风.  
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