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摘要 提出并研究了一类新型的脉冲随机控制模型, 其状态结构由关于半鞅的线性随机微分方程

所确定, 其控制费用函数为关于控制前状态与控制量的二元函数且其控制量保持非负. 首先建立了

一类新型的变分方程并证明了其解的存在性. 通过对变分方程的解函数进行一系列随机分析处理,

证明了最佳控制的存在性且对其结构进行了深入分析. 此外, 由于本文模型与以往文献中的随机控

制模型有着重大差异,因而在分析手法上与以往文献相比颇多差异之处. 可以预期,本文不仅在随机

控制的研究中将具有重要的理论意义,而且在金融控制及证券管理方面也将有着广泛的应用价值.

关键词 脉冲随机控制 控制量 变分方程 最佳控制 半鞅

1 引言

在随机控制问题的研究中, 奇异型随机控制模型 [1−8] 及脉冲控制模型 [9−19] 无疑是最重要的两

大类型, 而脉冲控制模型的研究更早些. 2006 年, 国际学术界提出了一类关于几何布朗运动的随机控

制模型, 这是一类费用结构与以往不同的脉冲控制模型, 它在金融控制及投资管理中有着广泛的应用

背景和重要的理论意义 [13]. 最近, 作者在文献 [20] 中提出并研究了另一类重要的折扣型脉冲随机控

制模型, 它在很大程度上实质性地推广了文献 [13] 中模型的费用结构及状态结构. 本文则提出了一类

控制量非负的新型脉冲随机控制模型,它不同于其他类型的脉冲随机控制模型但却与文献 [20]中的模

型形成一种互补的关系.本文用建立适当变分方程及随机分析的手法证明了新模型存在最佳控制且对

其进行了刻划, 其处理手法与其他类型的脉冲随机控制模型也有很大不同.

下面介绍一下本文提出的模型. 首先有一个概率空间 (Ω,F , P ), {Ft}, t > 0 为一个上升的 F 的
子 σ–域族且满足通常条件. 0 6 τ1 6 τ2 6 · · · 6 τi 6 · · · 为一列非降的 F t–停时且 i →∞时 τi →∞,

a.s. 又 ξi, i = 1, 2, . . . 为一列与之相应的 (实) 随机变量且 ∀i > 1, ξi ∈ Fτi , 其中 Fτi 表示 τi 前事件 σ–

域. 以 v 表示上述这样一个对列: v = {(τi, ξi), i = 1, 2, . . .}, 则 v 称为一个脉冲随机控制. 所有脉冲控

制的集合以 V 表之.

对于初值 x 及 v = {(τi, ξi), i = 1, 2, . . .} ∈ V, 新模型与之相应的状态过程 X = {Xt, t > 0} 为由线
性随机微分方程
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Xt = x +
∫ t

0

µXsdAs +
∫ t

0

σXsdMs +
∑

τi6t

ξi, t > 0 (1)

所确定的唯一的右连左极 Ft– 适应过程, 其中 µ 与 σ 皆为实常数, 又 M 为一个 0 初值 Ft– 连续局部

鞅, A 为与 M 对应的唯一的 0初值 Ft–适应连续非降过程使得 M2 −A为 0 初值 Ft– 局部鞅 (当 M

为标准Wiener过程时相应的 At = t,∀t > 0),按通常的表示法,即有 A = 〈M, M〉.本文要求 t →∞时
At →∞, a.s.

与文献 [13,20] 中相同, 本文仍要求状态初值 x 为正数. 但对脉冲控制的要求恰与文献 [13, 20] 相

反, 设 v = {(τi, ξi), i = 1, 2, . . .} ∈ V, 则本文模型对脉冲控制中控制量的要求为

ξi > 0, ∀ i = 1, 2, . . . . (2)

设初值 x > 0, 脉冲控制 v = {(τi, ξi), i = 1, 2, . . .} 满足 (2) 式而 X 由 (1) 式确定, 则由指数公式

(参阅文献 [21] 中第 5 章) 可知 Xt = (x +
∑

τi6t
ξi

Uτi
)Ut, t > 0, 其中 Ut = exp{(µ− 1

2σ2)At + σMt}, 故
知状态 X 将自然保持取正值. 本文模型中与 v 相应的费用结构可用 (3) 式来表达 (其中当 τi = ∞ 时
约定 e−αAτi B(Xτi−, ξi) = 0):

Jv(x) = E
[ ∫ ∞

0

e−αAth(Xt)dAt +
∞∑

i=1

e−αAτi B(Xτi−, ξi)
]
, (3)

其中 α 为折扣因子, 它为正常数, h(·) 为保留费率函数, B(·, ·) 为控制费用函数. 由 (3) 式可知本文提

出的模型与文献 [13,20] 中的模型相似, 仍保持了控制费用函数二元性这一重要特征. 和文献 [13,20]

中一样, 在 (3) 式中若 τ1 = 0 则约定 Xτ1− = x 且 Xτ1 = x + ξ1, 又若 i > 1 且 τi = τi−1 < ∞ 时约定
Xτi− = Xτi−1 且 Xτi = Xτi−1 + ξi.

此外, 本文放宽了文献 [13,20] 对状态方程中系数 µ, σ 的严格限制, 只要求

σ 6= 0. (4)

当条件 (4) 成立时, 易知方程

1
2
σ2 · λ2 +

(
µ− 1

2
σ2

)
λ− α = 0 (5)

有二根 λ1 = 1
2 − µ

σ2 +
√

( µ
σ2 − 1

2 )2 + 2α
σ2 > 0, λ2 = 1

2 − µ
σ2 −

√
( µ

σ2 − 1
2 )2 + 2α

σ2 < 0.

本文大大放宽了文献 [13] 中要求 h(·) 及 B(·, ·) 为二次函数的严格限制. 要求 h(·) 为 (0,∞) 上的

非负连续函数且假定存在常数 λ′1, λ′2 : −∞ < λ′1 < λ1, λ2 < λ′2 < ∞ 使得

lim sup
x↓0

h(x)
xλ′2

< ∞, lim sup
x↑∞

h(x)
xλ′1

< ∞. (6)

本文要求 B(·, ·) 为定义在 (x, ξ) 平面上区域 R̃=̂{(x, ξ) : 0 < x < ∞, 0 6 ξ < ∞} 中的非负连续函
数. 在某些情况下还进一步要求 lim supx↑∞ h(x) < ∞ 或

lim
x↑∞

h(x) = 0; β=̂ inf
(x,ξ)∈R̃

B(x, ξ) > 0 (7)

且 ∀x > 0, 存在正常数 δx,Mx 及 kx 且 δx ∈ (0, x), 使得

B(x′, ξ′′)−B(x′, ξ′)
ξ′′ − ξ′

> kx
1
ξ′′

, ∀ x′, ξ′, ξ′′ : x′ ∈ (x− δx, x + δx), ∞ > ξ′′ > ξ′ > Mx. (8)

1402



中国科学 : 信息科学 第 41 卷 第 11 期

以 Ṽ 表示 V 中所有的控制量非负的脉冲随机控制的全体, 它为 V 的一个真子集. 本文的目的是

对每个状态初值 x > 0, 求 v∗ ∈ Ṽ 使得

Jv∗(x) = inf
v∈Ṽ

Jv(x). (9)

v∗ 称为本文模型初值为 x 时的最佳控制.

此外, 为了和右连左极符号系统相一致及推证中的方便, 此后本文将 (1) 及 (3) 式改写为等价的

Xt = x +
∫ t

0

µXs−dAs +
∫ t

0

σXs−dMs +
∑

τi6t

ξi, t > 0 (1′)

及

Jv(x) = E
[ ∫ ∞

0

e−αAth(Xt−)dAt +
∞∑

i=1

e−αAτi B(Xτi−, ξi)
]
. (3′)

(1) 与 (1′) 式的等价性及 (3) 与 (3′) 式的等价性皆不难由过程 νt = x +
∑

τi6t ξi, t > 0 的间断点

最多有可列个这一事实推知. 又 (3′) 式中亦约定 τi = ∞ 时 e−αAτi B(Xτi−, ξi) = 0.

在第 2 节中, 我们将给出证明退化最佳控制存在的定理 1 和证明非退化最佳控制存在的定理 3,

4. 此外, 我们还将证明一些相应的预备引理及辅助定理.

2 主要结论及证明

引理 1 设 h(x) 为 (0,∞) 上的非负连续函数且 (4), (6) 式成立, 则函数

y∗(x) =
2

σ2(λ1 − λ2)

[
xλ2

∫ x

0

h(u)
uλ2+1

du + xλ1

∫ ∞

x

h(u)
uλ1+1

du

]

在 (0,∞) 上有意义且二次连续可导, 式中 λ1, λ2 为方程 (5) 之正负二根. 又 ∀A ∈ R, 函数 yA(x) =

y∗(x)−Axλ2 , x ∈ (0,∞) 皆为二阶微分方程

1
2
σ2x2y′′(x) + µxy′(x) + h(x)− αy(x) = 0, x ∈ (0,∞) (10)

之一经典解. 上式中函数 h(x) 为费用结构 (3′) 式中的保留费率函数, α = constant > 0 为折扣因子.

证明 首先由 (4)式及 α > 0推知方程 (5)有正负二根 λ1 及 λ2,再由 (6)式及 h(·)在 (0,∞)上

的连续非负性可知 ∀x ∈ (0,∞), 积分
∫ x

0
h(u)

uλ2+1 du 与
∫∞

x
h(u)

uλ1+1 du 有意义, 这样可知 y∗(x) 在 (0,∞) 上

有意义. 再仿文献 [20] 中引理 1 之分析可证本引理结论.

引理 2 条件同引理 1, A > 0 且 yA(x) 如引理 1 所定义. 令 CA = inf{x > 0 : y′A(x) 6 0}, 其中
当 { } = φ 时约定 CA = ∞. 则 ∀A > 0 皆有 0 < CA 6 ∞ 且 x ∈ (0, CA) 时 y′A(x) > 0. 若 CA < ∞ 还
有 y′A(CA) = 0. 又 CA 在 (0,∞) 上单调非降.

证明 由 yA(x) 的定义, 可知 ∀x ∈ (0,∞), y′A(x) = y∗′(x) − Aλ2x
λ2−1. 由引理 1, 可知 y′A(x) 在

(0,∞) 上连续. 再由 (6) 式中的条件 lim supx↓0
h(x)

xλ′2
< ∞ 及 y∗′(x) 的结构式可推知存在正常数 x0 及

C 使得 y∗′(x) > −Cxλ′2−1,∀x ∈ (0, x0].

由上式及 λ′2 > λ2 可知 ∀A > 0 存在 M = constant > 0 使得 y′A(x) = y∗′(x)−Aλ2x
λ2−1 > 0,∀x ∈

(0,M ].由此及 CA 定义推知 ∀A > 0皆有 0 < CA 6 ∞,又 x ∈ (0, CA)时由 CA 的定义可知 y′A(x) > 0.

引理其他结论易知.
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引理 3 设 B(x, ξ) 为 R̃ 上的非负连续函数且引理 1 的条件成立, 定义函数

N(A) = inf
(x,ξ)∈R̃

[B(x, ξ) + yA(x + ξ)− yA(x)], A ∈ R, (11)

则 N(A) 为 (−∞,∞) 上的单调非降函数. 进一步若再假定 lim supx↑∞ h(x) < ∞, 则 ∀A > 0 若

N(A) > 0, 那么 ∀x > 0 皆有

yA(x) 6 Jv(x), ∀ v ∈ Ṽ . (12)

(11) 式中函数 B(x, ξ) 表示 (3′) 式中的控制费用函数且 R̃ 同 (7) 式前之定义, yA(x) 由引理 1 所定义,

而 Jv(x) 由 (3′) 式给出.

证明 注意 ∀(x, ξ) ∈ R̃ 皆有 0 < x 6 x + ξ < ∞, 若 −∞ < A < A′ < ∞, 则由引理 2 证明中第 2

式可知

[B(x, ξ) + yA′(x + ξ)− yA′(x)]− [B(x, ξ) + yA(x + ξ)− yA(x)]

=
∫ x+ξ

x

[y′A′(u)− y′A(u)]du = −(A′ −A)λ2

∫ x+ξ

x

uλ2−1du > 0.

由上式又可推知 −∞ < A < A′ < ∞时 N(A) 6 N(A′),此即 N(A)在 (−∞,∞)上的单调非降性.

再由 Ito 公式 (参阅文献 [21] 中第 2 章或文献 [22] 中第 8 章) 可以证明在本引理所述条件下 (12) 式

成立 (参阅文献 [20] 中引理 3 的证明).

定理 1 设 B(x, ξ)为 R̃上的非负连续函数且引理 1的条件成立,又 lim supx↑∞ h(x) < ∞. N(A)

为由 (11) 式所定义的 (−∞,∞) 上的单调非降函数, 令

N = lim
A↓0

N(A). (13)

若 N > 0, 则本文定义的模型有 “退化的” 最佳控制 v∗, 即不对状态进行干预的控制方式 (或者

说, v∗ 中的 τ1 = τ2 = · · · = ∞) 可以视为模型的一个最佳控制, 且 y∗(x) 可视为值函数, 即 Jv∗(x) =

y∗(x) = infv∈Ṽ Jv(x),∀x > 0. 其中 y∗(x) 由引理 1 所定义.

证明 仿文献 [20] 中定理 1 之证明.

注 1 定理 1 中的条件 N > 0 实际上等价于

B(x, ξ) + y∗(x + ξ)− y∗(x) > 0, ∀ (x, ξ) ∈ R̃. (14)

定理 1 的结论表明, 当 (14) 式成立时退化控制可视为模型的一个最佳控制. 与条件 N > 0 对立的条

件为 N < 0, 它显然等价于存在 (x, ξ) ∈ R̃, 使得

B(x, ξ) + y∗(x + ξ)− y∗(x) < 0. (15)

下面我们讨论 N < 0(或存在 (x, ξ) ∈ R̃ 使 (15)式成立)时模型最佳控制的存在性问题.为了讨论

方便我们需要用比定理 1更强一些的条件.先在很一般的条件下讨论一下本文变分方程中有关的扩散

方程解函数的性质, 这种讨论不但是有意义的而且还是必要的.

引理 4 设 µ, σ 及 α 皆为实常数且 σ 6= 0, α > 0, 又 h(x) 为 (0,∞) 上的非负连续函数, 若 y(x)

为 (0,∞) 上的二次连续可导实函数且满足引理 1 中方程 (10), 那么必有
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1) 若 x0 ∈ (0,∞), y(x0) < 0 且存在 x′ > x0 使得 y(x′) > 0, 则 ∀x ∈ (0, x0] 成立 y′(x) > 0.

若 x0 ∈ (0,∞), y(x0) < 0 且存在 x′ ∈ (0, x0) 使得 y(x′) > 0, 则 ∀x ∈ [x0,∞) 成立 y′(x) < 0. 若

x0 ∈ (0,∞), y(x0) < 0 且 lim supx↑∞ y(x) > 0, 则 ∀x ∈ (0, x0] 成立 y′(x) > 0.

2) 若 x0 ∈ (0,∞), y(x0) = 0 且存在 x′ > x0 使得 y(x′) > 0, 则 ∀x ∈ (0, x0] 成立 y′(x) > 0.

若 x0 ∈ (0,∞), y(x0) = 0 且存在 x′ ∈ (0, x0) 使得 y(x′) > 0, 则 ∀x ∈ [x0,∞) 成立 y′(x) 6 0. 若

x0 ∈ (0,∞), y(x0) = 0 且 lim supx↑∞ y(x) > 0, 则 ∀x ∈ (0, x0] 成立 y′(x) > 0.

3) 若 x0 ∈ (0,∞) 且 y(x0) = y′(x0) = 0, 则: x > x0 时 y′(x) 6 0 且若有 x′ > x0 使得 y′(x′) < 0,

那么 ∀x > x′ 皆有 y′(x) < 0. x < x0 时 y′(x) > 0 且若有 x′ ∈ (0, x0) 使得 y′(x′) > 0, 那么 ∀x ∈ (0, x′)

皆有 y′(x) > 0.

证明 只须证 1) 和 2) 之第 3 个结论, 其余结论的证明见文献 [20] 中引理 4.

先证 1) 中第 3 个结论. 首先由方程 (10), 可以推知

[x
2µ

σ2 y′(x)]′ = x
2µ

σ2
2

σ2x2
[αy(x)− h(x)], x ∈ (0,∞). (16)

设 x0 ∈ (0,∞) 且 y(x0) < 0. 再设 lim supx↑∞ y(x) > 0. 首先若存在 x′ > x0 使得 y(x′) > 0, 则由

1) 中第 1 个结论可以推知

y′(x) > 0, ∀ x ∈ (0, x0]. (17)

又若假定 ∀x ∈ [x0,∞) 皆有 y(x) < 0, 则由 (16) 式可以推知函数 x
2µ

σ2 y′(x) 在 [x0,∞) 上严格减.

首先若 x
2µ

σ2 y′(x) 在 (x0,∞) 上皆取负值, 则此时 y′(x) 在 (x0,∞) 上皆取负值, 这将导致

lim sup
x↑∞

y(x) < y(x0) < 0,

故知这种情况不可能发生. 由此可知 x
2µ

σ2 y′(x) 在 (x0,∞) 可以取到非负值, 由该函数在 [x0,∞) 上的

严格减性质可知必有 x
2µ

σ2
0 y′(x0) > 0, 由此又推知 y′(x0) > 0. 下面再证

y(x) < 0, ∀ x ∈ (0, x0]. (18)

实际上, 如若不然, 设 y(x) 在 (0, x0] 上可以取到非负值, 令 x̃ = sup{x < x0 : y(x) > 0}, 则可知
0 < x̃ < x0 且 ∀x ∈ (x̃, x0]皆有 y(x) < 0,再由 x̃的定义及 y(x)的连续性又可知 y(x̃) = 0.由此又可推

知 y′(x̃) 6 0.但因 y(x)在 (x̃, x0]中取负值,则由 (16)式又可推知必有 y′(x0) < 0,此与前述 y′(x0) > 0

矛盾,故不可.这样证出了 (18)式成立. 由 (16)及 (18)式又可知函数 x
2µ

σ2 y′(x)在 (0, x0]中严格减,由

y′(x0) > 0 我们又推知 (17) 式成立. 即 1) 中第 3 个结论成立.

再证 2)中的第 3个结论.首先设 x0 ∈ (0,∞)且 y(x0) = 0.又 λ1, λ2 为方程 (5)之正负二根.则仿

引理 1之分析可知 ∀A1 ∈ R, A2 ∈ R, y(x)+A1x
λ1 +A2x

λ2 亦满足方程 (10). 再设 lim supx↑∞ y(x) > 0.

注意 ∀A > 0, y(x) − Axλ2 满足方程 (10) 且 y(x0) − Axλ2
0 < 0, 又亦有 lim supx↑∞[y(x) − Axλ2 ] =

lim supx↑∞ y(x) > 0,由以上事实及 1)中的第 3个结论可以推知 ∀ A > 0有 y′(x)−Aλ2x
λ2−1 > 0,∀x ∈

(0, x0]. 令 A ↓ 0, 由前式即推知 2) 中第 3 个结论亦成立. 引理得证.

引理 5 设引理 1 的条件成立, A > 0 且 yA(x) 由引理 1 所定义, 又 CA 的定义同引理 2. 再

令 C ′A = inf{x > 0 : yA(x) > 0}, 若式中 { } = φ 则令 C ′A = ∞. 则 C ′A 在 (0,∞) 上单调非降且当

yA(x), x ∈ (0,∞) 的值域不含于 (−∞, 0](即存在 x ∈ (0,∞) 使得 yA(x) > 0) 时, 必有

0 < C ′A < CA 6 ∞; yA(x) < 0, x ∈ (0, C ′A); yA(C ′A) = 0; yA(x) > 0, x ∈ (C ′A,∞).
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又 y′A(x) 在 (0, C ′A] 中取正值因而 yA(x) 在 (0, C ′A] 中严格增.

证明 注意 {yA(x), A ∈ (0,∞)} 关于 A 为非增函数序集, 由此事实不难推知 C ′A 在 (0,∞) 上单

调非降. 再设 x1 ∈ (0,∞) 使得 yA(x1) > 0. 首先注意由引理 1 可知 yA(x) 在 (0,∞) 上二次连续可导

且满足方程 (10). 由 (6) 式及 C ′A 的定义可以推知 0 < C ′A 6 x1 < ∞. 再由 yA(x) 的连续性及 C ′A 的

定义可以推知

yA(C ′A) = 0; yA(x) < 0, x ∈ (0, C ′A). (19)

注意 lim supx↑∞ yA(x) = lim supx↑∞ y∗(x) > 0. 再由 (19) 式及引理 4 中 1) 之第 3 个结论, 可知

y′A(x) > 0, ∀ x ∈ (0, C ′A). (20)

由 (20) 式及引理 2 中 CA 的定义可以推知 C ′A 6 CA. 再证 C ′A 6= CA. 若 CA = ∞, 这一事实显然

成立. 若 CA < ∞ 且 C ′A = CA, 则由引理 2 及 (19) 式可知有 yA(C ′A) = y′A(C ′A) = 0, 又由引理 4 中 3)

之第 1 个结论及 lim supx↑∞ yA(x) > 0 可以推知 x ∈ (C ′A,∞) 时 y′A(x) = 0 从而又有 yA(x) = 0, 由此

结论再结合 (19) 式可知 ∀x ∈ (0,∞) 皆有 yA(x) 6 0, 这与 yA(x1) > 0 之假定矛盾, 故不可. 由上面一

段分析已证得

C ′A < CA. (21)

再由引理 4 又可证明 yA(x) > 0,∀x ∈ (C ′A,∞).

而由引理 2, y′A(x) 在 (0, CA) 中取正值, 故由 (21) 式中的 C ′A < CA 推知 y′A(x) 在 (0, C ′A] 中取正

值, 因此还推知 yA(x) 在 (0, C ′A] 中严格增. 至此引理的所有结论都已得出. 证毕.

下面讨论本文起关键作用的变分方程问题. 变分方程在随机控制的研究中是一个有力的工具, 近

期专门研究变分方程的文献有文献 [23–27] 等.

定理 2 设 h(x) 为 (0,∞) 上的非负连续函数, B(x, ξ) 为 R̃ 上的非负连续函数且 (4), (6), (7)

及 (8) 式成立, N 由 (13) 式给出. 若 N < 0 (或者等价地: 存在 (x, ξ) ∈ R̃ 使得 (15) 式成立), 则存在

A∗ ∈ (0,∞)使得 N(A∗) = 0,其中 N(A∗)由 (11)式定义.再令 y(x) = yA∗(x), x ∈ (0,∞) (此处 yA∗(x)

由引理 1 定义), 则 y(x) 为 (0,∞) 上的二次连续可导函数且使得 (10) 式成立, limx↑∞ y(x) = 0, 同时

还存在常数 c, c′ : 0 < c′ < c < ∞ 及常数 β̃, b̃ : c < β̃ < ∞, c′ < b̃ < β̃, 它们满足

y(x) < 0, x ∈ (0, c′); y(c′) = 0; y(x) > 0, x ∈ (c′,∞); y′(x) > 0, x ∈ (0, c); (22)

B(̃b, β̃ − b̃) + y(β̃)− y(̃b) = inf
(x, ξ)∈R̃

[B(x, ξ) + y(x + ξ)− y(x)] = 0. (23)

此外, 若本定理的条件皆成立且 N < 0, 则满足 N(A) = 0 的实数 A 是唯一的.

证明 设定理条件成立, 又 N(A), A ∈ R 由 (11) 式所定义, 可以证明存在一个 A′ ∈ (0,∞), 使得

N(A) > 0, ∀ A > A′. (24)

此外, 再由 N < 0 及 N(A) 的单调非降性, 又可推知有 A′′ ∈ (0,∞) 使得

N(A) < 0, ∀ A 6 A′′. (25)

令 A∗ = sup{A > 0 : N(A) < 0}. 由 (24) 及 (25) 式可知 0 < A′′ 6 A∗ 6 A′ < ∞. 令 y(x) =

yA∗(x),∀x ∈ (0,∞).首先由引理 1可知 y(x)在 (0,∞)上二次连续可导且满足 (10)式, 又由 (6)及 (7)

式易推知 limx↑∞ y(x) = limx↑∞ yA∗(x) = 0. 再证存在满足定理 2 要求的正常数 β̃, b̃ 使得 (23) 式成立.
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首先由 A∗ 的定义易知 ∀(x, ξ) ∈ R̃, 有

B(x, ξ) + yA∗(x + ξ)− yA∗(x) > 0. (26)

再证存在常数 β̃, b̃ : 0 < b̃ < β̃ < ∞ 使得

B(̃b, β̃ − b̃) + yA∗(β̃)− yA∗ (̃b) = 0. (27)

为此在 (0,∞) 选一列数 An, n = 1, 2, . . . 使得 0 < A1 < A2 < · · · < An < · · · 且 An ↑ A∗(n ↑ ∞).

由 A∗ 的定义, 可知 N(An) < 0,∀n > 1. 由此可知对每个 n ∈ N, 可以取到 βn, bn : 0 < bn < βn < ∞ 使
之满足

B(bn, βn − bn) + yAn
(βn)− yAn

(bn) < 0. (28)

综合 (6), (7) 式和引理 4 中 1), 2) 之第 3 结论并上式可以推知 yAn(x), x ∈ (0,∞) 的值域不可能

含于 (−∞, 0] (否则 ∀x ∈ [bn, βn] 将有 y′An
(x) > 0, 从而导致 (28) 式不能成立), 则由引理 5 存在常数

C ′An
∈ (0,∞) 使得

yAn
(x) < 0, x ∈ (0, C ′An

); yAn
(C ′An

) = 0; yAn
(x) > 0, x ∈ (C ′An

,∞); (29)

y′An
(x) > 0, x ∈ (0, C ′An

]. (30)

再由 (28), (29), (30) 及 (7) 式中第 2 式可以推知实际上有

C ′An
< bn < βn < ∞. (31)

而由引理 5, C ′An
当 n 增大时单调非降, 故 ∀n > 1, C ′An

> C ′A1
, 再由 (31) 式又可推知

∞ > βn > bn > C ′A1
= constant > 0, ∀ n > 1. (32)

由 (32) 式可知能够选到 {(βn, bn), n > 1} 的子列 {(βnk
, bnk

), k > 1} 使得序列 {βnk
, k > 1} 及

{bnk
, k > 1} 皆收敛, 以 β̃ 及 b̃ 表示其相应的极限值 (当 k →∞ 时若 bnk

→∞ 或 βnk
→∞ 则 ∞ 亦

视为相应的极限值), 则显然有

∞ > β̃ > b̃ > C ′A1
(> 0). (33)

下面证明 β̃ 及 b̃ 满足 ∞ > β̃ > b̃ > 0 且 (27) 式成立.

首先由 (26), (28) 及 (32) 式可推知 limk→∞[B(bnk
, βnk

− bnk
) + yA∗(βnk

)− yA∗(bnk
)] 存在且

lim
k→∞

[ B(bnk
, βnk

− bnk
) + yA∗(βnk

)− yA∗(bnk
) ] = 0. (34)

由 (33) 式已知 b̃ > 0, 再由 (7) 及 (34) 式又可推知 β̃ > b̃. 由此我们还可判断出 b̃ 必取有限正值.

下证 β̃ < ∞. 用反证法, 设 β̃ = ∞. 首先可以证明如下事实: 若 C 为某实常数, Φ(x), φ(x) 皆为

[C,∞) 上的连续函数, 又 Φ(ξ′′)−Φ(ξ′)
ξ′′−ξ′ > φ(ξ′′),∀ ξ′, ξ′′ : C 6 ξ′ < ξ′′ < ∞. 则 ∀C1, C2 : C 6 C1 < C2 <

∞, 有

Φ(C2)− Φ(C1) >
∫ C2

C1

φ(x)dx. (35)

再由 (8) 及 (35) 式, 我们可以选到一个正常数 M̃ > 2b̃ 使之满足

lim
k→∞

[B(bnk
, M̃ − bnk

) + yA∗(M̃)− yA∗(bnk
)] = −∞. (36)
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但由 (26) 式, 又可推知 lim infk→∞[B(bnk
, M̃ − bnk

) + yA∗(M̃) − yA∗(bnk
)] > 0. 这样 (36) 式与上

式产生矛盾, 故知原设不真, 即必有 β̃ < ∞.

至此我们已证明了 0 < b̃ < β̃ < ∞. 注意 k →∞ 时 βnk
→ β̃, bnk

→ b̃, 由 yA∗(x) 在 (0,∞) 上的连

续性、B(x, ξ) 在 R̃ 上的连续性及 (34) 式可知 (27) 式成立.

而由 (26), (27)式可知 N(A∗) = inf(x, ξ)∈R̃[B(x, ξ) + yA∗(x + ξ)− yA∗(x)] = B(̃b, β̃ − b̃) + yA∗(β̃)−
yA∗ (̃b) = 0. 即得 (23) 式.

再注意由 (27) 与 (7) 式中第 2 式, 我们可以推知 y′A∗(x) 在 (0,∞) 上必能取到负值, 由此可以推

知 CA∗ < ∞, 这里 CA∗ 由引理 2 定义. 再由 (27) 式与条件 (7) 之第 2 式及引理 4 中 1), 2) 之第 3 结

论推知 yA∗(x) 在 (0,∞) 中必能取到正值, 则由引理 5 又可推知 0 < C ′A∗ < CA∗ < ∞, 再结合引理 2

还可推知

yA∗(x) < 0, x ∈ (0, C ′A∗); yA∗(C ′A∗) = 0; yA∗(x) > 0, x ∈ (C ′A∗ ,∞); y′A∗(x) > 0, x ∈ (0, CA∗).

上式中 C ′A∗ 由引理 5 定义. 再令 c = CA∗ , c
′ = C ′A∗ , 证得 (22) 式成立且有 0 < c′ < c < ∞.

再证 c < β̃ < ∞ 且 c′ < b̃ < β̃. 由前面已证结论, 只须再证 β̃ > c 及 b̃ > c′. 实际上若 β̃ 6 c, 则由

(22)式最后一式可知 B(̃b, β̃− b̃)+y(β̃)−y(̃b) = B(̃b, β̃− b̃)+
∫ β̃

b̃
y′(x)dx > 0,此与 (23)式矛盾,故不可.

又若 c′ > b̃,则由 β̃ > c知 β̃ > c′,再由 (22)式可以看到 B(̃b, β̃− b̃)+y(β̃)−y(̃b) > B(̃b, β̃− b̃)+y(β̃) > 0,

亦不可. 这样就证明了 c < β̃ < ∞, c′ < b̃ < β̃.

最后证在本定理条件下若 N < 0, 则满足 N(A) = 0 的实数 A 是唯一的. 只须证若 Ã ∈ R 使得
N(Ã) = 0, 则必有 Ã = A∗. 首先注意 A∗ = sup{A > 0 : N(A) < 0}, 由 N(A) 在 (−∞,∞) 上的单调非

降性可知 ∀A < A∗ 有 N(A) < 0, 故知若 N(Ã) = 0, 必有 Ã > A∗.

再证若 N(Ã) = 0, 则必有 Ã 6 A∗. 用反证法, 设 Ã > A∗. 由下确界的定义, 再仿 (31) 式之推证进

行分析, 知可以取到数对列 {(β̃n, b̃n), n > 1}, 使得

B(̃bn, β̃n − b̃n) + yÃ(β̃n)− yÃ(̃bn) −→ inf
(x,ξ)∈R̃

[B(x, ξ) + yÃ(x + ξ)− yÃ(x)] = N(Ã) = 0,

且对每个 n 有 ∞ > β̃n > b̃n > C ′
Ã
, 其中 C ′

Ã
∈ (0,∞) 为引理 5 中所述之常数. 且由假定 (7) 式知

inf(x,ξ)∈R̃ B(x, ξ) = β > 0, 故还可以假定对每个 n 有 yÃ(β̃n) − yÃ(̃bn) < −β
2 . 再由 (6) 及 (7) 式可知

limx↑∞ yÃ(x) = 0, 故知有正常数 C > C ′
Ã
使得 ∀x ∈ [C,∞) 皆成立 |yÃ(x)| < β

8 . 由此可知对 [C,∞) 中

任意两数 x, x′, 皆有 |yÃ(x)− yÃ(x′)| < β
4 .

由 yÃ(x)的连续性,知存在正常数 δ1 ∈ (0, C−C ′
Ã
),使得 ∀x ∈ [C−δ1, C+δ1]皆有 |yÃ(x)−yÃ(C)| <

β
8 , 故亦有 |yÃ(x)| < β

4 . 由此又可推知若 x < C, x′ > C 且 |yÃ(x)− yÃ(x′)| > β
2 , 必有 x < C − δ1.

又因 yÃ(x)在 (0,∞)上连续,故知它在 [C ′
Ã
, C]上一致连续,因而存在正常数 δ2 ∈ (0, C −C ′

Ã
),使

得对 [C ′
Ã
, C] 中任意二数 x, x′ 满足 |x− x′| 6 δ2, 必有 |yÃ(x)− yÃ(x′)| < β

2 .

由以上分析, 可知对每个 n, 要么 β̃n > C, b̃n ∈ (C ′
Ã
, C − δ1), 要么 C > β̃n > β̃n − δ2 > b̃n > C ′

Ã
.

另一方面由定义 ∀x > 0 有 yA∗(x) = y∗(x)−A∗xλ2 = y∗(x)− Ãxλ2 + (Ã−A∗)xλ2 = yÃ(x) + (Ã−
A∗)xλ2 , 由此又可知 ∀n > 1 有

B(̃bn, β̃n − b̃n) + yA∗(β̃n)− yA∗ (̃bn) = B(̃bn, β̃n − b̃n) + yÃ(β̃n)− yÃ(̃bn)− (Ã−A∗)(̃bλ2
n − β̃λ2

n ).

注意 |yÃ(β̃n)− yÃ(̃bn)| > β
2 , 故由上面的分析可知只能有两种情况发生:

i) β̃n > C, C − δ1 > b̃n > C ′
Ã
, 此时有 b̃λ2

n − β̃λ2
n > (C − δ1)λ2 − Cλ2 = constant > 0.
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ii) C > β̃n > β̃n − δ2 > b̃n > C ′
Ã
, 此时有 b̃λ2

n − β̃λ2
n > (C − δ2)λ2 − Cλ2 = constant > 0.

由 i)及 ii)的结果可知,若令 γ = [(C − δ1)λ2 ∧ (C − δ2)λ2 ]−Cλ2 ,则有 b̃λ2
n − β̃λ2

n > γ = constant >

0,∀n > 1. 由此我们又可推知 lim infn→∞[B(̃bn, β̃n − b̃n) + yA∗(β̃n)− yA∗ (̃bn)] 6 −(Ã−A∗)γ.

但另一方面有

lim inf
n→∞

[B(̃bn, β̃n − b̃n) + yA∗(β̃n)− yA∗ (̃bn)] > inf
(x,ξ)∈R̃

[B(x, ξ) + yA∗(x + ξ)− yA∗(x)] = N(A∗) = 0,

这样上面两个不等式将发生矛盾, 故知假定不真, 即必有 Ã 6 A∗. 结合开始时我们证得的 Ã > A∗, 我

们已经证出 Ã = A∗. 由此满足 N(A) = 0 之实数 A 之唯一性得证. 至此定理 2 的全部结论都已得到.

引理 6 设 a, b, µ, σ 及 x 皆为实常数且 0 < b < a < ∞, 0 < x < ∞, σ 6= 0. 定义过程 Zt =

(µ− 1
2σ2)At + σMt, t > 0.

令 τ1 = inf{t > 0 : Zt /∈ (ln b− lnx,∞)}, τ2 = inf{t > τ1 : Zt −Zτ1 /∈ (ln b− ln a,∞)}, . . . . 而若 τi

已定义, 则再归纳定义 (注意在 τ2 的定义式中若 τ1 = ∞ 自然认为 τ2 = ∞, i > 2 时 τi+1 的定义亦如

上理解) τi+1 = inf{t > τi : Zt − Zτi /∈ (ln b− ln a,∞)}.
当 τ1 = 0 时令 ξ1 = a− x; 当 i = 1, τ1 > 0 或 i > 2 时令 ξi = a− b (注意 ∀i > 1, 当 τi = ∞ 时 ξi

的取值实际上在控制中已不起作用). 则 v = {(τi, ξi), i > 1} ∈ Ṽ 且 τi, i = 1, 2, . . . 为可料时.

又若 Xt, t > 0 为由 (1′) 式所确定的唯一的右连左极 Ft– 适应过程, 则当 i = 1, 0 < τi < ∞ 或
i > 2, τi < ∞ 时有

Xτi− = b, Xτi
= a. (37)

当 x 6 b 时 τ1 = 0 且 Xτ1 = a, 当由 (3′) 或 (3) 式计算费用时约定 Xτ1− = x.

当 ∞ > x > b 时 τ1 > τ0=̂0, 又 ∀i > 0, 当 τi < ∞ 时 τi < τi+1. 此外 ∀i > 0 当 τi < ∞ 时还有

Xt ∈ (b,∞), ∀ t ∈ [τi, τi+1). (38)

由上面的一些结论, 不难看出实际上当 ∞ > x > b 时有 τ1 = inf{t > 0 : Xt− /∈ (b,∞)}, 又 ∀i > 1,

有 τi+1 = inf{t > τi : Xt− /∈ (b,∞)}.
证明 首先注意 Zt, t > 0 为 F t− 适应 0 初值连续过程, 因此它也是 F t− 可料过程, 故知

{(t, ω) ∈ R+ × Ω : Zt(ω) /∈ (ln b − lnx,∞)} 为可料集, τ1 作为此可料集的初遇, 必为停时. 又 τ1 的图

显然含于以上可料集中, 故知 τ1 实际上还是可料时.

因 τ1为可料时,故知 Zτ1I[τ1<∞]I[[τ1,∞[[为可料过程,又可推知 {(t, ω) ∈ [[τ1,∞[[: [Zt(ω)−Zτ1(ω)(ω)

·I[τ1<∞](ω)]I[[τ1,∞[[(t, ω) /∈ (ln b− ln a,∞)} 为可料集, 故 τ2 作为该集合的初遇为停时, 同样因 τ2 的图

含于该集合可知 τ2 为可料时.

依此类推,若 τi 为可料时,我们可推知 τi+1 亦为可料时. 这样我们可知 τ1, τ2, . . . , τi, . . .为一列可

料时. 再由 Zt 的连续性及归纳定义可知 ∀ i > 1, 当 τi < ∞ 时 τi+1 > τi.

再由 Zt(ω) 的连续性及 τi+1 的定义可以证得 ∀ω ∈ Ω, i →∞ 时 τi(ω) ↑ ∞. 引理其他结论易知.

以后为表述方便我们以 va,b;x 表示引理 6 中所构造的控制.

定理 3 设定理 2 的条件成立且 N < 0 (或等价地: 存在 (x, ξ) ∈ R̃ 使 (15) 式成立), y(x), x ∈
(0,∞)为定理 2中得到的函数, β̃, b̃ : 0 < b̃ < β̃ < ∞为定理 2中得出的常数. 则当 x ∈ [̃b,∞)时, vβ̃,̃b;x

为本文所建模型的最佳控制且

y(x) = Jv
β̃, b̃; x

(x) = inf
v∈Ṽ

Jv(x). (39)
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又 ∀x ∈ (0,∞) 有

y(x) 6 inf
v∈Ṽ

Jv(x). (40)

证明 应用引理 3、定理 2 及引理 6 的结论, 由 Ito 公式可证本定理.

定理 4 设定理 2 的条件成立且 N < 0, 又 y(x), x ∈ (0,∞) 为定理 2 得到的函数, β̃, b̃ : 0 < b̃ <

β̃ < ∞ 为定理 2 得出的常数. 若再假定还有

B(x, η − x)−B(̃b, η − b̃) > B(x, β̃ − x)−B(̃b, β̃ − b̃), ∀ x, η : ∞ > η > b̃ > x > 0; (41)

B(x, η − x) + B(η, β̃ − η) > B(x, β̃ − x), ∀ x, η : b̃ > η > x > 0. (42)

此外又假定 B(x, β̃ − x) 在 (0, b̃] 上二次连续可导, 函数 H(x)=̂1
2σ2x2B′′(x, β̃ − x) + µxB′(x, β̃ −

x) + h(x)− αB(x, β̃ − x)− αy(β̃) 在 (0, b̃) 非负且存在 λ = constant ∈ (λ2, 0) 使得

lim sup
x↓0

B(x, β̃ − x)
xλ

< ∞. (43)

上式中 λ2 为方程 (5)之负根.若以上所有假定及条件成立,则定理 3中的结论 (39)加强为: ∀x > 0有

u(x) = Jv
β̃, b̃; x

(x) = inf
v∈Ṽ

Jv(x), (44)

上式中 vβ̃,̃b;x 如定理 3 所述且 u(x), x > 0 如下定义

u(x) = y(x), x > b̃; u(x) = B(x, β̃ − x) + y(β̃), 0 < x < b̃. (45)

证明 首先由 (41), (42), (45) 式及定理 2 中 (23) 式, 可以证明

B(x, ξ) + u(x + ξ)− u(x) > 0, ∀ (x, ξ) ∈ R̃. (46)

此外,由定理 2中 (23)式又可推知 B(x, β̃−x)+y(β̃)−y(x)在 x = b̃时取极小值 0,再由 B(x, β̃−x)

在 (0, b̃] 上二次连续可导推知

B(̃b, β̃ − b̃) + y(β̃) = y(̃b),

[B(x, β̃ − x) + y(β̃)]′
x=b̃

= y′(̃b), (47)

[B(x, β̃ − x) + y(β)]′′
x=b̃

> y′′(̃b).

由 (45) 及 (47) 式可知 u(x) 在 (0,∞) 上连续可导且在 (0,∞)\{b̃} 上二次连续可导, 在 b̃ 点 u(x)

存在有限的二阶左导数 u′′−(̃b)及有限的二阶右导数 u′′+(̃b)且 u′′+(̃b) = y′′(̃b) 6 [B(x, β̃−x)+y(β)]′′
x=b̃

=

u′′−(̃b). 再由定理 2 知 y(x) 满足 (10) 式, 故结合上式可知有

1
2
σ2x2u′′(x) + µxu′(x) + h(x)− αu(x) = 0, x ∈ (̃b,∞); (48)

1
2
σ2b̃2u′′+(̃b) + µb̃u′(̃b) + h(̃b)− αu(̃b) = 0; (49)

1
2
σ2b̃2u′′−(̃b) + µb̃u′(̃b) + h(̃b)− αu(̃b) > 0. (50)

1410



中国科学 : 信息科学 第 41 卷 第 11 期

又由本定理假定, H(x) 在 (0, b̃) 上非负, 故由 (45) 式又可推知

1
2
σ2x2u′′(x) + µxu′(x) + h(x)− αu(x) > 0, x ∈ (0, b̃). (51)

现设 x > 0 为任一初值, 再任取 v = {(τi, ξi), i = 1, 2, . . .} ∈ Ṽ , 过程 Xt, t > 0 为由方程 (1′) 所确

定的唯一的右连左极 Ft– 适应过程, 即状态过程. 定义 Ut = exp{(µ− 1
2σ2)At + σMt}, t > 0, 由指数公

式, 知有 Xt = (x +
∑

τi6t

ξi

Uτi
)Ut, t > 0. 令 Ũt = xUt, t > 0, 则由 Ṽ 中对控制的要求 (见 (2) 式) 及上式,

可知

0 < Ũt 6 Xt < ∞, ∀ t > 0. (52)

不难看出 Ũt, t > 0 为方程

Ũt = x +
∫ t

0

µŨs−dAs +
∫ t

0

σŨs−dMs, t > 0 (53)

所确定的唯一的 Ft– 适应连续过程.

令 ηn = inf{t > 0 : Ũt 6 1
n}, η′n = inf{t > 0 : Xt > n}, η′′n = inf{t > 0 : At > n}, Sn =

ηn ∧ η′n ∧ η′′n ∧ n,∀n ∈ N. 易知每个 Sn 为有限停时且 n ↑ ∞ 时 Sn ↑ ∞. 应用前面所分析的 u(·) 在
(0,∞) 上之性质, 可以证明 ∀n > 1 成立下式 (实际上下式相当于经典 Ito 公式在某种条件下的推广):

e−αASn u(XSn
) = u(x)− α

∫ Sn

0

e−αAtu(Xt−)dAt +
∫ Sn

0

e−αAtµXt−u′(Xt−)dAt

+
1
2

∫ Sn

0

e−αAtσ2X2
t−

u′′−(Xt−) + u′′+(Xt−)
2

dAt +
∑

τi6Sn

e−αAτi [u(Xτi
)− u(Xτi−)]

+
∫ Sn

0

e−αAtσXt−u′(Xt−)dMt, a.s. (54)

再利用 (46) 及 (48)–(51) 式, 由 (54) 式又可以推知 ∀n > 1, 有

u(x) 6 E
[ ∫ Sn

0

e−αAth(Xt−)dAt +
∑

τi6Sn

e−αAτi B(Xτi−, ξi)
]

+ E[e−αASn u(XSn
)]. (55)

记 v(y)=̂yλ2 , y ∈ (0,∞), 其中 λ2 为方程 (5) 之负根. 则由引理 1 中的分析可知 v(y) 在 (0,∞) 上

二次连续可导且 ∀y ∈ (0,∞) 满足 1
2σ2y2v′′(y) + µxv′(y) − αv(y) = 0. 由 (53) 式及上式并利用 Ito 公

式, 仿照上面的几步分析我们又可以证得

E[e−αASn v(ŨSn)] = v(x), ∀ n > 1. (56)

另一方面, 由定义 (45) 及定理 2 还可推知 u(·) 不仅在 (0,∞) 取正数值而且自变量趋于 ∞ 时有
极限值 0, 再由假定 (43) 可知存在 C = constant > 0, 使得 ∀y ∈ (0,∞) 有 0 < u(y) 6 C(1 + yλ).

注意在 (43) 式中 λ2 < λ < 0, 故 q=̂λ2
λ > 1, 再由 Cr− 不等式 (参阅文献 [28] 中第 3 章) 推知

∀y ∈ (0,∞) 有 0 < [u(y)]q 6 K(1 + yλ2) = K[1 + v(y)]. 其中 K = 2q−1Cq = constant > 0. 令 p = q
q−1 ,

则 p > 1 且 p, q 满足 1
p + 1

q = 1, 故由 Hölder 不等式 (参阅文献 [28] 中第 3 章) 推知

0 < E[e−αASn u(XSn)] = E[(e−αASn )
1
p · (e−αASn )

1
q u(XSn)]
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6 K
1
q {E[e−αASn ]} 1

p · {E[e−αASn + e−αASn v(XSn)]} 1
q , ∀ n > 1. (57)

注意由 (52), (56) 式又可推知

E[e−αASn + e−αASn v(XSn)] 6 1 + E[e−αASn v(XSn)] 6 1 + E[e−αASn v(ŨSn)] = 1 + v(x). (58)

再由 (57), (58) 式推知

0 < E[e−αASn u(XSn)] 6 {K[1 + v(x)]} 1
q · {E[e−αASn ]} 1

p , ∀ n > 1. (59)

注意 n →∞ 时 Sn →∞ 从而 ASn →∞, a.s. 故由关于期望的控制收敛定理推知

lim
n→∞

E[e−αASn ] = 0.

由 (59) 式及上式即可推知 limn→∞ E[e−αASn u(XSn)] = 0.

在 (55) 式中令 n →∞ 并利用上式, 再注意 τi = ∞ 时约定 e−αAτi B(Xτi−, ξi) = 0, 则由积分收敛

定理即可推知 ∀x > 0 及 ∀v ∈ Ṽ 有 u(x) 6 E[
∫∞
0

e−αAth(Xt−)dAt +
∑∞

i=1 e−αAτi B(Xτi−, ξi)].

由上式及 (3′) 我们即知 ∀x > 0, 有

u(x) 6 inf
v∈Ṽ

Jv(x). (60)

由以上结论, 可知欲证本定理, 只须再证 ∀x > 0, 有

Jv
β̃, b̃; x

(x) = u(x). (61)

首先由定理 3及 u(x)的定义,可知 x ∈ [̃b,∞)时上式成立,故不妨设 x ∈ (0, b̃).而当 x ∈ (0, b̃)时,

由引理 6 中所述 vβ̃, b̃; x 之结构及 (3′) 和指数公式, 可知 Jv
β̃, b̃;x

(x) = B(x, β̃ − x) + Jv
β̃,b̃; β̃

(β̃).

而由定理 3 中 (39) 式及 u(x) 的定义 (45) 式, 又可推知

Jv
β̃, b̃; x

(x) = B(x, β̃ − x) + y(β̃) = u(x), ∀ x ∈ (0, b̃). (62)

由 (62) 式即知 (61) 式成立, 综合 (60), (61) 式即证 (44) 式. 定理 4 证毕.

推论 1 若将本定理中的条件 “函数 H(x)在 (0, b̃)非负”改为 “函数 H̃(x)=̂1
2σ2x2B′′(x, β̃−x)+

µxB′(x, β̃ − x) + h(x)− αB(x, β̃ − x) 在 (0, b̃) 非增” 而其余的假定都不变, 则定理的结论仍成立.

证明 易知在推论 1 的条件下定理 4 的条件仍成立, 故其结论亦成立.

推论 2 假定 (4) 式成立, h(x) 为 (0,∞) 上的非负连续函数且 limx↑∞ h(x) = 0, 同时存在 λ′2 =

constant ∈ (λ2,∞) 满足 lim supx↓0
h(x)

xλ′2
< ∞.

再设 ∀(x, ξ) ∈ R̃, B(x, ξ) = C + ϕ(x + ξ)− ϕ(x), 其中 C = constant > 0, ϕ(x) 为 (0,∞) 上的二次

连续可导非降函数且 lim infx↑∞[xϕ′(x)] > 0, 又存在 λ = constant ∈ (λ2, 0) 使得 lim infx↓0
ϕ(x)
xλ > −∞.

则引理 1 中定义的 y∗(x) 在 (0,∞) 上有意义且二次连续可导.

若 ∀(x, ξ) ∈ R̃, 有 C +
∫ x+ξ

x
[y∗′(u) + ϕ′(u)]du > 0, 则本文所建立的随机控制模型有退化的最佳控

制. 若存在某个 (x, ξ) ∈ R̃ 使得 C +
∫ x+ξ

x
[y∗′(u) + ϕ′(u)]du < 0, 则定理 2 中的相应结论成立且对定

理 2 中所得到的函数 y(x) 及常数 β̃, b̃ : 0 < b̃ < β̃ < ∞, 定理 3 中的 (39) 及 (40) 式成立. 进一步若函

数 Ĥ(x)=̂− 1
2σ2x2ϕ′′(x)− µxϕ′(x) + h(x) + αϕ(x) 在 (0, b̃) 还非增, 则定理 4 中相应的结论仍成立.

证明 由 B(x, ξ) 的结构及本推论的条件, 再利用推论 1 即可证得所需的结论.
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3 结语

综上所述, 本文建立了一类新型的脉冲控制模型, 其与以往不同的重要特点是其控制费用函数具

有二元结构. 通过建立与新模型适应的变分方程并对之进行深入分析, 本文证明了该变分方程存在某

种意义上的经典解. 对解函数进行一系列随机分析与讨论, 我们证明了新模型存在最佳控制, 此外我

们还对最佳控制的结构进行了多层次的分析与刻画.

本文在随机控制的研究中建立了一类新的控制模型,还提供了研究此类模型的一种针对性的方法,

预期这些新的分析方法对进一步开展本方向上的研究也不乏可供借鉴之处,从这一角度来看本文有着

重要的理论意义. 此外, 还有很多其他的状态为半鞅, 费用函数为二元的随机控制模型需要进行进一

步的研究.

众所周知, 线性随机微分方程的解过程 (特别是几何布朗运动) 的变化状况最能客观地反映外汇

市场中汇率或是证券市场中股值的变化规律,因而本文的模型在汇率调控及证券投资管理中有重要意

义. 又因本文模型中的控制量为非负值, 所以本模型特别适用于汇率持续升值情况下的汇率控制或是

长期牛市的股票市场投资管理. 从以上观点来说本文对于我国或是经济持续快速增长的新兴国家的汇

市干预及证券管理有着特别重要的参考价值.
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Abstract This paper advances and studies a new class of impulse stochastic control models. Its state structure is

defined by a linear stochastic differential equation of the semi-martingale, its control cost function is a two-variable

function of pre-control state quantity and control quantity, and its control quantity is kept non-negative. First this

paper constructs a new type of variational equations and proves its solution exists. Using a series of stochastic

analysis methods to research the solution function of this type of variational equations, this paper proves the

existence of optimal control and analyzes its structure in depth. Because of the big difference between the model

in this paper and stochastic control models in previous papers, the analysis method here is quite different from

previous ones. It is expected that this paper will have important theoretical significance for stochastic control

research, along with wide applicative value in finance control and security management.

Keywords impulse stochastic control, control quantity, variational equation, optimal control, semi-martingale
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