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具有极值亏量和的亚纯函数

张 广 厚
( 中国科学院数学研究所

, 北京 )

摘 要

设 翻 一 f (幻 是一个下级为
。
的亚纯 函数

, 二 一 g (留 ) 是 f (的 的反 函数
.

记

g ( 留 ) 的判别直接超越奇点个数为 l
,

f (的 的亏值个数为 p
,

其中 l’ 个亏值同时

是 抓叼 ) 的直接超越奇点
.

文中证明了如下结果
:

假设 了(幻 的亏量总和

△ ( f ) 一 艺 ” (
a ,

r )
,

“ (
a ,

r ) > o

等于 2
,

则有 p 一 l’ + l ( 2沁

一 2 . 意 ,
、 J l ` 二 I

1
.

设 。 ~ 找的 是 “ 平面上的亚纯函数
, 名

一 g (洲 ) 是 f (的 的反函数
.

八幻 的 亏值个

数和
`

g ( 即 ) 的判别直接超越奇点个数之间存在着密切的关系
.

19 7 8 年
,

作者证明了下述结

果 〔` , :

记 j( 幻 的茹利雅方向个数为 q
,

g ( 留 ) 的判别直接超越奇点个数为 l
,

l( 幻 的亏值个数

为 p
,

其中 l’ 个 亏值同时是 g ( 洲 ) 的直接超越奇点
.

假设 f (的 的下级 严 < + co
,

则有 户一 l’ + l 蕊 .q

在值分布理论中
,

亏量总和等于 2 的亚纯函数类是一个有兴趣和重要的函数类
.

对这类

函数
,

已有许多重要的研究结果一
”

.

本文继续研究这类函数的亏值和反函数奇点间的关系
,

证

明了下述结果 :

定理 1
.

假设 f (的 的亏量总和

等于 2
,

则有

作为定理

定理 .2

△ ( j ) 一 艺 。 (
a ,

f )
, , (

a ,

r ) > o

p 一 l’ 十 l 镇 2拌
,

其中 群是 f (幻 的下级
.

1 的一个推论
,

我们得到

假设 △ (户一 2
,

则有 p ( 2召
.

这是 W iet s m an 的一个重要结果 4[]
.

本文使用 N e v a n l in n a 理论中的标准记号
t 6 , .

2
一些引理

本文 19 81 年 7 月 25 日收到
.
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2
.

1
.

设 al ,

处
,

…
, a ,

是 z 平面上的 。
个点

.

根据 B二 tr ou
x 一

aC art
n

定理
,

满足不等式

n 1
2
一 a 、

} < H
”

的点集合
,

可包含在一些圆 (丫 ) 内
,

其半径之和不超过 2 ` H
.

以后
,

简称 ( 下 ) 是相应于这
。

个点及数 H 的除外圆
.

引理 1
.

设 f (二 ) 是圆 !
z

! ( R 上的亚纯函数
, a ,

( i ~ l , 2 ,

…
, n

( R
’ ,

f 一 co ) ) 是

f (幻 在圆 !
。

1毛 R
’

( 1 < R
`

< R ) 上的极点
,

( 丫 ) 是相应于这
,
( R

’ ,

f 一 co ) 个点及数 H

的除外圆
.

对于位在圆 }刻 < ;.( 4 ` H < ,
·

< R
’

) 内
,

并在圆 ( 丫 ) 外的点
z ,

我们有

( l ).)子
矛」

R
侄了、

了

、

ll
reseseseses少

R
`

十

R
`

一

2 R

fo g -丁于
r

.

` 一匕
H

址
十

—
兰

r , _ _

R
J o g

.

二兀

尺

,̀..于ltZ、..... 11

成
` 、了
君

产户̀、矛

了
声

gO

R ” 一 元 1 2

R
`

(
君 一 a i

) l

co ) 10 9 ( ZR
`

)

有g们fo俄ù艺间时
成证

.

应用 p o i s so n 一

Jen
s e 工

公式 〔̀ , p
·

` ,当 l
:

I找
,

10 9 If (
万 ) 1簇

R
’

+
二 m (尺

’

j ) +

一 R
’

十
r , _ , 、

.

, 一
,

之吮

— 一 勿又尺
,
广, 十 叭 尺

,

才一
R

’

一
r

1
+ 10

9 而沂万
一一

—
一

, ’

n 1
2 一 a 、

l
公二 1

进一步
,

当 旋 ( 丫 ) 时
,

导出

,。 9 zj (
万 ) }、 粤华

二。 (*
, ,

r ) +
。

( *
, ,

, 一 co ) ,。 、

攀
.

2叹 —
r , ,

注意到

些匕竺玉二巡皿竺些浮
` +

。

( o
,

二 ) xo g 尺

一R一R’

n

(尺
’ ,

r 一 co ) ( 二
10 9

·
( 0

,

co ,
。̀ g R

’

}
oo )

,

RN
一尺ǔR’

一 1
二乏之

—10 9

则得 ( l) 式
,

从而引理 1 得证
.

2
.

2
.

引理 .2[ 6,P
·

38] 假设 T (
;

) 是定义在区间 r[
0 ,

十 co ) 上的连续递增函数
,

并且 T (
,

·

)

委 l
,

则有不等式

~ /
.

1 、
_ _

_
,

1 l
r
十 , 二 , 二一 1 <二 乙 l t

r 〕
,

\ T戈
r
) /

但可能要除去一个关于值
/ 的集合 石。 , 石。

的线性测度 m e SE 。

成 2
.

引理 .3[
们 设 f( 幻 是一个亚纯函数

,

并且 △ ( f) 一 2
,

则有
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l im
~弓

十 泊

_

/ 1、

N气
” ,

了 } _

〔 E o

l i r l l

了 (
,

·

,

丈
’

)

了 (
,
·

,

f
’

)
( 2 )

提穿双
)’ ,

)j

其中 E 。

被引理 2 确定
.

引理 .4f
7」 假设 T ( ;.) 是定义在区间

一 2 一 占( 二
,

f )
,

!端
,

+ co ) (
r
毛) l) 上连续递增趋于 co 的正值函

数
,

并且存在一单调趋于 co 的序列 {
: ,

}
,

使得

l im 些鱼里业
、 + ` lo g r ,

一 拌 < 十 co
.

对任意取定的数 h > o
,

K > 0 , h拜 < K
,

置

石 ~ 石 {
,
IT (

t e h

) <
e 尺 T ( t )

, 君 )
,
·

; }

E (
r

a
, r 。

) 一 E 自 [
r

;
,

则有

竺共
,
(

刃 峥+ 二 1 0 g r ” J石 (厂。 , r 。 )

d t
\

, _

h 产

—
`
芬

` i 一 —
.

.2 3
.

引理 5
.

设 l( 的 在圆 {
二

{成 R ( o < R < + co ) 上全纯
,

! f ( o ) 1 ~ 1
,

并且在圆

1
。

} < 叹。 <
厂

< R ) 内存在一点
z 。 ,

使得

}j (
: 。

) ! ) 刀 , 刀 ) 1 6
,

则在区间 , 一 〔守万
,

了面 ] 中必定存在一个数 刀
` ,

使得导数 厂(的 在等位线 1f( 幻 1一 A’

上无零点
,

即等位线是解析的
,

并且下述事实成立
:

考虑集合
口 ( A

`

) = E {
二

{ }f (
。 ) { > A

’ ,

1
0

1 < R }
.

记 口 ( A
’

) 位在圆 1
:

} < /
内部分且含有点

z 。 的连通分支为 乌 ( A
`

)
,

则在闭包 异( A
’

) 上的

任意两点
。 ,

和 2 2 ,

必定可以找到一条连接
z ,

和
2 2

点的逐段解析曲线 L
,

其长度

m
。 5 乙 、 2 ,

·

+ 2丫万
一

二 , 、

{(
1。 g 旦、

一 ` : ( *
,

户
,

Y \ r /

并且当
名 〔 L 时

,

有

}f (
宕 ) 1 ) 心 江 ; 1

2
1成

r
.

这个引理本质上是属于 w iet s m an 的 〔们
.

它的证明可参见文献 〔8] 中引理 1
一

的证明
.

二
、

定理 1 的证明

当 那 ~ + co 时
,

定理 1 成立是显然的
.

于是
,

我们只须考虑 那 < 十 co 时的情况
.

当

那 < 十 co 时
,

假设定理 1 不成立
,

即有

P 一 l
’

+ l ) [ 2拼 ] + 1
.

于是
,

存在整数 p
:

< 十 co
, 0 成 p

;

蕊 p 一 l’ 和整数 l ,

< + co
, 0 成 l :

( l
,

使得

产
、

+ l ,

) [ 2拌 ] + 1
.

( 3 )
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根据假设 △ ( ) j一 2
,

p ) 2
.

因此
,

可以进一步要求 p
,
+ l: ) 2

.

现在
,

我们选取 l: 个判别

直接超越奇点 b ]

( , 一 l , 2 ,

…
,

l ,

) 和 p ,

个亏值
a ,

( i 一 l
,

2 ,

…
, p ,

)
,

其相应亏量 吞, 一

母(
a ` ,

)j > 0 ,

并且 叭 ( 1 成 i 提 扒 ) 不是 抓。 ) 的直接超越奇点
.

不失一般性
,

可以假设
a `
( i 一 l , 2

,

…
, p l

) 和 b ,

( z 一 l , 2 ,

…
,

l ;

) 均为有穷值
,

以及 占 ( co
,

j ) 一 o ,

否则只须作

一适当分式线性变换
〔们

.

1
.

置

幼约得的7)的((使(((

ù
!
。
} 一

f (君 ) 一 口 , 一 : ; z 盈` + c , + : z 孟`+ `

}
`
1一

1l l l n

1《 亩 ( P i

1l l a X

1簇 i ( P i

+

fl l l n

1成 t《 夕 l

{占
`
}

,

{ 】口 ,
1}

,

·
, c ;

笋 0
,

{ 1
。 `

l }
.

任意取定数 h > 0
,

K > 0 , h户 < K 和数

当
r

妻 成时有

。
,

0 < 。 < 工 h
.

然后
,

我们取定值 端 )

f ) 攫 , (
r , 口 i

)
,

2
,

…
, P ; ,

T
占ǔ2

T

(
·

吓六丁)
< ZT (一 , )

,

, 一 1
,

2
,

…
, 。 , ,

T

(
犷 ,

六卜
2 : (

· ,

, )
,

, 一 l
,

2
,

…
, , l ,

武币 {
` 0 。̀ · 2 + 。̀· “ 。 · `

,
·

, +
。̀ · 十`。 ·十

击
+

号
` + , K

+ , 。̀ g十

百走万
+ ,。 g ·

粤升
+ 2 。̀ g ·

必舟
之

+ ” 。 g ·
十 3 。̀ g ` T (一 ` , <

一

备
·

另一方面
,

根据引理 斗
,

集合

E 一 石 {
,
IT (

, e h ,

j ) <
。 K T (

t ,

f )
, 才妻 r

; }

( 9 )

( 10 )

非空
.

引理 6
.

在上述条件下
,

对每个值 成 E ,

o < z二 ) 的集合 石、
( R ) ( l ( ` ( p

,

)
,

使得 当

在区间 仁t ,

et
“

』内必定存在值 R

8 〔 E ,
( R ) 时

,

有

: ) 旦 : (尺
,

r )
,

和值 乡( 0 (

10 9 下下 :
,
二

1八入
。 ` 0

) 一
。

( 1 1 )

10 9
1

{j
’

( R e ` 口
) }

) 二 双 R

8

( 12 ,

并且

m e s E ,
( R ) )

兀占
一

,

一
`

一
- -

一一
`

一
叫

一
~

一
~

一
一

-
一-

A 一 、

J
。告h + 2

,

--t
.

二 , 10 9
左

1 6 ( P
,

+ l )
。 ` + 告

h

e 叮 一 l

砂一ca
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证

万, 又叨
=

.

设 f (二 )

一 M (占
,

人
,

K
, 。

) > 0
.

在圆 }
:
}镇

, e
告
”

内的
。
厂值点为 。 、 ,

( j 一 l , 2 ,

…
, n

(
, e
告
” , 。 `

) )
,

极点为
, ,

(
, 。如

,

二) )
,

( l’)
,

是相应于这
,
(

, 。扑
, a 、

) 个点及数 H 的除外圆
.

再置

N 一
n

(
, 。 圣

` ,

co ) + 艺
,
(

, 。备
` , 。 、

)

(丁 )

,

一
*

叠{
” “

{誊
“ )

、!一
} <

等)} U {
, , 。

备
` ,

二 )

日 (
,
·

,-- , 。 , <

竿 )}
,

( 1 3 )

( 1 4 )

( : ) 一 日 ( 丫 )
;

口 ( ; )
’ ,

则 ( 丫 ) 的半径和不超过 2 。
( p ;

+ 1 ) H
.

取

、、少、产一、26, .1,.1了、
、

了、
H 一

乙叮

一 l

s e
( 户

,

+ 万
` ’

则在区间 【, ,

et
“

」内存在值 R
,

使得 圆周 {
:

} 一 R 与 ( 丫 ) 无交
.

置

: 、
( * ) 一 :

{
。 } ;。 g

1

{f (尺
亡 了口

) 一
a ,

}

: ( *
,

, )
,

。 、 o < 2二

}
·

占一4
李

我们证明

m e s E
J

( R ) 李 M (占
,

h
,

K , 。
)

,

( 17 )

首先
,

根据 ( 6 )和 ( 1 6 )式
,

有

占 _
, _

r 、 , , _ 、
1 f

Z! , 二 1
,八

一
J 欠入 对 )

是众 阴气K
, a ;

) 一 一 1 10 9
.

二气不 t 丁一茸二一一一-一件 召 0

2 2二 J o 】j又K e ’ 口

) 一 a i
{

10 9 + 1

}f ( R e ` B
) 一

a *
}

、 。 + 二 了( 尺生从簇

二 双 R
10 9 +

E i (R )

~ t e
奋
乃

1

If ( R “ 口
) 一

a `
1

( 1 8 )生疏镬

其次
,

应用引理 l
,

置其中的
犷 一 ,扩

,

R
,

R 一 t e 力 ,

( 丫 ) 一 ( 丫 )
、 ,

我们导出

10 9 +
1

{f ( R e ` 0
) 一

` *
l
刽类牛华 2

,

十
一

犷 10 9
h

1 6 ( 户
;
+ l )

。 `+ 告`

e 『

一 l

~ /
`

1 \
1 I t 心

. ,

—
1
。

\ f 一 叭 /

代入 ( 18 )式
,

并注意到 ( 7 )和 ( 1 0 )式
,

即得 ( 17 )式
.

以下
,

我们证明 ( 12 ) 式
.

根据 H a y m a n 的一个结果 〔̀ , p “ , , ,

当
忍
一 R 。 ,口 , e 〔 E `

(尺 ) 时
,

有

} 厂〔的 1 ,
,

上 , , ` 、
.

_ , 二 1
[ 0 9 {下只

~

一— { 哭 10 9
’

气t 亡 ’ `

) 十 乙 10 9
`

—
十 乙 10 9 乙

I J 戈名 夕 一
a , ’ t e 了 ’`

一 R

+ `。 g ` T (
了· “ ,

`
一 , + 。̀ g“ 。 g `

青
+ 。̀ “ 2

+ 。̀ g·

些
i已

`

珠业兰竺
) 十 ,。 g ·

忐
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+ 1 09 +
R

t e
备

h
一R

的极点和

十 21 09 2,

其中 占。 ) 表示点 ` 到 f ( 。 )

及 R 镇 t 。 “ ,

我们导 出

。
厂值点的最短距离

.

根据 ( 4 )
,

( 5 )
,

( 1 3 )一 ( 1 5 )式
,

以

1
0 9 }

、 j
`

( 二 )

j ( 二 ) 一
况 ,

簇 3 10 9 +
(

, ` 告` ) + 3 10 9 +

一一

.

生一 + 10 9 + 10 9 +
1
a

l
八
一 z e 口

二 1 _ _ + 1, 、

_ + 」̀ 二 In 。 +

孟 u 6 几 u 6 - - . 人u 6

} C l

4 (户
,

+ 1)

(
e J

一 1 )
t

+ 2 10 9 + N

+ 10 9 + 了 (
t 。 内 ,

f ) + 5 10 9 2
.

注意到

、 一
。

(
, e
告
` ,

co ) + 艺
n

(
, e
告

“ , a *
)

{
N (

才

一
, 十

客
N (

才

一
,
}

{
· (

才· ` ,

` , +

叁
了

(
了

一

六 )}
,

2一人钱

2一人提

以及 ( 7) 式
,

则有
,

! f
’

( 屠) !
坦 9 1芍丁二一— 一 }

. j又君 ) 一 a 1 .

簇 10 10 9 2 + 立 * + 10 9 + 10 9 +
1
。

1 + 10 9 + 10 9 +

2

1

}
c
}

+ 3 0̀ 9 十

万
+ 3 10 9 + t +

进一步根据 ( 10) 式得到

+ 10 9

一
e 叮

3 10 9 + T (
t 。 人 ,

+ 4 ( p
、

+ z )

e 口 一 l

f )
.

。 1 _ _ + 2 ( Zp ,
+ l )

飞 - ` 10 9

—
力

1
一同10 9

f
`

(君 )

f (。 ) 一 a *

镇 1 0 10 9 2 + 立 人 + 3犬 + 10 9 + 10 9 +
}
`
{ + 10 9 + 10

9 +

2

二 1

十 , , 0 9
.

丫瓦厂一万 十
` 0 9

C `

-
C

+ 4 ( p:

+ 1、
亡 a

一 l

。 1 _ _ + 2 ( Zp
,
+ l )

, 厂 ` l u 吕

—
存

+ 3 fo g + R + 3 10 9 + T ( R ,

f )
.

最后
,

根据 ( 9 )和 ( 1 1) 式
,

判定 ( 12 )式成立
.

2
.

设 厂(幻 在原点 z
~ 0 邻域内有展式

f
’

(幻 ~
c 声

`

+ 。 , + 1 2 ` + `
+ …

, 。 `

尹 0 ,

1 * 表示 了
’

(幻 的零点
.

置

` ( “ ) 一 n
0 < ] 1天I <咨 c h一 2口

t 。 丙一 ,“

(
z 一 了* )

(
, 。 ` 一 , ·

)
,
一 , * : ’

G (
。 ) 一

蔽丽
’

a z `二 (君 )

下百
一 ’ ( 19 )
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则 ` (幻 在圆

张) ”
厚 二

1 。
1 <

, 。 ` 一 ,。

内全纯
,

10 9 十

{a { 毛 10 9 + }
c ,

} +

G ( 0 ) =

艺
肛 I侧

<
砂一 2『

,

并且

t e h 一 2『

{丫* }

《 ’ 。“ 一̀ ` + N 气
了· ` 一 ’ 丁 ,

告)一
( o

,

`
’ 、

一 0 ) `
。 g 了· ` 一 ” ,

以及

` 1 ,
,

` 1
10 9

’

万
-

- 「乓 1 0
9

’

一

下了丁
·

} a { ! ` J
}

取定值
, ; ) 端

,

使得当
/

) 式 时
,

有
、 ./、百产、2.

n勺1
,乙,山,̀,白

矛
了、Z、了̀、

m e s

[
,
·

e 人一 a , r e 八 ] ) 3 ,

以及根据引理 3 ,

当
/

)
:

; 和 注 E 。
时

,

有

\

l
一

一
r
一、 ,了

J土一尸rl厂/月了、一
了
、

州一TN一
{r

l
, _ _

16 0 1+ ” 一 ,

一
l

、 l 一一 1 0 9 二下爪厂二尸一丁一二几, - , 刃 l

( L口 似 欠吞 , ”
,

入 , 叮 )」

T (
,
· ,

f
’

)
T (

,
4

,

j )

占一肠
V

兀

!
J.lesZ

j’:一双
n

( 0

T (
,
·

,

f )

co ) 10 9 ,
4

f )

工( r ,

f
’

) +

了 (
, ,

f )

。 * <
_ _旦
8 X

16 ,

!
...2夕

l
一、 J
z

C一
十一r

g
!了̀、O一”r

T (
,

4 ,

f
’

)

T (
,
·

,

j )

1
10 9 十
万了

十 一
一一一止二址上 簇 3

,

7
’

(
, ,

j )
( 2 3 )

其中 E 。
被引理 2 确定

.

对于每个值
才〔 E 门 [ , ;

,

+ co )
,

根据引理 6 ,

在区间 [ t , t e “

]

E 、
( R ) ( l 簇 f ( 户1

)
,

使得当 日〔 石
;

( R ) 时
,

( 1 1)和 ( 12 )式成立
.

引理 7
.

在集合 瓦 ( R ) ( l 毛 i 簇 lP ) 中存在值 ie ; ,

使得 当

内存在值 R 和值 日的集合

进一步我们有
z ; ;
一 R 。 `口`R

时
,

有

,。 g , G (一 ,` )

矗
了 ( R , ` , ( 2 4 )

以及在区间 【t扩
一 “ , t 砂』中存在值 R

’

〔 E 。 ,

使得

l o g M (
z e 八一 4丁 ,

G ) ( 6
· ` 叮 + l ~

, 。 ,

奋二丁
丈

沐 ( 2 , )

证
.

首先
,

根据 B二 lor xu
一

C ar t
an 定理

,

满足不等式

n 阵一 司 < 仔
o < ! 了左l ( 亡亡h一 Z a

的点集合可被包含在一些圆 ( 丫 )
”

内
,

其半径之和不超过 2e H’
.

取

月
,

一 工 材 ( 。
, 人 ,

尺
, 。 ) 尺

8
e
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则在E ,
( R ) 中存在值 8

, * ,

使得 z , ; = R e `口 “̀
厦(丫 )

` , .

于是
,

根据 ( 12 )和 ( 19 )式
,

我们有

二 双 R

8

,

f ) 成 ,。 g

二弃汀 、 ;。 : 1̀ (
。 , ;

) { + ,。 g

}从
2 1尺 ) {

1

}刀 (
二 i*

) }

、 1

十 10 9
. ~

石 十 10 9

}以 】
2 1尺 {

了

注意到

一 0 )
,

一 co )
,

,
) O ,

了 < 0 ,

( 2 6 )
八曰nU

了吸、/心、

nn

一

esr̀es

一一
t

以及

,。 :

一上了 镇
。

(
, 。 ` 一 ,· ,

f

}11又
z ; :

) 】

一 0 ) 10 9
16

e l + h 一 2`

对 (占
,

h ,

K
, 。

)
,

f 1
.

芝安 、一 五0 9
L J

16 巴 1+ h一 2“

材 (占
,

人
,

K
, 。

)

〕
、 ,

厂
: _ _

1 、
卜ZV 1 t e

` ’ “ , 一丁 !
,

J \

j
’

/

我们导出

二 : ( *
,

, ) 、 l。 、 ! ` (
。 , ;

) 1+ {生
10 9

S L (T

16 。 i + h 一 2`

1
, ,

厂
_

; _ ,

1 \

—
r ZV ( 不亡一

, 一下 I

M 咬占
,

h
, K

, 口
) J \ j

’

/

+ 10 9 十
卫` +

。

( o
,

r

根据 ( 2 0) 式
,

在区间 t e 人一 叮 , t e h

} C
,

I

中存在值 R
`

厦E 。 .

一 co ) 10 9 R
.

于是
,

根据 ( 10 )和 ( 2 1 )式
,

判定

立 T ( *
,

f ) ( 10 9 }e (
。 , ;

) l + 典: ( *
,

f )
,

8 1 6

。̀ g , G (一 , , )

是
T ( R

,

` ,
,

即 ( 2 4 )式成立
.

另一方面
,

根据 ( 1 9 )和 ( 2 6 )式
,

应用 p o is s o n 一

J e n s e n
公式

,

有

l o g M (
t e 人一 4 a , ` ) (

e 口

+ l

e J

一 l

m (
t 。人一 , ` , G )

/ 。 “

十 1 1 厂
* 一、 。

、
一

下一一万
~

l m 、 不 c
一

,

C

—
1 、 \

, 。 “

十 I {
泛乏二

—
、 刀 2

c “ 一 I L

成 2
.

兰
月

旦二工
` 『

一 l

成 2
.

兰上 l
e 『 一 l

z e 人一 3 J ,

T ( R
`

贵)
+ `。 g `

,
·

, +
·
( 0

,

`
’

一 0 ,
。̀ g了· `

一 }

告)
+ N

(
犷· ”

一责)
一 。̀ g ` ,一 ,

}

宁)
+ ,。 g ` ,一 ,

}
厂。 、 10 9·

击}
,

l
、

f
、

ee
七

R
丫

`T

J.r、 ,L

进一步根据 ( 2 3 )式
,

即得 ( 2劝式
,

于是引理 7 得证
.

3
.

置

J 一 m in { l
召、 一 a , ,

l
,

}b
,
一 b ,

,

1
,

}
a ` 一 b ,

}} > 0
.

l 《 i洁 , ,

1《 声节 j
,之介
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根据直接超越奇点的定义
,

存在值
. _

4
儿 尸

) —
,

浮
使得在

“ 平面上相应于 句( l 一 l
,

2 ,

…
l: 个域 马 ( j ~ l , 2 ,

…
,

几) 具有下述性质
:

i ) 当
之 桩 D , 时

,

, 一止一 > 、
,

j(z ) 、 乡.i

}j交忿 ) 一 b i {
、

ii) 马 的有限边界部分 ir 是解析曲线
,

并且当
: 〔 ir 时

,

有

1

}f (
君 ) 一 b ,

}

111) 如果 j 笋 j
` ,

则有 口 ,门 D
,

一 价
.

一 又 ,

根据假设 △ ( )j 一 2 ,

则有 p 李 2
.

于是
,

对每个值 句( 1 成 j 毛 ll)
,

都存在 (j 幻

个异于 b , 的亏值
.

由此
,

若置

11

) 的

( 2 7 )

的一

二二二 二 1l l a X

(名 }= r

万 ( D 了
万面 , 二不下

’ j ~ l , 2
,

…
,

l
; ,

卜望丝鑫竺越旦 ) 生
l o

g r

,

j 一 l
,

2 ,

…
,

1
1

.

、 .产

犷1叹
z日且+

则有
〔1 , p

·

2 7 ]

取定值

i ) 当
犷

、/、JOOQ矛勺̀,̀了、Z叮火

r
; ) r ;

,

使得

) 形 时
,

有
一
扣 r,f 。

,

一哥黝 r,j 。 f
, 。 /丁 { 6

’ ` ,

_ , 八 1
; _ 。 _ d

心 ,

一 十
e 吕 1 6

”
`

悦2 + 2V 2 二
_

l二
·

` 人 T (
r ,

子) 卜e ” 一初犷 < 二
.

L V 『 ) 牛

ii) 当 / ) 成 时
,

有

M
,

(
r

) > 又` ,

i 一 l , 2 ,

…
, l卜

于是
,

当 r ) 成 时
,

M
,

(
;

) 是一个单调递增函数
,

并且如果点 弓
r

有

1

}f (
二
;

,

) 一 b ,

{
材

,

(
r
)

,

i ~ z , 2 ,

…
, z: ,

则 歼
,

是 D , 的一个内点
.

当 亡〔 E 门 [ r
三

,
+ co ) 时

,

应用引理 5 ,

置其中的

天 一 z o h一 3 a , r ~ r 扩
一 物 , 2 0

一 2 1: ,

才 一
。

鑫
’ ` R , , , , 口

r

(
、

、
’

) 二 口 (
: 、:

)
,

我们判定 口 (。力 上任意两点
z ,

和 2 2 ,

在 口( z, 力 上都存在一条连接
。 ,

和 。 :

点的逐段解

析曲线 乙 ,

其长度
二

, , ; _ `泞 ,
, /二

` _ ` _

)飞 _
,

一
_ 、

m c s ` 飞 ` t c ” 一

个 ` V 乙 二 t e
`

”
J 、

l一
1 以 e

` ’ ` “ , 行少,

V a

并且当
二 〔 L 时

,

有

I` (
君) } )

。

哥
’

矗“
“ ·

` , ,

}
。

} 成
, `

一
,

以及如果 ir
; 表示 。 (街力 的边界位在圆 ]

:
1 < 才。 儿一 4“

内的部分
,

则当
。 ` 乙 : 时

,

有

*̀ (万 ) { 毛
。
告

·

畏
T ( “

,

` ,
·

( 3 0 )
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另一方面
,

当 , 〔 石 n [
;

;
,

+ co ) 时
,

在区间 [犷
J

试i面
,

斌、
,

( 、 ) z( : 成 j 《 21

) 内存在

值 月
` ,

使得导数

解析的
.

考虑集合

{= 早一一 }
’

在等位线
L八宕 ) 一 b , J }f (

。 ) 一 b ,

!
~ 左

`

上无零点和极点
,

即等位线是

{ lj (
。 ) 一 b ,

}
)

》

AZ

r.Z
I
ó

万一一
、少产

汉
Z厅、

口

记 口 ( A
’

) 位在圆 】: } < , 。 ” 一衍 内部分
,

且含有点 拼
*

的连通部分为 。 (歼
;

)
.

于是
,

当 : 〔 口(辫
*

时
,

有

下只华一
> 丫正而 i

,

}j 又忿 ) 一 b ,
}

以及如果 耳
, 表示 口 (游力 的边界位在圆 }

:
! < , 。 人一“ 内部份

,

则当 : 〔 耳
;

时
,

有
,

一华- 一 < 丫、
,

( 、 )
.

} j仁
召少一 b j }

( 3 1)

另外
,

根据 ( 1 9 )式
,

我们判定 口 (
z

;
;

)仁 D ,
.

因此
, 口 (

z

;
*

) ( i 一 l , 2 ,

…
, 11

) 彼此无交
.

现在我们说明 口 (
二 , ;

) ( i = l
,

2
,

…
,

p
,

) 也彼此无交
.

事实上
,

如果 口 (
。 ,:

) 和 口 (
: * , :

)

( i 特 i
’

) 有交
,

则存在点
z 。 〔 口 (

: * 、

) 自口 (
z , , ;

)
.

在 口(
z , ;

) 上存在连接点
z 。

和 z , * 的曲线

L 、 ,

其长度

m一 : , 、 2才

一
+ 2了了

二才

一丫生
T (

, 。 ` 一 , · ,

` )
,

并且根据 ( 19 )和 ( 2 2 )式
,

当 z ` L ; 时
,

有

生
.

色 : ( :
,

f ) ( l。 : l。 (二 ) l ( ,。 g下另代下 + 10 9 +
1
。
1+ 10 9 +

l
二

I
·

斗 1 6 } t 又召夕 }

,
,

1
. , 二 l

二
、 ,

厂
; _ , ,

1 \
头 10 9 下不下ee灭, - 十 10 9

’

I c ,

l 十 I v ( 了己
~ 一 ,

丁 ]
} J 戈2 2 { ]

一
n

( o
,

f
`

一 。) 10 9 z e 人一 2“

+
n

( o
,

f
,

= O) 10 9 t e 几一今“

一
,

1
.

占 ~ / ”
巴三乏: 10 9 一产万丁二下 ~ 十 二一二 产丁下 1 气找 , I 少

,

】j 弋君 ) } 吕 入 1 6

]r
,

( 。 ) l 成
。一告

·

矗
“ ` “ , , ) ;

在 口 (价 ,R ) 上存在连接点
z。 和 iz ,R 的曲线 iL

, ,

其长度

m e s : , ,

、 2 多。 入一 + 2、 万

一丫生
T (

, 。 ` 一 3· , ` )
,

『

并且当
z 〔 乌

,

时
,

有

! f
,

( 。 )
/ 一

告
·

轰
盗尧 C 一 ~

7丫R
,

f )

注意到 ( 10 )和 ( 2 3 )式
,

我们给出

丫丁 (
t e 人一 3“ , ` ) 提

{ i f _ 了
; _ 、 ,

1

、 l一 、 1 1不c
`
’ ` 一 , 下丁

V a ` \ 了

+ N

才

一资)
+ 。̀ g ` “二 ,

}

生 }
2: (

, 。 入

一
,

冬、 + 10 9 +
一
` ,

1}
a “ \ 了 / J

l
夕

丫
毛
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、 、

)
二 }

:(
, 。 入
一

,

厂) + l。 g ·

舟}
V J L } c ,

} J

{ f
, _ _ 十 一

上 }

}兰 }工(卫 {卫丝 十 芝冀丁垫三典{
.

: (
了e `

叼
叮 t T又R

` ,

j ) 了
’

又R
`

,

f )
,

,

j )

互 “ 了 (尺
,

f )
.

z
了

习
毛

于是根据 ( 1 1) 和 ( 2 8) 式
,

判定

J 毛 }
a , 一 a 、 ,

1攫 l。
` 一 f (

。 ; ;

) l + }j (
二 , ;

) 一 f (
z ; , ;

) 1 + If (
。 , , ;

) 一
a * ,

}

、 2一哥
’ “̀ ’

`’ +

!
乙 , + : ; ,

,厂(的 , ,̀
·

,

、 2一哥
’ 义“

,

`’ + 2一`
’

矗
`义“

’

`、

{
2 ,

一
+ 2丫万

二才

一

丫
: (

, 。 人

一
,

` )
}

, d
巴乏二之

—
,

即得矛后
.

以下
,

我们说明 口 ( 价
*

) ( l 簇 i 《 p
l

) 和 口 (形力 ( 1 镇 j ( 11 ) 也彼此无交
.

否则
,

类似地
,

根据 ( 1 1)
,

( 2 8 )和 ( 2 9 )式判定

J 镇 1
召 , 一 占,

}簇 l
a , 一 f (

z , ;

) } + {f (
z ` ;

) 一 f (
z 。

) !

毛 。一哥
, `“

,

` ,
+ { l r

,

( 二 ) 1 2、
:
l + 生 成 兰 + 兰

少L若
’

又 4 4

+ }f (
z 。

) 一 bs !

d

万
’

即得矛盾
.

注意到 户
,
+ l ,

) 2 ,

圆周 1
2
} 一

r
(

r ) R ) 不能整个地位在 口 (
。 ` ;

) ( 1 ( i ( 户
、

) 内
,

以

及 口 (
z
袄) ( l 镇 j毛 z,

) 内
.

记圆周 I
么
I ~

r
位在 口 (

z , R

) 内的部分为 o , r ,

位在 口 (
z
:
R

) 内

的部分为 彭
, , ;

i0 (
: ) 和 ;

哪(
,

) 分别表示 民
;

和 民
,

的线性测度
.

于是
,

应用一个调和测度

的估计
〔, , p

·

“ ` , ,

并注意到
才蕊 尺 ( t o a ,

根据 ( 2斗)
,

( 2 5 )和 ( 3 0 )式
,

有

10 9 t G (
z *̀

) 1
, 1
乏泛 —

’

2

圣
,。 h 一匆

: : ( *
,

,。+ 。、 :
。一 J鑫

“ 一 “

命
.

,。 g 、 (
, 。 内一 、 , 。 )

,

l 6

一
典一 毛 10 9 : (

, 。 ” ,

f ) 一 10 9 : (
, ,

f )
r d i又

r
)

趁尸̀̀、、1.

叮

= 1 , 2 ,

…
,

P
: , ( 3 2 )

.月备

,

、

l
,

J+ 。̀ g

{
6 x 3 2 x g了万

。 a

+ l

占 e 叮

一 l

以及根据 ( 3 1) 式
,

有

1 , 1
, 、 , / n 、 . 。 /下万

10 9 下丁厂
一

下丈甲一一丁下 、 万 1 0 9 2性 八八 户一
, 丫 `

l八
z护尺 ) 一 b , ! 乙

一 二

f奋
, c人 _ 、

亡 J ZR 石万
·

l o g M
,

(
, e ` 一初 )

,

。告
, 。 h一 。

,

}
, “ “ d r

r d ;(
,
·

)
成 10 9 lo g M

,

(
t e 人一匆 ) 一 10 9 l o g M

,

( t
)
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l
,

2
,

一
, 11

. ( 3 3 )

斗
.

根据假设
,

存在单调趋于 co 的序列 {
; 。

}
,

使得

一0 9 丁 (
,
· 。 ,

f )
il1n刀 冲+ 公 l o g r , ~ 产

根据引理 斗
,

当 , 充分大时
,

在区间 【; ;
, r ,

1 上满足不等式

T (
, e h ,

f ) 成
e 瓦 T (

t ,

f ) ( 3 4 )

的值非空
.

任意取定一个充分大的值
。 .

设 t : 是区间 【
,

;
, , ,

] 上满足 ( 3斗)式的最小值
, t : 是

区 1司 [ , ;
, r 。

] (
t
; = z: e 力

) 上满足 ( 3斗) 式的最小值
, , 。 是区间 [ ,

;
, r ,

] (
, ; = , Z e为 ) 上满足 ( 3 4 )

式的最小值
,

如此继续
,

经 m 次后
,

有
t几毛

r ,

< t几+ 1
.

( 3 5 )

在 ( 3 2 )和 ( 3 3 )式中
,

取
君一 ,* (左~ l , 2 ,

…
,

。 )
,

并记 日*
(

r

) 一 日
,
, (

r
) 和 口; (

r

) 一 e ;、 (
r

)
,

然后对 左求和得到

身{
告

`*
e h一初

Z t乏产

代典下 簇 1。 : : (
, , 。 ` ,

f )
r d s*又

r
)

。6 x 3 2 x g丫万
` 。

+ l 、

+ 。 10 9 弓

—
弃 一

~

—
·

丁 二 万
~

卜 ` 一 1
,

z
,

“
’

,

p
, ,

L 口 C I J

身!
备

`*
。人一 ` J

2`走
e叮

一典二 成 10 9 10 9 对
,

(
, , 。 。 一 4·

)
r臼,人又r )

,.ll
+ m 10 9 ( 1 5丫万 )

,

护一 1
,

2
,

二

应用引理 1
,

置其中的 f (幻 一

lzIm e h一 3J ,

H 一
e 口

一 l

8亡

t阴 e 人一初
,

1

f ( 。 ) 一 b j

则在区间 [

( l 簇 z ( l ,

)
,

R 一 , 。 , e `
一

, 尺
,

一 , 二 e ` 一 ,。 , , 一

t , 。 ` 一

气
t , 。 ` 一 ,。

] 中存在值 R
’ ` ,
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