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摘要!极限分析法由于可以直接得出边坡是否稳定# 安全程度如何以及潜在滑动面和破坏模式是什么样子! 并不需
要知道边坡每个高斯点的应力应变的具体量值! 且相较于极限平衡法有着更严谨的理论基础! 因此具有较大的应用
空间" 针对传统的上限有限元法中! 采用的外切多边形逼近摩尔库伦屈服圆优化变量过多! 计算效率过慢的缺点!

放松单元内任一点均需严格满足上限性质的要求! 采用等面积正多边形逼近形式! 借助于四边形单元! 系统的推导
出了基于等面积正多边形逼近形式的上限有限元法计算模型" 算例证明! 该方法很好地继承了上限法从上方收敛的
性质! 且具有更快的收敛速度! 在多边形边数较少时就能达到很好的收敛效果! 建议在工程应用中推广"
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@A引言
边坡的稳定性分析一直是岩土工程领域重要的

研究课题) 目前常用的几类边坡稳定性分析方法有
极限平衡法& 强度折减有限元法和极限分析法) 极
限平衡法'' G!(虽然抓住了边坡稳定破坏的主要矛盾%

但其为了使不静定问题转化成静定问题% 引入了过
多假设% 且无法考虑应力G应变关系% 把不确定性
全部加在了条间力上% 最终得到的解既不是上限解
也不是下限解$ 强度折减有限元法可以弥补极限平
衡法的各种不足% 其理论体系更为严格% 能够全面
满足静力许可& 应变协调和应力G应变本构关系%

但是% 目前对于边坡何时达到极限状态的判定标准
还没有统一的结论'" GH(

% 是以计算不收敛还是塑性
区贯通为判据尚存争议)

事实上% 工程中对于边坡最关心的问题是它是
否稳定& 安全程度如何以及潜在滑动面和破坏模式
是什么样子% 我们并不需要知道边坡每个高斯点的
应力应变的具体量值是多少) 对于此类问题% 极限
分析法为我们提供了很好的解决方案% 从极大和极
小值出发% 运用下限法和上限法% 分别放松边坡内
力和位移的约束% 从两个方向逼近极限解) 由于速
度场相对于应力场更容易构建% 且极限分析上限法
在得到边坡安全系数的同时% 可以给出边坡的临界
破坏模式% 因此相较于下限法具有更广阔的应用
空间)

塑性极限分析方法首创于%& 世纪%& 年代)

?,+>b=,& ,̂.3=,& a,==-[=,3等'I G((把静力场和速度
场结合起来提出了极值理论% 建立了完整的塑性极
限分析理论$ L4=-

'$(将滑坡体视为刚塑性体% 滑动
面仅限于对数螺旋线% 提出了一种用于求解二维边
坡旋转破坏的上限解方法$ 陈祖煜等'J(以极限分析
上限理论体系为基础% 推出了基于斜条分思想的斜
条分上限解法$ \/*.-等学者''& G''(将土力学中的极
限分析与有限元法相结合% 解决了数值极限分析法
存在的一系列困难% 为极限分析在大规模复杂条件
下的工程应用打下了基础% 此后的大部分学者在极
限分析方面的研究均是沿着这一思路展开的) 国内
学者中% 王均星''%(

& 殷建华''!(

& 杨峰''" G'H(

& 高连
生''I(等人均从不同角度对此进行过研究)

目前的上限有限元法中% 对于摩尔库伦屈服圆
的线性化全是基于外切多边形进行逼近% 这种情况
下% 只有当多边形的边数N足够多时"一般N

'

'H#%

才能达到较好的收敛效果% 这就大大增加了优化变

量数% 影响计算效率) 其实% 从本质上来看% 只要
所求的极限荷载是从上方收敛的% 就是它的一个上
限解% 从这点出发% 我们放松单元内任一点需严格
满足上限性质的约束% 采用等面积正多边形的形式
来逼近摩尔库伦屈服圆% 得到新的线性流动方程)

虽然采用等面积正多边形逼近屈服圆时不满足任一
点均位于屈服面外的上限要求% 但这并不影响整体
系统解的上限性质% 且在较少的多边形边数时可达
到较好的收敛效果)

BA上限法原理
上限定理可以表述为! 一个受力物体% 在满足

相容条件和速度边界条件的变形模式下% 由虚功原
理计算得到的荷载% 不小于真实的破坏荷载% 相应
的速度场则被称为运动许可速度场)

上限定理就是在所有运动许可速度场下寻找的
外荷载#的最小值)

为了方便起见% 把外荷载#写成已知荷载#的
倍数% 也即

)

#%

)

为比例因子% 则上线定理变为一
个等价的规划问题!

K2-!

)

) "'#

CA等面积多边形逼近形式流动方程
CKBA等面积多边形线性化方程

对于平面应变问题% 以拉应力为正% 摩尔库伦
屈服函数准则可表示为!
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式中% B和
$

分别为黏聚力和摩擦角$
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分别为不同方向的应力值$ 6为屈服函数)

如果以
'
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为.轴% %
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为R轴建立坐标系%

那么式"%# 可以表达为一个圆% 圆心位于原点% 半
径=为%B>*9
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%如图'所示% 图中
2为外切多边形边数)

传统做法是利用外切多边形逼近来将上述屈服
函数线性化''&(

% 每条边的方程为!
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图$%外切多边形逼近摩尔库伦屈服圆"" Y@#

(#)*$%>#0&9'2&0#6-!<"58)"7.<<0"3#'./#7)

V",0U>"95"'68#-5!&#0&5-

#9在此% 我们来求等面积多边形逼近形式的每条
边的方程% 如图%所示% 为等面积正N边形)

图=%等面积正#边形
(#)*=%I"'.5")0.<,#&0-)95.0<"58)"7J#/,# 2#!-2

很容易证明% 当正N边形面积和半径为=的圆
面积相等时% 多边形的中心到任意一边的距离为!
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99因此% 用P代替式"!# 中的=即可得到等面积
正多边形逼近摩尔库伦屈服圆的每条边的方程!
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CKCA等面积多边形流动方程
极限分析上限法要求计算区域内的速度场满足

速度相容条件及塑性相关联流动法则% 对于平面应
变条件下的理想刚塑性体% 相关联流动法则表示为!
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式中%

)

,为塑性乘子% 为非负变量$ G和M分别为K

和J方向的速度$

(

, 为塑性应变增量$ 6为屈服函
数% 在文中的上限法部分% 屈服函数均取为摩尔库
伦屈服函数)

将线性化的摩尔库伦屈服函数式"I# 代入式
"$#% 即可得到满足相关联流动法则的线性化塑性应
变率表达式!
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式中
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为屈服圆外切多边形第S条边对应的塑性乘
子% 为非负变量)

文中对于计算区域采用四边形单元''H(离散% 四
边形单元与三角形单元的最大不同就是形函数是非
线性的% 无法直接运用线性规划进行求解% 对于此
问题% 我们只需通过对单元建立积分意义上的协调
方程的弱形式即可% 具体过程见文献''(()

四边形单元内速度离散模式为!
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##将式"'&# 代入式"J#% 并写成矩阵的表达形
式% 可以得到每个四边形单元内部的塑性流动约束
条件!
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式中&
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和&

=分别为应变矩阵和单元面积)

DA其他约束方程
DKBA速度间断线上塑性流动约束方程

对摩尔库伦准则% 当速度间断线上的塑性流动
满足相关联流动法则时% 则存在以下关系式!
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式中%
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M和
'

G分别为速度间断线上任一点的法向
和切向的相对速度% 即相应的速度间断值% 见
图!)

图@%四边形单元速度间断线
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按照文献'''( 中的方法% 对每对速度间断点
引入一对非负变量G

'和G
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99因此% 对于每条速度间断线% 需要施加的塑性
流动方程为!
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DKCA速度边界条件
设)为一速度边界的法向量% E
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和E

J

为其分量%

已知该边界上的切向和法向速度分别为G

,和M
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DKDA内部耗散功率和外部功率
"'# 单元内耗散功率
对于每个四边形单元% 其内部相应的耗散能为!
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将式"J# 代入并写成矩阵形式为!
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##"%# 间断线上功能耗散
在每条速度间断线上% 由塑性剪切所产生的耗

散能为!

<

7

%

!

?

B

'

G

7?% "%$#

式中?为间断线长度% 令O
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% 代入式
"%$# 并写成矩阵形式可得!
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99"!# 外部功率
外部功率是指节点荷载"外荷载等效移植# 在

节点速度上做的功% 写成矩阵形式为!
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(/为节点速度向量$ ,
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N
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( 为节点荷载向量% 7为节点
总数)

B%线性规划模型
在得到了所有约束条件后% 通过虚功方程即可

形成最后的优化函数% 优化变量为单元节点速度分
量& 速度间断线辅助变量以及单元塑性乘子)

("
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参考文献''$(% 我们可以通过对强度参数进行
调整% 来使超载系数逼近于'% 从而得到不易直接求
解的强度折减系数) 由于我们求解的只是破坏时结
构的破坏形式% 它仅与%

'

的相对大小有关% 因此令!
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99此时% 上限有限元法的数学模型为!
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FA算例
文中算例是借助于A.;/.[自编程序求解的) 本

算例取自文献''$(% 为一均质黏土边坡% 坡比'p%%

坡高'& A% 材料的重度
,

o%& bDOA

!

% 内摩擦角
$

o

%&q% 黏聚力Bo'& b .̂) 边坡只受重力作用% 边界
条件为底部双向约束% 两侧法向约束) 网格划分如
图"所示)

图B%边坡网格划分
(#)*B%V-2,#7) "125"<-

对本算例% 当多边形边数采用I% $% '%% 'H和
%H时% 分别用外切多边形和等面积多边形逼近摩尔
库伦屈服圆计算得到的安全系数见表'和图H)

表$%不同边数正多边形逼近时的安全系数
:.6*$%+.1-/8 1.&/"02"1.<<0"3#'./#"7"10-)95.0

<"58)"7J#/,!#11-0-7/-!)-79'6-02

边数N I $ '% 'H %H

6

9

"外切逼近#

'CH$! 'CH'% 'C"!% 'C"'& 'C"&I

6

9

"等面积逼近#

'C"!H 'C"'$ 'C"'% 'C"&I 'C"&H

##从图H可以看到% 采用等面积正多边形逼近摩
尔库伦屈服圆很好地继承了上限有限元安全系数从
上方逼近的性质% 且收敛速度更快% 在No$时% 即
可达到很好的收敛精度% 而对于外切多边形逼近形

式达到相似的收敛度需要No'H 左右% 这大大地影
响了计算效率) 对本算例% 用有限元强度折减法''$(

和极限平衡法''J(得到的结果分别是'C"& 和'C!$&%

这与文中方法在No%H时的安全系数'C"&H相近% 说
明了方法的可靠性) 图I 为No'H 时% 边坡极限状
态的速度场% 从图中可明显看出滑动模式% 可以为
边坡支护提供帮助)

图C%安全系数与多边形边数#的关系
(#)*C%L-5./#"76-/J--72.1-/8 1.&/"0.7!

2#!-2# "10-)95.0<"58)"7

图H%边坡极限状态速度场
(#)*H%D-5"&#/8 1#-5!2"125"<-#75#'#/2/./-

GA结论
文中引入等面积多边形到边坡上限分析法) 针

对传统的外切多边形逼近摩尔库伦屈服圆计算效率
过慢& 待优化变量过多的缺点% 放松边坡内任一点
均需严格满足上限性质的要求% 提出了基于等面积
多边形逼近形式的上限有限元法% 推导出了相应的
流动约束方程)

该方法很好地继承了上限法从上方收敛的性质%

且具有更快的收敛速度% 在多边形边数较少时就能
达到很好的收敛效果% 求解规模较少% 可大规模提
高计算效率% 建议在工程应用中推广)
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