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摘要    自20世纪50年代以来, 随着计算机科学的不断进步, 机器学习和数据科学得到了长足发展. 这些技术一

般依靠大量数据作支撑, 通过训练过程提取出蕴藏在数据内部的抽象映射关系, 目前已被成功应用于化学、生物

等自然科学研究领域. 近年来, 这些技术也逐渐受到计算力学领域研究者的关注. 本文结合作者的相关研究成果

介绍了机器学习、数据科学与计算力学相结合的3种形式: 第一种是与有限元方程求解方面的结合, 直接应用卷积

神经网络算法求解线性有限元方程; 第二种方式结合有限元计算和机器学习预测复杂材料结构与力学性能的关

系. 本文作者应用该方法基于细观页岩扫描照片和随机建模算法, 成功训练出可以有效预测细观页岩样本等效模

量的卷积神经网络; 第三种方式是建立基于数据驱动的计算力学方法, 比如直接利用真实的材料实验数据代替材

料本构模型. 这些工作显示了机器学习、数据驱动在处理材料的力学实验数据、设计新型材料以及创建更高效的

计算力学模型方面的广阔前景. 随着计算力学的发展, 未来将可能出现更多将数据科学、机器学习与计算力学相

结合的应用场景, 进一步开发出更加强健、高效和保真的计算力学方法. 
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在力学发展过程中 , 研究者往往通过提出理想

化的力学模型开展理论分析 . 这些理想模型一般具

有较为规则的几何形状、边界条件和基于显式表达式

描述的材料响应函数 , 将真实的复杂力学问题抽象

为简单的数学模型, 进而寻求问题的解析解. 计算力

学方法的出现使求解具有更复杂的几何模型和边界

条件的问题成为可能. 例如, 有限单元法将连续求解

区域划分为离散单元 , 将求解连续模型上的偏微分

方程转换为求解离散模型上的积分方程 , 通过离散

单元上的近似解逼近连续模型的真实解[1,2].  

随着计算机科学的不断发展 , 机器学习和数据

科学取得了长足进步 . 常见的一些机器学习方法包

括感知器[3]、遗传编程[4]、蒙特卡罗方法[5]、K-近邻

算法(K-nearest neighbor, K-NN)[6]、线性回归[7]、逻辑

回归 [8,9]、自适应增强 [10]和支持向量机 [11,12]等. 这些

方法各具特点. 例如: 线性回归方法使用线性函数对

数据集进行拟合 , 通过梯度下降法优化最小二乘误

差函数, 一般采用均方差函数描述误差. 该方法计算

简单且易于实现 , 但其固有缺点是无法拟合非线性

数据[7]. 逻辑回归是一种用于解决分类问题的判别式

模型 , 它与线性回归相比最大的区别在于引入非线

性函数, 不要求训练数据满足线性关系, 一般使用分

类交叉熵作为误差函数 . 其缺点是对于多分类问题

的拟合精度欠佳 [8,9]. K-近邻算法基于特征空间内与

目标样本最相似(或最临近)的k个样本的类别对目标

样本进行分类 [13]. 该方法需要记录所有训练数据 , 

导致计算成本较高 , 且结果比较依赖于k的取值 [14]. 

但该方法同时拥有以下优点: 简单易用、准确度高且
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可以用于分类和回归问题 . 支持向量机的目标是在

高维度特征空间寻找最优的划分超平面 . 该方法适

用于处理高维度样本数据 , 被广泛应用于文本分类

和图像识别领域[15]. 其性能依赖于核函数的选取[16], 

另外对于大量样本的计算性能还有待提高 [17]. 自适

应增强方法在迭代训练时关注之前分类错误的样本, 

通过不断修正之前的错误分类结果 , 最终将每个迭

代步训练得到的弱分类器基于权重叠加为一个强分

类器. 该方法的分类精度高且不容易过拟合, 但缺点

是模型训练时间较长[18].  

除了前述的各种方法之外 , 人工神经网络

(artificial neural network, ANN)已经逐步发展成机器

学习领域的一个重要分支 . 其相关研究工作可以追

溯到20世纪40年代. 1943年, McCulloch和Pitts[19]受到

生物神经活性特点的启发 , 首次提出了人工神经元

的数学模型 . 1958年 , Rosenblatt[3] 建立了感知器

(perceptron)的模型, 该模型也被普遍认为是现代人工

神经网络的前身. 最早的人工神经网络模型是由斯坦

福大学创建的名为 “ADALINE”和 “MADALINE”[20]. 

这些模型受制于其线性和相对简单的结构 , 难以被

用于解决复杂非线性问题. 1971年, Ivakhnenko[21,22]

首次提出了基于感知器的多层网络模型 , 并在模型

中应用了非线性多项式函数. 20世纪70~80年代, Ru-
melhart等人[23]和Werbos[24]分别独立地提出了反向传

播算法 . 该算法后来逐步发展为现代深度神经网络

的核心组成部分. 2006年, Hinton和Salakhutdinov[25]

提出了基于受限玻尔兹曼机 (restricted Boltzmann 
machine, RBM)的神经网络模型且首次明确地提出深

度学习的概念 . 该模型通过训练包括多个中间层的

神经网络, 可以有效地提取高维度数据样本的特征, 

实现了数据从高维度到低维度的变换.  

对比上述各种机器学习方法 , 人工神经网络模

型使用了非线性激活函数 , 利用多层网络结构引入

了大量可调节参数 , 通过梯度下降算法挖掘蕴含于

大量训练数据中的非线性关系 , 一般可获得良好的

分类和回归精度, 且对噪音数据不敏感, 具有一定的

概括和推广能力 [26~28]. 由于这些优点 , 人工神经网

络被逐步应用到信号处理、模式识别、自动控制、生

物医药和金融等领域 [29]. 但是 , 多层神经网络结构

中包含大量待定参数, 往往需要长时间的训练过程. 

网络结构的选择依赖于经验 , 且存在过拟合问

题[30,31]. 另外, 人工神经网络模型的复杂结构使得其

解释性较差 , 难以直接通过模型参数解读数据背后

蕴藏的抽象规律. 不过, 近年来发展的反卷积网络等

技术可以将网络中的低维抽象数据映射到对应的高

维空间进行分析[32~34].  

近年来 , 包括人工神经网络在内的各种机器学

习方法被不断应用于工程和力学等领域. Jin等人[35], 
Zhou等人[36], Fan[37], Ge[38], Feng和Diao[39]将人工神

经网络用于岩石力学的研究 ; Wu和Zhao[40], Gao和
Li[41], Zhang和Zhang[42]利用人工神经网络进行结构

优化设计 ; Xia和Xiong[43], Feng和Wang[44], Chen等
人 [45]基于人工神经网络开展了边坡稳定性的相关研

究; Lei等人[46], Ohsaki[47], Hajela和Lee[48]将支持向量

回归、K近邻算法等模型用于拓扑优化设计 ; Gha-
boussi等人 [49], Jung和Ghaboussi[50], Ji等人 [51], Fu-
rukawa和Yagawa[52], Hashash 等人[53], Sun等人[54]利

用人工神经网络研究了固体材料的本构关系; Faller
和 Schreck[55], Wang和 Liao[56], Yuhong和Wenxin[57], 
Butz和Stryk[58], Beigzadeh和Rahimi[59], Mi等人 [60]借

助数值计算方法和人工神经网络开展了流体力学的

相关研究. 这些研究工作表明, 机器学习模型在处理

材料的力学响应数据、揭示复杂或模糊的力学机理等

方面具有潜在优势 , 逐渐受到计算力学研究者的关

注. 本文将通过3个例子来初步阐述数据科学、机器

学习等与计算力学结合的应用 , 并希望为该领域的

进一步发展提供新的思路.  

1  卷积神经网络在线性有限元求解中的应用 

人工神经网络因其优良的数据拟合性能 , 逐渐

成为目前主流的机器学习技术之一 . 其核心思想是

构建一个包括大量待定参数的网络结构 , 通过梯度

下降算法寻找最优的网络参数组合 , 使得误差函数

达到极值 . 学者们尝试将人工神经网络的算法应用

于线弹性有限元方程和偏微分方程的求解中 [61~64]. 

在本节中 , 作者将目前广泛应用的卷积神经网络框

架整合于线弹性有限元的求解过程中 . 首先简要回

顾传统人工神经网络的基本原理 , 然后将其与卷积

神经网络结构进行对比 , 接着阐述本节所提出方法

的实现过程.  

图1(a)是人工神经网络基本结构的示意图. 人工

神经网络中一般包括一个输入层、一个输出层和若干

中间隐层. 网络中的每一个圆代表一个神经元. 神经

元的值称为“激活”. 两个神经元之间的连接线称为 
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图 1  (网络版彩色)人工神经网络结构示意图. (a) 传统神经网络; (b) 卷积神经网络 
Figure 1  (Color online) The architecture of an artificial neural network. (a) Traditional network; (b) convolutional neural network 

权重 . 神经元的值由上一层神经元的值与两层神经

元之间的权重计算得到[65,66], 如式(1)所示. σ 代表神

经元的激活, w是权重, b称为偏差. f 表示非线性函数, 

常用的非线性函数包括ReLU和Sigmoid函数[66,67]:  

 ( ) ( )σ σ
−

− − −

=

 
= = ⋅ + 

 


1
1 1 1

1

.
ln

l l l l l
j j ji i j

i

f z f w b   (1) 

卷 积 神 经 网 络 (convolutional neural network, 
CNN)是人工神经网络一个重要的分支或变种, 概念

源自Fukushima和Miyake[68]提出的“新认知机”(neo-     
cognitron)模型. 20世纪90年代, LeCun等人[69,70]确立

了卷积神经网络的现代结构, 并不断对其完善. 与传

统人工神经网络相比 , 卷积神经网络具有以下主要

特点[26,66,68]: 第一个特点称为共享参数, 表示同一个

卷积层的所有神经元拥有相同的权重 w 和偏差b, 能

够有效减少网络参数数量, 提高训练效率. 第二个特

点是局部接受域. 图1(a)所示的传统神经网络中, 相

邻两层网络中的神经元是完全连接的. 而在如图1(b)
所示卷积神经网络中 , 每一层只有部分神经元与下

一层的一个神经元相连. 第三个特点是引入池化层. 

池化层通常施加在卷积层之后 . 最大池和平均池被

广泛用于简化来自卷积层的输出信息 [66,67]. 该网络

被成功运用在机器视觉、语音处理及棋类游戏等领

域[26,71~74].  

卷积神经网络的神经元激活通过下式得到:  

 ( )σ + +
= =

 = = + 
 

 , ,
0 0

,
m m

l l
j j k l i k j l

k l

f z f b w a  (2) 

其中, w是权重, b称为偏差, m是权重的尺寸. w与b共

同构成网络的参数集合v. 输出层神经元的值与数据

标签之间往往存在一定的误差. 为方便阐述, 本文选

择均方差函数作为误差函数C(v): 

 
2

1

1
( ) .

2

n

i i
i

C
n =

= −v o t  (3) 

式中的o代表输出层的神经元激活, t代表数据的标签, 

n代表训练样本的数量. 误差函数C(v)的变化可以通

过自变量v的变化来近似: 
 Δ ≈ ∇ ⋅ Δ ,C C v  (4) 

其中, ∇C 是误差函数的梯度, Δv是参数的微小变化

量. Δv的取值由下式确定:  

 ,CηΔ = − ∇v  (5) 

η是学习率, 其取值需慎重选取以保证式(4)的近似关

系成立. 权重和偏差在每一次迭代计算中按式(6)不

断更新:  

 η η∂ ∂= − = −
∂ ∂

,  .i i j j
i j

C C
w w b b

w b
 (6) 

通过不断调整参数 , 网络最终可建立起输入数

据到标签的映射函数 . 以上简述了人工神经网络的

基本原理 . 接下来简要回顾线弹性有限元的基本原

理. 对于一个静态线弹性系统, 其系统总势能可以表

示为内力功和外力功的组合[75]:  

( )
Ω ∂Ω
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d d
2

1
,

2

e e

p

T
e e e e e e e

e e

T

E f u

u K u f u

u K u f u

ε σ

 (7)

 

其中, Ke, ue和fe分别代表每个单元上的刚度和节点力

矩阵. K, u和f分别代表经过组装得到的整体离散模型

对应的刚度、节点位移自由度和节点力矩阵. 根据最

小势能原理 , 真实的位移解使得系统总势能达到最
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小值, 即: 

 
∂

=
∂

0.pE

u
 (8) 

由式(8)进一步可得到线弹性有限元的离散方程组: 

 ⋅ = .K u f  (9) 

离散方程组可采用高斯消去法等数值方法进行

求解 [75]. 从本质上说 , 有限元方法求解出一组使系

统总势能达到最小的节点自由度 . 人工神经网络的

算法则是通过迭代找到一组使得误差函数取极小值

的w和b. 由此可见 , 有限元求解与人工神经网络算

法之间存在共性 . 是否可以利用人工神经网络来求

解线弹性有限元问题呢?  

为实现这一设想, 构造了图2所示的卷积神经网

络结构. 该网络中仅包括一个输入层和一个输出层. 

输入层是有限元模型的刚度矩阵K. 对于确定的有限 

元模型 , 刚度矩阵K为常数矩阵 . 未知的节点位移u

作为该网络的权重 , 输出层是K和u依据式(10)运算

得到的节点力f, 而标签则是有限元模型的真实节点

力 f :  

 
=

= ⋅
1

.
n

j ji i
i

f K u  (10) 

根据上述原理 , 卷积神经网络算法在每次迭代

中求出f与真实节点力 f 的误差C(u). 神经网络算法

根据误差函数的梯度 ∇ ( )C u 迭代更新权重u, 最终使

得f与 f 尽可能接近. 至此, 该算法求出了一组使得

线弹性有限元方程(式(9))成立的位移解 . 整个求解

流程如图3所示.  

为说明该方法的正确性 , 采用了图S1所示的模

型进行验证. 模型采用线弹性本构关系, 下边界位移

固定, 上边界施加水平方向的均布载荷. 整个模型划  

 

图 2  (网络版彩色)用于求解线弹性有限元的卷积神经网络结构示意图 
Figure 2  (Color online) The scheme of the convolutional neural network for solving a linear elastic finite element problem  

 

图 3  (网络版彩色)使用卷积神经网络求解线弹性有限元的流程图 
Figure 3  (Color online) The scheme of the convolutional neural network for solving a linear elastic finite element problem  
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分为100个平面应变单元.  

如图3所示, 根据模型几何与边界条件计算刚度

矩阵K和节点力 f . 结合模型的位移边界条件指定一

组初始结点位移 . 由于节点位移的初始值不是该问

题的正确解, 因此初始误差较大, 需要通过逐步计算

误差函数对节点位移u的偏导数, 并依照式(6)更新u. 

如图S2(a)所示, 误差函数的值随着迭代次数增加不

断收敛. 当误差趋近于0时, 即可求得问题的位移解. 

图S2(b)是通过若干迭步后得到的位移解所对应的变

形构型. 随着迭代次数增加, 位移解对应的变形构型

不断逼近正确解.  

图S3对比了本方法和标准有限元的计算结果 . 

图S3(a)和(b)分别描述了水平和竖直方向位移解的相

对误差 . 本方法位移解的最大相对误差低于0.05%, 

从而验证了其正确性.  

本节将卷积神经网络的框架与核心算法应用于

线弹性有限元问题的求解中 , 并通过一个标准算例

验证了方法的正确性. 但是, 仍需意识到该方法尚存

的局限性. 首先, 该方法将方程的求解转换为优化问

题 , 通过梯度下降算法寻找使目标函数满足的最优

自由度集合. 该优化过程需要经历较多次迭代, 虽可

通过GPU加速 , 其求解效率仍低于主流数值求解方

法. 另外, 线弹性有限元方程的刚度矩阵被转换为卷

积神经网络的输入层数据 . 卷积神经网络的框架限

制了输入层数据必须为常数矩阵 , 这对非线性有限

元方程的求解(可变刚度阵)提出了挑战. 以上均为值

得后续深入研究的问题.  

2  基于细观页岩扫描照片的模量预测方法 

在上一节中, 基于算法的相似性, 将人工神经网

络的核心算法用于求解线弹性有限元问题. 本节着重

探讨卷积神经网络模型在非均匀材料研究中的应用. 

Radlinski 等 人 [22], Sahimi[76], Milliken 和 Laubach[77], 

Blair等人[78], Antonellini等人[79], Al-Raoush和Willson[80]

采用解析和数值模型研究了材料微观结构和等效材

料性质之间的联系. 近年来, 机器学习方法被逐步引

入非均质材料的研究中. Sundararaghavan和Zabaras[81]

利用支持向量机进行了3维非均质材料的分类和重

建. Liu等人[82]基于支持向量机预测了非均质材料3维
模型中弹性应变场分布. Kondo等人[83]采用卷积神经

网络建立起微观结构与陶瓷离子电导率之间的映射. 

Cang等人[84]基于变分自动编码器发展了一种非均质

材料的随机重建方法 . Bessa等人 [85]提出了一种基  

于数据驱动思想的计算力学框架, 涵盖了实验设计、

数据库建立和机器学习模型训练3部分 . 该框架可 

以进一步用于设计非均质材料的力学响应和微观结

构等.  

作者基于卷积神经网络提出一个用于预测非均

质材料等效力学性质的框架. 为了便于阐述, 考虑了

细观尺度的页岩材料 , 使用该框架建立起页岩样本

的细观结构与等效模量之间的映射关系 . 使用扫描

电子显微镜(scanning electron microscope, SEM)获得

页岩的细观结构的图像 , 并引入一个简化模型将

SEM图像转换为5相材料样本. 接下来, 使用随机重

建算法基于5相简化样本生成大量随机样本, 再利用

有限元方法计算出随机样本的等效模量 . 基于随机

样本的细观结构和等效模量 , 训练了一个多层卷积

神经网络, 建立起细观结构到等效模量的映射关系. 

完成训练的网络可被用于预测真实页岩样本的等效

模量. 完整的流程如图4所示.   

页岩约占沉积岩总量的50％ [86,87]. 宏观尺度的

页岩是一种深灰色致密沉积岩. 图S4(a)是一块用于

实验室研究的圆柱形页岩样品 . 自然状态下的页岩

往往具有明显的层理状结构, 如图S4(b)所示页岩露

头的层状结构.  

从细观角度看 , 页岩则是包含多种矿物成分的

复杂异质材料, 通常由石英、方解石、蒙脱石、黄铁

矿、黏土和有机物等成分组成[88]. 能量色散X射线光

谱(energy-dispersive X-ray spectroscopy, EDX)、聚焦

离子束研磨(focused ion beam, FIB)和扫描电子显微

镜等方法常被用于识别矿物成分及表征页岩样品的

异质性[89~93].  

研究发现, 宏观页岩的变形、破坏等力学性质与

其包含的矿物组分密切相关[94~96]. 因此, 理解其细观

结构与宏观力学性质之间的联系具有重要工程意义.  

作者使用SEM研究了页岩样本的细观结构 . 页

岩样品的尺寸为1.5 mm×1.5 mm. 样本扫描图像如图

5(a)所示. 样本中包含石英、长石、黄铁矿、方解石、

白云石、高岭石、伊利石和干酪根等矿物组分. 各矿

物组分的分布形态具有较强的随机性 , 造成宏观页

岩样本具有显著的异质性和各向异性.  

工程和地质力学通常将页岩内部具有相似材料

特性的矿物组分归为一类 . 一种广泛接受的分类方

法将各种矿物组分划分为4大类[97]. 第一类称为硅酸 
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图 4  (网络版彩色)建立卷积神经网络预测页岩等效模量的工作流程 
Figure 4  (Color online) The workflow of establishing a deep neural network for calculating the shale modulus   

 

图 5  (网络版彩色)细观页岩结构图. (a) SEM照片; (b) 简化数字模型  
Figure 5  (Color online) Mesoscale shale structure presentations. SEM image (a) and the corresponding simplified model (b)  

盐, 主要包括石英、长石和黄铁矿等. 硅酸盐的模量

和硬度最高. 第二类是黏土, 包含高岭石、伊利石、

绿泥石和蒙脱石. 第三类是有机物质或干酪根, 其模

量和硬度最低, 页岩气通常被吸附于其中. 最后一类

包含上面未提到的其他矿物组分, 常称为基质.  

考虑到中国西南地区页岩的特点 , 本文增加了

碳酸盐这类主要成分 . 碳酸盐由方解石和白云石构

成 . 因此 , 本文采用如表1所示的5相简化页岩模型 , 

将页岩的SEM扫描照片转换为如图5(b)所示的简化

数字模型.  

页岩的变形和破坏等力学性质与其细观矿物组

分的分布方式以及各矿物组分的力学性质有关 . 纳

米压入实验常被用于研究页岩细观矿物组分的模量

和硬度等力学性质[98~100]. 本文使用纳米压入实验测 

表 1  页岩各主要成分中包含的矿物组分 
Table 1  The mineral constituents contained in the main phases of 
shale 

主要成分 矿物组分 

硅酸盐 石英、长石、黄铁矿 

碳酸盐 方解石、白云石 

黏土 高岭石、伊利石、绿泥石、蒙脱石 

干酪根 存储页岩气的有机物成分 

其他 包括其他矿物成分 

 

定了各主要成分的模量.  

图S5是各主要成分模量的测量曲线 . 随着压入

深度增加 , 测量值受到探针周围其他成分的干扰程

度不断增加[101], 导致各成分的模量逐渐趋向于某个
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中间值. 取最初测量值作为各主要成分的等效模量, 

则硅酸盐、碳酸盐、黏土、干酪根和基质的等效模量

分别为89.6, 65.8, 22.3, 9.2和12.3 GPa.  

本文基于卷积神经网络建立页岩样本细观结构

和等效模量之间的映射关系. 目前, 卷积神经网络已

被成功应用于机器视觉领域 . 图S6是一个基于卷积

神经网络的人脸识别应用. 研究发现, 该网络中的低

层神经元能够捕捉到细节面部特征; 中间层神经元

可以捕捉到较大的局部面部特征; 高层神经元则能

够捕捉到整体面部特征 , 即高层的神经元可以提取

更抽象的数据特征.  

受上述机理的启发 , 本文利用一个多层卷积神

经网络建立起页岩细观结构与等效模量之间的映射

关系, 如图6所示. 较低层的神经元可提取页岩模型

中细小的矿物分布特征; 中间层神经元可提取中等尺

寸的矿物分布特征; 高层神经元则记录了样本的整体

结构. 最终, 通过全连接层得到样本的等效模量.  

卷积神经网络的训练需要大量的图像样本, 但是, 

真实页岩样本的数量相对有限. 为此, 作者利用随机

建模方法创建了12000个随机样本 [102~104]. 使用其中

10000个样本训练网络, 使用剩余2000个样本进行交

叉验证. 图S7是2000个随机样本的等效模量分布.  

训练误差和迭代次数之间的关系如图S8(a)所示. 

由于权重和偏差的初始值是随机分配的 , 首次迭代

的误差较大 . 经过几次迭代后 , 训练误差迅速下降 . 

图S8(b)是交叉验证误差与迭代次数的关系, 误差在

50次迭代后基本收敛. 图S9是交叉验证误差的分布, 

大部分误差在2%以内, 平均误差为0.55%.  

完成训练后 , 该网络被用来预测真实页岩样本

的等效模量. 本文共使用500个真实页岩样本. 图7是

部分真实页岩样本的细观结构 , 真实样本中矿物成

分的分布和占比具有很强的随机性. 该500个真实样

本被输入训练好的网络 , 网络输出其对应的等效模

量 . 作者对比了该网络的预测结果与有限元计算结

果, 预测误差分布如图S10所示. 大部分预测误差在

3%以内, 平均预测误差为0.97%.  

本节提出了一种预测页岩等效模量的新方法 . 

该方法基于页岩SEM图像生成大量随机样本 , 并将

样本转换为有限元模型 , 再基于有限元分析获得其

等效模量. 随后, 该方法将样本的细观结构和等效模

量组合为训练数据, 训练一个深度卷积神经网络. 经

验证 , 该网络可以高效且准确地预测页岩样本的等

效模量. 另外, 该方法不局限于页岩材料, 还可以进

一步用于预测其他异质材料的等效力学性质.  

3  利用材料实验数据代替经验本构模型 

模拟仿真及实验技术的不断发展使材料响应数

据库的建立成为可能. 在这个背景下, 学者们提出了

基于“数据驱动”的计算力学框架 [ 8 5 , 1 0 5 ~ 1 0 9 ] .  例如 , 

Yvonnet等人[105~108]提出了基于数据驱动的材料均匀

化模型; Bessa等人[85]提出了一个数据驱动的计算框

架用于设计结构和材料 . 该框架提取用于描述微观  

 

图 6  (网络版彩色)用于提取细观尺度页岩样品特征的卷积神经网络结构 
Figure 6  (Color online) The convolutional neural network to establish the implicit mapping between the mesoscale structure of a shale sample and its 
effective modulus  
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图 7  (网络版彩色)部分真实页岩样本的细观结构扫描图 
Figure 7  (Color online) Several real mesoscale shale samples employed for modulus prediction  

结构、材料属性和边界条件的样本数据; 通过计算建

立其材料响应数据库; 结合机器学习算法构建起样

本数据的描述符与关注的材料属性之间的联系 . 该

框架可以进一步用于设计新的结构或响应模型. Liu
等人[109]发展了一套基于数据驱动的框架, 可高效准

确地描述包含复杂微观结构的非弹性材料响应. 

在力学研究中 , 一般基于实验数据建立起材料

变形与内力之间的唯象本构关系 . 在建立本构模型

时, 研究者往往提出经验参数, 通过构造显式函数拟

合实验数据. 但是, 拟合出的本构函数将不可避免地

丢失数据中蕴含的部分信息, 引入误差和不确定性. 

鉴于此, Kirchdoerfer和Ortiz[110~113]发展的连续介质计

算力学框架逐步受到关注 . 该框架基于材料响应实

测数据, 结合约束条件与守恒方程进行求解, 回避了

传统计算力学对经验性本构关系的依赖.  

该框架的核心是一个由材料响应数据驱动的求

解器. 该求解器在大量材料应力-应变实测数据中进

行搜索 , 在每个单元上迭代寻找一组满足总体优化

方程应力-应变组合.  

以一维桁架结构为例 , 该方法在每个单元上定

义了如下的罚函数:  
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结合平衡方程和协调约束 , 可以得到对于整个

桁架结构的优化方程:  
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求解器在整个桁架结构上找到一组满足优化方
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程的最优应力-应变组合. 如图8所示, Kirchdoerfer和
Ortiz[110~112]利用一维和三维模型验证了该框架的正

确性 , 并将该框架进一步推广到处理带有噪音的数

据及求解动力学问题.  

Kirchdoerfer和Ortiz[110~113]从全新的视角提出了

基于实验数据的计算力学框架 . 该框架不再依赖具

有显式表达式的材料本构关系 , 而将实验测定的材

料响应数据与传统的协调方程和平衡方程等相结合

进行求解 , 避免了提取经验性材料本构过程中引入

的不确定性, 具有很强的原创性和前沿性. 同时, 该

方法也存在值得进一步研究之处. 例如, 该方法使用

了类似于模拟退火的迭代求解算法 , 其计算效率值

得进一步探讨 . 另外 , 在拥有大量实验数据的情况

下 , 可以采用各种机器学习方法拟合出隐式的本构

关系 , 并结合传统的计算力学方法求解 . 相比之下, 

本节所述方法的优势值得进一步讨论.  

4  小结与展望 

机器学习和数据科学一般依靠大量数据作支撑,  

通过训练提取出数据内部蕴藏的抽象映射关系 , 近

年来得到了长足发展 , 受到计算力学领域研究者的

关注. 本文结合作者的相关研究成果, 初步介绍了机

器学习、数据科学与计算力学相结合的3种形式. 这

些结合形式从不同角度展现了大数据技术背景下计

算力学的发展方向. 例如, 第一种结合方式直接应用

卷积神经网络算法求解线性有限元方程 , 但该方法

的求解效率上还存在一定的提升的空间; 第二种结

合方式是通过深度学习建立起材料细观结构和等效

力学性质之间的映射关系 . 作者应用该方法成功建

立了预测细观页岩样本等效模量的卷积神经网络 ; 

第三种结合方式是建立基于数据驱动的计算力学方

法. 例如, 本文介绍了一种利用材料力学响应的实测

数据代替传统本构模型的计算力学方法 . 该方法提

供了一种将真实材料响应数据引入计算力学模型的

全新思路, 但其计算效率有待进一步检验.  

虽然尚存不足 , 以上工作仍在一定程度上反映

出机器学习、数据驱动与计算力学方法相结合的广阔

前景. 这些结合将给复杂材料和结构设计、材料本构

模拟以及高效计算力学求解等领域带来巨大机遇 . 

随着研究者的不断开拓 , 我们有理由相信未来将会

出现更多的结合和应用场景, 进而发展出更加强健、

高效和保真的计算力学方法.  

 

图 8  (网络版彩色)基于数据驱动的计算力学方法的验证算例[110]. (a) 一维线弹性桁架模型; (b) 三维线弹性模型 
Figure 8  (Color online) The verification examples of the data-driven method[110]. (a) One-dimensional elastic truss model; (b) three-dimensional 
elastic model 
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Summary for “机器学习与计算力学的结合及应用初探” 

Combination and application of machine learning and  
computational mechanics 
Xiang Li, Ziming Yan & Zhanli Liu* 
Applied Mechanics Laboratory, School of Aerospace Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China 
* Corresponding author, E-mail: liuzhanli@tsinghua.edu.cn 

With the steady development of computer science, machine learning and data science have made significant progress in 
recent decades. These techniques generally rely on a substantial amount of data samples to extract the abstract mapping 
hidden within the data. Hence, these technologies have gradually attracted the attention of researchers in the field of 
computational mechanics. Combining the recent studies of the authors and other researchers, this paper aims to interpret 
several forms of applications that integrate machine learning and data science with computational mechanics. In the first 
application, the core algorithm of the convolutional neural network is implemented to solve the linear elastic finite ele-
ment problem. A standard finite element equation is transformed into an optimization problem in this method. The 
method is verified by a plane strain linear elastic finite element problem. The method demonstrates promising accuracy 
by comparing the results obtained by traditional finite element solver. However, some limitations of this method need to 
be addressed. First, though the optimization process can be accelerated by GPU, the efficiency of the proposed method is 
still lower than most mainstream numerical solvers. And, the framework of convolutional neural networks requires that 
the input layer data should be a constant matrix. This is a major challenge for solving nonlinear finite element equations 
whose stiffness matrices contain variables. These are the issues worth considerations in future studies. In the second ap-
plication, a method is proposed to establish the implicit mapping between the effective mechanical property and the 
mesoscale structure of heterogeneous materials. Shale is employed in this paper as an example to illustrate the method. 
At the mesoscale, a shale sample is a complex heterogeneous composite that consists of multiple mineral constituents. 
The mechanical properties of each mineral constituent vary significantly, and mineral constituents are distributed in an 
utterly random manner within shale samples. Large quantities of shale samples are generated based on mesoscale scan-
ning electron microscopy images using a stochastic reconstruction algorithm. Image processing techniques are employed 
to transform the shale sample images to finite element models. Finite element analysis is utilized to evaluate the effective 
mechanical properties of the shale samples. A convolutional neural network is trained based on the images of stochastic 
shale samples and their effective moduli. The trained network is validated to be able to predict the effective moduli of 
real shale samples accurately and efficiently. Not limited to shale, the proposed method can be further extended to predict 
effective mechanical properties of various heterogeneous materials. In the third application, the authors discuss a da-
ta-driven computational mechanics framework proposed by Kirchdoerfer and Ortiz. The most outstanding feature of the 
framework is that explicit material constitutive equations are no longer required. More specifically, experimental material 
response data are employed in the framework to replace constitutive equations. Combined with traditional compatibility 
and equilibrium equations, the framework is able to find the optimal stress-strain combination from a material response 
dataset to best fit the current element. With this framework, the errors and uncertainties induced by the empirical consti-
tutive functions of traditional computational mechanics approaches can be avoided. The aforementioned applications are 
only the tip of an iceberg in the recent advancement of computational mechanics. Hence, researchers have reasons to be-
lieve that there would be more application scenarios that integrate data science and machine learning with computational 
mechanics in the future. Hopefully, computational mechanics methods with more robustness, efficiency, and fidelity will 
be developed. 

machine learning, data-driven, artificial neural network, computational mechanics, finite element method 
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