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摘要    通过左、右手坐标构架的对比提出了基于光程表示的广义折射率形式, 从而揭

示了为二次形式所掩盖的折射率的符号. 进而对 Fermat 原理进行了推广, 由此得到了折

射定律的一般表示. 在此基础上, 通过与 de Broglie 方法的类比, 并结合路径积分方法, 
对作用量原理与 Fermat 原理进行了对比. 
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在电磁学领域, Fermat原理是一个重要的变分原

理, 它是射线高频理论[1]的基础. 自 20 世纪 90 年代

以来, 郭弘[2], 曹清[3]和佘卫龙等人[4]在引入衍射射

线的基础上结合Born和Wolf对于光学的电磁理论工

作 [1], 通过定义不同的折射率对稳态光学系统中的

Fermat原理进行了一系列的推广, 这些工作均有益地

推动了Fermat原理的理论发展. 在文献[4]中, 作者定

义了新的折射率 G | |n = L为光学程函, 并以

此为基础对光束的发散和聚焦进行了分析, 这些工

作将有助于强光束传输及稳定性研究. 然而不难发

现, 前面工作具有一个暗含的前提, 那就是在理想情

况下对于电磁波传输问题, 前面工作所得到广义折

射率 Gn 非负值 , 这样显然缩小了问题的讨论范围 , 

从而不能有效地将近期所出现左手媒质的负折射问

题

对于  Fermat 原理, 普朗克在其著作中给出了不

同角度的论述, 其中普朗克主要通过经典电磁理论

分析了各向同性的均匀体光学, 晶体的光学及各向

同性体的色散之后, Planck 简要论及了 Fermat 原理以

及作用量关系, 在其后则集中对 Broglie 物质波的引

入进行了介绍. 在微观领域并不存在媒质中的不同

光子, 而且媒质这个概念也并不适合于微观领域, 有
必要从宏观的角度将最小作用量原理与 Fermat 原理

联系起来.  
, 其中L∇  

[5]考虑在内. 2002 年, Veselago (Veselago V G. About 
the wording of Fermat’s principle for light propagation 
in media with negative refraction index. 
arXiv:cond-mat/0203451, http://arXiv.org)以变分的角

度为出发点, 论述了负折射率在理想左手媒质电磁

波传播问题中的关键作用. 但是其工作未能对折射

率与媒质的电参数之间的关系作更进一步讨论.  

为了能使Fermat原理适用于更广泛媒质类型中

的强电磁信号或光束的传输等问题, 在这里将重新

考虑了左手和右手媒质的最初定义并对其进行了对

比, 进而在此基础上结合波恩等人[1]的工作对折射率

进行了重新定义, 由此得到了可以同时适用于左、右

手媒质的折射率, 进而得到了折射率可变稳态光学

系统的推广Fermat原理. 下文中通过经典电磁理论所

得到的广义折射率一般表述清楚地表明了媒质的电

参数(介电常数、磁导率)与左、右手情况时折射率负、

正特性间的关系. 另外采用推广的Fermat原理可以从

理论上清晰地给出对应的折射定律一般表述, 从而

可以对一般性问题进行了讨论. 通过与Broglie方法
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的类比 , 并结合路径积分方法 , 对作用量原理与

Fermat原理进行了对比. 

1  广义折射率的导出 
折射率是研究光或电磁波传播的重要特征参量. 

早期, 折射率是在实验基础上获得的. 而后随着电磁

理论的发展, 通过 Maxwell 理论使得折射率与媒质的

电磁参数联系起来, 从而进一步揭示了折射率的物

理本质. 为了定义一个同时适用左手和右手媒质的

折射率一般形式, 首先有必要对左、右手媒质的定义

进行一下对比. 在左手媒质中, 电场 E、磁场 H 以及

波矢量 k 共同构成左手系, 波矢量 k 与 S 方向相反；

而在右手媒质中电场 E、磁场 H 以及波矢量 k 共同

构成右手系, 波矢量 k 与 S 方向相同, 如图 1 所示.  
在对左、右手媒质定义的对比中, 可以发现, 左

手系和右手系表示了一组完全相对的概念. 因此在

左、右手系的对比中, 应该确立一个参考标准, 而功率

流显然是可以被采用的. 考虑到Born和Wolf工作[1]中

光线方程的形式, 并注意到曹清[3]、佘卫龙等人[4]学

者工作中有关折射率的物理意义, 于是就可以定义

如下形式的折射率 
  (1) G ˆ,n L= ∇ ⋅n

其中 为平均功率流的方向, 程函 L 为位置 r 的函数. 
该形式通过功率流与等相位面之间的方向对比, 可
以进一步刻画了媒质系统中相位传输与能量传输间

的内在联系.  

n̂

下面将对前面所定义的广义折射率具体形式进

行推导. 在通常情况下, 为了有效传输, 光学或电磁

系统总是尽可能的工作在趋近于理想的情况下, 因
此在具体理论分析中, 可以按照理想情况来考虑. 在
时域 Maxwell 方程组的基础上, 对于各向同性媒质中 

的电磁场量采用如下的复矢量形式 

 0
1( , ) [ ( , )e c.c.],
2

j tt ωω=F r F r +

0

 (2) 

其中 F0 为相应场量的复振幅矢量, j 为虚数单位, c.c.
为前面项的复共轭. 考虑到本构关系, 则可以得到如

下形式的频域 Maxwell 方程组 

 

0 0

0

0

0

,
,

( ) 0,
( ) 0.

j
j
ωε
ωμ

ε
μ

∇× =⎧
⎪∇× = −⎪
⎨∇⋅ =⎪
⎪∇⋅ =⎩

H E
E H

E
H

 (3) 

除了时谐因子为 e j tω 以外, 上式中的符号与文献[8]
相一致. 考虑上面方程组中的第二方程, 则时间平均

Poynting 矢量可以表示为 

 * *
0 0 0[ ( ) ( )

4
j
ωμ

= × ∇× − × ∇×S E E E E0 ].  (4) 

对于电磁场的传输问题, 所以如果考虑一般性传输

情况, 则线极化传输场中的电场复矢量 E0 可以表示

为 

 ( ) /
0 ( , ) ( )e ,j L cωω −= rE r e r  (5) 

其中c为真空中的光速, e为位置的实函数. 由于讨论

电磁传输问题, 因此凋落波, 衰减等情况并不属于上

面模型的分析范围, 本文主要针对媒质的电参数同

时为正或同时为负的情况. 如果将(5)式代入(3)式中

的第三式[4], 考虑到无耗条件, 于是在消去指数项的

基础上分离关系式中的实部和虚部 , 就可以得到

 同时考虑到如下矢量关系式 0,L∇ ⋅ =e

 / /( e ) ( )e ,j L c j L ce j L
c

ω ωω− −∇× = ∇× − ∇ ×e e  (6) 

以及三矢量叉乘的矢量公式, 通过一定的运算, 可以

得到理想条件下稳态传输系统中的时间平均

Poynting 矢量 
 

 
 

图 1  左、右媒质定义对比 
(a) 左手媒质中的波矢量与 Poynting 矢量; (b) 右手媒质中的波矢量与 Poynting 矢量 
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2| |

2
L

cμ
∇= eS  (7) 

类似的, 也可以通过磁场 /
0 e j L cω−=H h

2| | /(L∇h

ˆ,n

来表示, 其中

h 与(6)式中的 e 相对应, 为空间位置的函数, 于是

Poynting 矢量也可以表示为 . 在得到

Poynting 矢量后, 考虑前面题设条件, 就可以进一步

推得定义(1)式中所对应的单位矢量  其形式如下 

2 )cε

 | | | |ˆ ,
| | | |

Ln
L L

ε μ
ε μ

∇ ∇= = =
∇ ∇

S
S

L  (8) 

将其代入(1)式中, 就可以得到广义折射率的一般形式 

 G
| | | || | | |n Lε μ
ε μ

= ∇ = ∇ ,L  (9) 

从(9)式中可以方便的看到, 折射率的正负是由介电

常数和磁导率的符号所确定的. 为了获得(9)式的具

体表示, 我们可以从 Maxwell 方程组出发, 通过计算

和化简, 可以得到如下形式的 Helmholtz 方程 

  (10) 2
0 0 0.ω εμ∇×∇× − =E E

同理也可以采用磁场表示, 由于考虑到过程的简化, 
这里不再给出相应的形式. 为了得到 | |的具体表

示, 将(6)式代入(10)式中, 同时考虑如下矢量关系 

L∇

 / /( e ) ( )ej L c j L ca a a ja L
c

ω ωω− −∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅∇ − ∇ ⋅f f f f
 

(11) 
和 Maxwell 方程组, 通过分离相应的实部和虚部以及

一定的矢量运算和化简, 于是得到 

 

2 2

2
2

2 2

| |

( ) ln | | ( ) [( ) ln | |       ,
| |

L c

c

εμ
ε ]

ω

∇ =

⋅∇ +∇ ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ ∇+ e e e e e e
e

ε

(12) 
在上式中 , 用到了数学关系  

由于上式表示的是矢量模值的平方, 因此(12)式为正

定实函数. 于是考虑到矢量分析中有关矢量模值的

定义并将相应的模值代入(9)式中, 就可以得到广义

折射率的具体形式 

ln | | / , ( ).a a a a∇ = ∇ ∈ℜ

2 2
G

1/ 22

2 2

| |

( ) ln | | ( ) [( ) ln | |] 
| |

n c cε εμ
ε

ε ε
ω

⎧⎪= +⎨
⎪⎩

⎫⋅∇ +∇ ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ ∇ ⎪× ⎬
⎪⎭

e e e e e e
e

2 2

1/ 22

2 2

| |

( ) ln | | ( ) [( ) ln | |] ,
| |

c cμ εμ
μ

ε ε
ω

⎧⎪= +⎨
⎪⎩

⎫⋅∇ +∇ ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ ∇ ⎪× ⎬
⎪⎭

e e e e e e
e

 

(13) 
在上式中, 大括号内的表示式对应于矢量的模值, 因
此无论媒质的电参数正负如何, 显然根据数学分析

中平方根的定义, 该表达式应为非负. 而折射率的正

负完全由表达式 | | 决定. 在(13)式除了

包含媒质的电参数信息(即系统信息)外, 还含有电磁

信号的幅度信息. 对于空间可微的连续媒质, (13)式
给出了媒质折射率的一般形式.  

/ , ( , )a a a ε μ=

2  Fermat 原理的推广 
Fermat 原理有过多种表述, 但在光学和电磁学

中, 一般采用 Fermat原理的光程表示. 通过前面所得

到的折射率, 就可以通过如下的变分形式给出推广

后所得的 Fermat 原理 

  (14) G 0,
B

A
n dsδ =∫

其中 nG 为(1)式所定义的广义折射率. 该折射率可以

同时适用于左手和右手媒质, 因此上面的 Fermat 原

理被推广为可以适用于左、右手混合的稳态光或电磁

传输系统的形式. 
通常的射线光学理论 [1,7,8]是以电磁场传播的射

线理论为基础, 在高频近似的前提下对相关电磁问

题进行分析. 因此如果考虑几何光学问题, 则在高频

条件下可以由(13)式得到下面更为简单的折射率表示

式 

 2 1/ 2 2 1/ 2
G

| | | |( ) ( )n c cε μεμ εμ
ε μ

= = ,

),

/

 (15) 

值得指出的是, 上式中的括号标识出运算的次序, 因

此 , 无论媒质的电参量的符号如何 , 均有  

 这一结论与该根式表示程函梯度模值的这一物

理意义相一致 . 对于理想均匀各向同性左手媒质

 其电参数为常数, 于是可推导得到

媒质的折射率   

2 1/ 2( )c εμ

2 1/ 2) | |εμ μ

0.>

= −( 1, 1ε μ = −

n

0.c
G = 2 1/ 2( ) | | / (c cεμ ε ε =

μ = − <  该结果清楚的表明了左手媒质折射率中

负号的物理意义.  
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上面从Fermat原理出发简便的得到负折射的结

果. 接下来将对本文所定义的广义折射率进行更一

般性的讨论. 在此定义相应的衍射射线[2~4], 于是根

据矢量恒等式 并考虑广义折射率的定义

式 (1), 就 可 以 得 到 折 射 率 所 满 足 的 关 系 : 
 由于微分形式不能有效的处理分界面

( )L∇× ∇ = 0

0.G ˆ( )n n∇× =

T 处的突变问题, 因此仿照电磁场中处理边界条件

的方法, 利用折射率所满足关系的Stokes积分形式 

  (16) G Gˆ ˆ( ) d dn n s n n∇× ⋅ = ⋅ =∫ ∫b r 0,

) 0,

其中积分路径为  取极限  

 就可以得到折射定律的一般表示形式 
1 1 1 2 ,PQ Q P 1 1 2 2h PQ P Qδ = =

0,→

  (17) 12 G2 2 G1 1ˆ ˆ ˆ(n n n n n× − =

式中 是界面的单位法线, 由第一媒质指向第二媒

质. 当两种媒质分别为左、右手媒质时, 通过射线的

几何关系由上式即可得到负折射的结果. 事实上, 在
上面的分析过程中并未考虑媒质的具体情况, 因此

该分析过程以及由此所得的结果具有一般性.  

12n̂

Fermat 原理表示了等相位面的传播. 重要的是

Fermat 原理在本质上与 Hamilton 原理相关. 因此, 左
手现象的存在使得我们有必要重新认识等作用量面

的传输问题. 上面的工作表明, 等作用量面的传输方

向与功率流相关, 其本身具有相对意义. 前面理论分

析基于经典电动力学, 与简单的定义 a < 0, b < 0, 

0ab < 不同. 而且前面的推广对于进一步研究复杂

射线传输系统(包括慢波等系统)中强电磁信号的传输

有一定的理论意义. 
 

 
 

图 2  一般媒质分界面上处理方法的示意图 
 

3  Fermat 原理与最小作用量原理之对比 
在这一部分中, 将以前面所得广义折射率为基

础, 借鉴de Broglie处理物质波时的方法[7,9] (Kirilyuk 
P. 75 Years of Matter Wave: Louis de Broglie and Ren-
aissance of the Causally Complete Knowledge. arXiv: 
quant-ph/9911107, http://arXiv.org), 对简单媒质中

Fermat原理与最小作用量原理进行类比. 设工作频率

为 0 ,f  若 考定义真空中或介质中的媒质为 Gn 虑高

频情况,  Fermat原理可以表示为如下形式 

.  

 Gd 0n sδ =∫ ⇔
p

d 0c s
v

δ =∫ ,

0

0

,

 (18) 

其中 vp 为相速度. 由于这里所考虑媒质的电磁特性

为宏观特性. 因此, 定义一种与波相缔合的宏观粒子

态. 设待定常数α, 采用类似于 de Broglie的能量守恒

形式, 可以得到如下两个关系式 

  (19) 2
0 ,m c fα=

  (20) 2
a ,mv fα=

其中 和 分别表示真空和媒质类质量. 为了下面

表述的方便, 在此可以定义一种称为粒子态的类比

质量. 首先, 定义参量  则粒子态速度可以

表示为  将其代入(20)式, 同时与(19)式

进行对比, 则可以得到 

0m m

av c=

G/c c n′ =

p
2( ) / .v′

  (21) 2
0 G( ) ,m m n=

若以符号 表示, 则最小作用量原理的形式为 0E fα=

 0
ad d

a

fEmv s s n s
v c

αδ δ δ= =∫ ∫ ∫ d .

,

 (22) 

在上式中令,  其中 为一待确定

的常量. 则(22)式中最右边等于(18)式. 由此可以得

到常数  其中

0 / Constf cα =

0Const, 0

Const

α λ= λ 为自由空间中频率为 0f

的电磁波的波长. 而波长λ则为 

 
a

,
mv
αλ =  (23) 

上式与量子力学中物质波的定义形式相类似. 真空

中的类质量为  于是媒质中粒子态的类

质量为 
0 Const / .m = c

 
2

G( ) Const
.

n
m

c
=  (24) 

从结果上看, 上面定义是非负的. 由此, Fermat 原理

与最小作用量原理得到了一定的统一. 在非色散情

况下, 我们可以认为  va 等于群速度, 也等于相速度. 
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在一般情况下, 我们则仍然认为 va 直接对应于相速

度 vp. 由此可以总结为, Fermat 原理中的速度对应相

速度或等作用量面传播速度. 于是 Fermat 原理与最

小作用量原理在宏观上就得到了一定的统一.  
在相应的问题中, 能量是一个重要的量. 能量与

相位的区分是十分必要的, 即使在理想情况下也应

如此. 让我们考虑进一步的情况. 值得指出的是, 作
用量的运动通过作用量面的运动来描述. 从经典电

磁理论[12]可以知道, 相速度与能速度之间存在这样

的关系  在该关系中为了不致在后面

产生误会, 因此为相速度和能速度分别加上了模值

符号. 而该式又可以表示为 

2 2
p e| || | / .v v c n=

 
2

p e G
G

| || | cv v n
n

= .  (25) 

在上面等式两边同时除以折射率的模值. 则可以得

到 

 
2

G
p e

G G G
| || | ,

| | | |
n cv v
n n n

=  (26) 

考虑到广义折射率的定义式  其中 L 为光

程, 为平均功率的传输方向. 如果 和 两者方

向平行. 则折射率为 

G ˆ,n L= ∇ ⋅

L∇

n

n̂ n̂

 G

G
ˆ.

| | | |
n L n
n L

∇= ⋅
∇

 (27) 

将其代入(26)式中, 则可以得到 

 
2

p e
G G

ˆ| | (| | )
| | | |

Lv v n
L n

∇⎛ ⎞ ⋅ =⎜ ⎟∇⎝ ⎠
.c

n
 (28) 

上面的矢量关系可以表示为如下简单的标量形式 

 
2

p e
G G

,
| |
cv v

n n
=  (29) 

于是能速可以表示为 

 G
e

G G
.

| | | |
ncv

n n
= = pv  (30) 

通过上式 , 可以容易的得到  即能速非负 . 

如果进一步考虑粒子态速度与相速度的关系, 则粒

子态速度可以表示为 

e e| |,v v=

 G
a

G

| |
,

n
v

n
= ev  (31) 

将其代入前面的最小作用量原理的表达式中, 则可

以得到如下形式的变分原理 

 G

G

| |
d 0e

n
m v s

n
δ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ,  (32) 

在分析力学中, 可以知道对于理想系统作用量与能

量相关的 . 上面的分析与传统作用量理论相兼容 . 
Fermat 原理表明了等相位面的传输. 一个直接的问

题是 Fermat 原理与 Hamilton 原理在物理本质上相联

系, 而后者在其他领域有着极其重要的作用. 左手现

象的出现为我们提供了重新认识等作用量面传输所

能进行对比的对象. 这里的工作表明, 等作用量面的

传输方向与功率流相关. 而前面所定义的广义折射

率与程函方程相符合. 值得注意的是, de Broglie 在物

理本质上将 Fermat 原理与最小作用量原理进行了统

一. 然而在其理论中, 等作用量面速度与相速度一致. 
对于电磁媒质, 宏观的电磁现象需要经典电磁理论. 
为了区别能速和等作用量面速度, 这里采用了与 de 
Broglie相类别的方法. 采用所定义的广义折射率, 使
得 Fermat 原理与最小作用量原理在宏观的层面上取

得了一定的一致.  

4  基于路径积分的待定参数确定 
前面的分析得到了一些结果, 但在上一部分中

有一个细微问题仍有待解决, 即在上一部分中常量

Const 尚未确定. 对此, 下面部分将处理该问题. 首
先, 换一个不同的角度来考虑. 从分析力学出发, 可
以定义如下形式的 Lagrange 量为 

 2
a

1 ,
2

L mv=  (33) 

其中 m 为波的粒子态类质量, 该量包含了媒质和场

所构成的电磁系统的相关信息. 为了进一步讨论的

方便, 接下来不妨考虑一维的简单情况, 设坐标参量

为  于是就可以定义一个表征宏观电磁系统的

状态量

ˆ.zz=r
( , ),z tΨ  该状态量的变化特性可以通过下面

关系来表述 
2

0
0 0

d( , ) exp ( , )d ,
2 d

k m zz t t C j z t z
t

Ψ ε Ψ
+∞

−∞

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞+ Δ = ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∫  

(34) 
其中  按照与的量子路径积分相类似的处

理方法

0 .z z zΔ= −
[13], 则可以得到如下的Schrödinger方程 
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2

i
t k m z
Ψ∂ = −
∂ ∂

Ψ∂  (35) 
明了前面所建立的整个理论分析的一致性. 在此值

得注意的是, 通过上面的分析已经可以清脆的看到

这里的作用量原理和 Fermat 原理反映的是波的相位

特性, 而在实际认识中应将相位与能量分开来考虑.  
其中值得指出的是无论dt为正或为负并不影响整个

Schrödinger方程的推导过程 . 对于 ( , )z tΨ 本身可以

进行变量分离的情况, 则可表示为 ( , )z t ( ) ( ).z f tΨ ψ=  

如果问题为时谐形式, 按照量子力学中对定态问题

的考虑[12,13], 将其代入 ( , )z tΨ 中, 方程两边同时约去

时谐因子, 于是就可以得到 

5  结论 

 
2

02 2 0k m
z
ψ ωψ∂ +

∂
,=  (36) 

在此将前一部分中所得的 m 表示式代入, 则有 

 
22

0 G
2

( )
2Const 0.

k n
cz

ωψ ψ∂ +
∂

=  (37) 

通过两式的对比 , 显然当 时 , 上式即为

Helmholtz 方程 
Const 1/ 2=

 
22

0 G
2

( )
0,

k n
cz

ωψ ψ∂ +
∂

=  (38) 

本文通过左手和右手媒质概念的对比, 以功率

流为参考基准, 定义了新的折射率一般表示形式. 通
过结合经典电磁理论, 在保持数学上平方根定义的

情况下进一步得到了广义折射率的具体形式, 从而

使得相应的 Fermat 原理可以适用于左、右手混合系

统. 从折射率的表达式中可以清楚的看到, 媒质的电

参数介电常数和磁导率同时为负即会导致媒质的折

射率为负, 由此呈现出左手特性. 此外, 对高频情况

进行了讨论. 通过与 de Broglie 方法的类比, 将作用

量原理与 Fermat 原理进行了对比, 从而使媒质中的

两种形式得到了统一. 由于在前面的对比分析中有

一个待定常数需要确定, 为此采用路径积分方法结

合 Helmholtz 方程最终确定了该常数, 从而使 Fermat
原理的推广构成了相对完整的形式.  

则由此也可以确定,  前面所定义的

状态参量即为电磁场量. 而上面所得的这一结果表 

2
G( ) /(2 ),m n c=
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