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分子轨道图形理论的数学基础

张 福 基
( 哈 密 师 范 学 校)

本文证明了两个数学定理
。

用 以计算共辘分子的本征多项式
,

从而计算能级
.

其

中第二个定理首先由文献 仁l] 给 出
.

本文给出的两个计算共扼分子本征多项式的数学定理 (将原子改为顶点
,

键改为边 )
,

可用

以计算任何实对称矩阵的本征多项式
.

定理 2 是唐敖庆
、

江元生总结了大量算例而得出的 (见

文献 [ l] 定理 l ,

2)
,

我们所提供的新内容是给 出了多个杂原子配成的环对本征多项式的贡献
,

从而可以处理含任意多个杂原子的情况
.

定理 1 则完全是新的
.

一
、

基 本 概 念

定义 1
.

共扼分子的本征网络为一四元组

刀
:

= ( A
,

五
, 口

A 为原子集合
,

五为 A 的 (无序 ) 点偶集合称为键
, a

式定义

R >
,

为 五到一元多项式环 R 内的一函数
,

由下
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其中 小
,

是第 i 原子的尸二原子轨道
,

H 为哈密顿量
.

` , , ,

称键 (
; ,

月 的重量
,

代表相邻凡原子轨

道间的相互作用
. 。 , ,

中的积分则近似地反映 访
, 的能级

.

由于相邻的两个 尸二 原子轨道其相互

作用相同
,

有

a 12 = a 了1 1)
.

将各原子编号为 1
,

2
,

…
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相应共扼分子的本征网络 cN 的本征多项式定义为
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本文不文 19 7 6 年 6 月 l 日收到
,
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l) 只要满足此式的方阵其本征 多项式均可 用本文方法 i
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一定义 2
.

共扼分子本征网络之一键序列呈下形

( i
, ,

厂2 )
,

( 12 , 13 )
,

…
,

( i
* 一 , , i 、 )

,

( i 、
, i , )

,

左> 2 ,

且各顶点 i ; , 1 2 ,

…
, , * 互异

,

称为长度 冷之环
,

( i ,

约 称为自环
.

定义 3
.

共辘分子木征网络 N
:

一 <
、
了

,

了了
, 。 ,

R >之一子网络 N
:

~ <才
, , 石

, , a : , R )
,

指的

是 才
,

为左之子集
, 君

,

为顶点在汀 中的 石的一 个子集
,

且保持原有重量
,

即 :

` ,

( ( i
,

z ) ) ~
a

(丈
; , J ) )

,

( i
, , ) 〔 刀

, .

我们今后仍以
。 ,

表示子网络中之
。
( i

,

户
.

又若 刀
,

三 1/ ,

且 1/ 中每一顶点均为某键之端点
,

则称 N
:

为 N
:

之文撑子网络
.

定义 4
.

共扼分子木征网络从 之一支撑子网络称为线性的
,

着此子 网络之键构成且只构

成无公共原子的孤立键
,

自环与坏
.

定义 5
.

对任一共辆分子的本征网络 从 之一键之集合 石 ,

定义 了( 忍 ) 为 五中各键重量之

积
,

定义 6
.

从 为共扼分子本征网络 N
。

之一线性支撑子网络
,

瑞
` 。

为网络中所含有的 环 的

总数 N
,

中无公共原子之孤立键
、

环
、

自环之总数为 心
、 ,

则 N
,

之重量定义为
:

对 ( N
;

) ~ ( 一 1丫
万

2 `
’ N *

f (
,
·

) ! f (万 ) l
’ ,

其中
r

为从 中一切环所含键与自环的集合
, 石为 挥

:

巾一 切孤立键的集合
.

注意
,

坑 的重员一般为一多项式
.

例 :
茶的本征网 络

:
先对茶的各碳原子进行如图 1那样编号

.

于是
、
1 一 {1

,

2
、

3
,

…
、

2 0 }
,

z、 一 { ( l
,

2 ) ( 2
.

名 ,
( 3

,
4 ) (斗

,

1 0 ) ( 1 0
,

5 ) ( 5 , 6 ) ( 6
, 7 ) ( 7

,

8 ) ( 8
,

9 ) ( 9
,

1 0 ) ( 9
,

1 )全
,

厂
汗卜

2 月

川
,

邑
又岁卜丫

3
,

卜万 份
图 2

“ , , 一
`、
一 : , `。 ,

~ 口, i 件 , ,

分别由定义 1 中之积分给出
.

图 2 给 出了一个线性支撑子网 络

井标出了键之 亚 { , {
_ .

它由一环 ( 5
,

6 )
,

( 6
, 7 )

、

( 7
,

8 )
、

( 8
,

9 )
,

( 9
,

1 0 ,

) ( 1、、 ,
5 ) 二自环 ( z

,

1 )
,

( 斗
,

均 及一孤立键 ( 2
,

3 ) 构成
.

其重量为

弄z ( 刀
:

) 一 (一 l 丫2 `

尽
石

(
`:
一

x
)
才
月
才
一 2尽

含

(
。 一 x )

2
.

二
、

分 解 定 理

首先给 出属于 e o a t c : 一H o r o r y L,
, ` ; 自勺

.

引理
.

从 为一含 n) 京子的共扼分子的本征网络
,

则本征多项式 P N
~ (一 1 )

”

de :

凡 为 凡

一切线性支撑子网络重量之和
.

详言之有
:

,
少、
一 艺 (一 、 )

`· 2 `丸
:

, (
,
·

,
) : z( :

`
) l

乙 ,
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式中 N,
为 N

:

之线性支撑子网络
,

肠
*

为 N
,

中所含无公共原子的孤立键
、

环和自环的总数
, l从

为 N
,

中所含无公共原子的环的总数
, r , 为 N ; 中一 切环与自环

, 石 , 为 N ,
中一切孤立键

.

证
.

将 cN 对应于一 e o a t e s 图 G
:

(定义见文献 [4 ] p
.

1 4 2 )
,

将键 又
` ,

z ) 对应于边 ( i
,

j )
,

( j
,

1)
.

并令其重量为
。 i , ,

顶点集合不变
, 。 , ,

之重量亦不变
,

这样所得 COa est 图为对称的
.

在

此对应下一自环当对应于一有向自环
,

孤立键则对应于一有向环 ( i
,

i) ( j
, i )

,

iVc 中之一环则

对应于 G
`

中长度大于 2 之有向环共两个
,

这是因为在 c 。 。 es 图中
,

对应的长度大于二之有向

环可以有两种取向
.

由此导出了 N
。

的线性支撑子网络到 G
。

的 1

—
因子之间的一个一多对

应 (后者的定义见文献 } 4 ! p
.

143 )
.

若线性支撑子网络 N ,
中有 `

、

个环
,

则有 2伙 个 c oa est 图

中的 卜一因子与它对应
,

而各 l

—
因子重量是相等的

.

比较两者重量进而运用 oC at es 定

理川
,

即得本引理
.

迸而可证明下述基本的

定理 1
.

有
”
个原子的共扼分子本征网络为 N

r

~ 了刀
,

刀 , 。 ,

R )
,

i 。 了 为网络之任一 原

子
,

与 i 以键直接相连之原子记为 i ; , 1 2 ,

…
,
`

.

义
Z

在且仅在 左个相异的环
r , , r : ,

…
,
仪

中出现
.

今对本征网络进行下列步骤
:

1
.

将原子 i (因而过原子 i 之一 叨键 )自刀 中除去得子本征网络 N
` .

.2 将原子 i 与 i ,
(因而过它们的一 叨键 )自 N

:

中除去得子网络 从
, ,

l 一 1
、

2
,

…
,
人

3
·

将
: , , :

中各原子 (因而过它们的 一叨键 )自 N
`

中除去得子网络 iVc 、
。 , ,

l1) 一 1 , 2
,

…
,

友
.

气 一 (x 一 “ , *

)尸气 一 宝
。

:
, , 左

p : , 一 2

愚
(̀

, , , ,

) p一
, +

·

同前
,

厂(
,、 :

) 由定义 5 给出
.

证 依 弓1理
,

八 为 刀
。

之各线性 支撑子网络重量之和
.

今将 N
:

之线性支撑子网络分为

下述不相交子集
:

l
`

鸟
, ,

含有自环 (
: , 子

) 之线性支撑子网络
.

2
’

马 ( l ~ 1
,

2
,

…
, ,

) 为含有孤立键 针
,

i ,
) 之线性支撑子网络

.

3
’

双
+

(
, ] 2
一 l

,

2
,

…
,

左) 为含有环 心
,

的线性支撑子网络
.

将 口
。

中各线
J

胜支撑子网络之 自环 ( i
, 才

) 除去
,

显然得 戈
.

之一线性支撑子网络
.

反之
,

将

从 之一线性支撑 广网络加 上自环 ( i
, ;

) 得 鸟 之一线性支撑子网络
.

由 f 增加一自环
,

重量

之符
一

号改变 {1增加一因子 (
“

一
`
)

,

故么 中一 )LJ 线性支撑子网络垂量之和当为 (x 一
“

力岛
c 。 ·

对 2
`

中之集合 刃 ,

而
: 、

;
`

,

我们将其中任 一线性支撑子网络之孤立键 l(
。 ; , ) 除去

,

可 得 一

刀 之线性支撑子网络
.

反之
, 」

从
,

之一线性支撑 J’- 网络中加上 一孤立键 ( i
,

i /

) 可得 夕 ,
中之

一线性义撑子网络
.

由于孤立键数增加一
,

故重量应变号且增加一因子 嵘
,

.

因之
, 口 ,

中线性

支掉
一

J几网络 币欲之和当为 :

一
`

:
, , p 、

〔 , ,

l 一 1 , 2
·

一
`

·

对 :
`

中之集合 只
、 J

而
。

f
,

我们将其 l
一

扫任一线
J

卜!:.支掉
一

子网络中除去环
: , ) ; ,

得 Nc 、
。 :

之一线

性支撑 J二网络
.

反之
,

将 从
、 )

中之一线
J

性支撑子网络加上环
厂 、 ” 2 ,

得 双、 ” ,

中之一线性支撑

户网络
.

山 犷环数增加一
, , }次重量之符号发生改变 l上增加一因子一 2j (

,
· ,

、
, :

)
.

这样 岛、 中线



一
性支撑子网络其重量之和当为

:

一 Zf(
,
` , , ,

) 尸
、 。 + , , · , , , 一 1

,

2
,

一
女

·

将以上 岛口
l

…众
* *
重量之和相加

,

得本征多项式 尸、 ,

故定理 l 得证
.

值得指出的是
,

若原子 i 不在任何环中出现
,

则 称
。

的表达式中最后一求和号中诸项均不

存在
.

唐敖庆
、

江元生在文献 11 ] 中的定理 1
、
2所述的结果

,

在含有任意多个杂原子情况下
,

可综

合为下述形式
.

定理 2
.

含有
”
原子的共扼分子

,

其本征网络为 刀
:

一 争了
, 百 , 。 。 尺 )

,

( i
,

] ) 任万 为其任

一键
,

又键 ( i ,

)j 在且仅在环
; , , ; 2 ,

…
, ; * 中出现

.

今对本征网络进行以下步骤
:

l
·

将键 ( i
,

, ) 自 E 中除去
,

得网络 N
。 1 .

2
.

将原 子汉 A 与 ] 〔 A 自 A 中除去
,

(与 i ,
j 相连的键也自然从 百中除去 ) 得本征 网络

cN
2 .

王 将环 杭
。

之各原子 (因而与之相连的键 )自 A 中除去
,

得本征网 络 N 。
: ,

脚 一 1
,

2
,

…
,

左
.

于是有
处

p N

一
尸、

,

一 ,
, p一

2

一 2

恩
`(

/ 川
) p :

阴 、 2 ·

证 依引理
,

N N `

为本征网络 Nc 的各线性支撑子网络重量之和
.

今将各线性支撑子网络

分为三类不相交的子集合
.

1
’

口
,

键 ( i
,

)j 不在其中出现的线性支撑子网络
.

2
’

口2

键 ( i
,

)j 在其中出现为孤立键的线性支撑子网络
.

3
’

岛
+ :

含有环 `
,

的线性支撑子网络 ( 阴 一 1
,

2
,

…
,

左)
.

乌 中一切线性支撑子网络重量之和显然为 凡
` , ·

仿定理 1 的 2
’ ,

丫情形知
,

众 垂 量 之和

当为 一 “
沪性

2 ·

氏
+ 2

重量之和当为一 2j ( % ) 尸性 ,+)l
2·

三者重量相加
,

即得证本定理
.

值得指出的是
,

若边 ( i
,

)j 不在任何环中出现
,

则求和号中各项将消失
.

由于这里由本征多项式算出的结果直接就是分子轨道的能级
,

故本征多项式形状较文献

川中略有变化
.

事实上
,

在这里含
”
个碳原子的多稀烃之本征多项式

…
“

)
`

“
“

(` ’ 一 (

一…
…:

〔不
—

口 以 一 X

0

月

夕
。。
一 x 月

夕
。`
一 x

我们将 夕与 a
分别代表其相邻碳原子的相互作 用与碳原 F轨道能级

.

对文献 11] 中推理过程略加变动
,

用
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g
,

( 尤 ) ~ (
: 一 a ) g一

;

( 二 ) 一 夕
, g

n 一 2

( : )
,

[晋1
。

。

(
二 ) 一 艺

`

(一 1 )
· (

, 一
,
·

) !
,
·

! (
n
一 2 ,

·

) !
(
二 一 a

)
” 一 , r

召
, ,

:

此处 为不超过 冬之最大整数
,

与在文献 1[ } 中一样
,

它起着
“
积木

”
的作用

.

Z

由 犷在定理 2 中井不要求割断的键必须是碳原子之间的
,

故它的效能将更广泛
.

同时
,

对

文献 11 ] 中第四节的各例而言
,

定理 2 就给出了严格的依据
.

最后我们指出
, “
积木

”
不必一定

是碳原子烯烃链
,

只要它们以链状而存在 f 共扼体系中
,

若其相应参数为 , 及 刃 ,

则木征多项

式为 1 :

「刹
r

,

(
劣
) 一 艺

又若假定 g
。
( 、 ) ~ l

,
g
一 ,

(、 ) ~ 0
,

(一 1 )
,

·

) !\ “ 一一 产 / 二 f
`

_
~ 、 ” ~

仁丁厂甲一代不下丁 、 `

一
u 夕

了
一

二戈 n

一
` 7 少二

(
n

Zr刀2护 ,

则既满足 g
,

(幻 之递推式且对以后的运用也是方便的
.

三
、

例

以 F讨论含有多个杂原子的共扼分子
,

除前两个例子是文献 L川 中处理过的以外
,

其他情

形是只有一般形式下的定理 1 与定理 2 才能加以处理的
.

以后我们将 g
,

(约 简写为 g
。 .

例 1
.

多烯烃的杂原子出现在链的中间
,

两边的键 索量是 刃
,

轨道能级是 占
,

两边的碳链

长是 l ,

与 12 (图 3 )
.

可直接将定理 1 用于杂原子立得与文献 11 } 中一致的结果
,

即

p 、 :

一 (
x 一 占) g

, 1

、 , 2

一 刃,

(。
, 1一 1

9 , 2

+ g ,厂
1。 , :

)
.

例 2
.

含有一个杂原子的单环共扼分子相应参数为 刃
一

与 占
,

共含有
n
一 1 个碳原 子 (图

4 )
.

止卜叫卜一止 Nc O 功 〕 〕
肺

。 戊 入
、 ,

戊 :

图 斗

;创月定理 I F杂原子
,

注意到 从
2

与 从
.

中含碳原子数为
)I
一 1 及 凡 为空 图 ( g

。
一 l )

,

除去之环重量为 2刀2

夕一
, ,

立得

I气 一 ( x 一 泞 ) g,
:一 ;

一 2丫多
一 2
一 2才尸 一 2

.

此与文献 11 }一致
,

但推导较简捷
.

例 3
.

含有相邻二杂原子的多烯烃
,

其能级分别为 占与 , ,

与碳原子之间的键重 为 刃 与

丫
,

两杂原子之间的键重为 舀
,

两端碳链 长分别 为 l ;

与 12 (图 : )
.

川定理 Z f 杂原子之间的键
,

得

: 人
〔

一 「(
x 一 。 )、

/ , 一 、 ,
g

, ,一 ,

11( 工 一 。
) g , :

一 :
` ’
;

,
厂

;

] 一 `
“
:

, ,

g `
2·
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( 此处用到N
c,

中两子图的重量是文献 口 l 中之计算过的
,

亦可自例 1特殊化而得
.

例 1

中
,

令 12 ~ o ,

注意到 忍。 一 1及 g刊 ~ 0 ,

则得上式
.

)

例 4
.

含有相邻杂原子之单环烯烃共扼分子杂原子之能级分别 为 占与 二 ,

与碳原子之间

的键重为 刃与 丫
,

两杂原子之间的键重为 奋
,

环中含碳原子数为
刀 一 2 (图 6 )

l : 外 右 _ 矿
_

八
、 了

~ ~ ~ . 目O~ . 川卜 . 叫目口 . . 0口 . . . - 孟 , c

止一二嘴

式
.

~ ~ - - ~ O

。禹户匕呱

O
J ` 叽

/ 气芍厂丫 / 一、 厂一
℃

公
`

七 丈 七
Nc

,

戈 戈 戈

图 5 图 6

用定理 1 于杂原子 O
,

得

`
。

一 x( 一 a)r 性
。

一 丫袄
:

一 少炸
2

一 f(z
r

)e0

一 (
二 一 。

) L(
二 一 ; )岛

一 2 一 : 29
, 一 3 ] 一 : “ f 、 : 一 。 ) g

。 一 、
一 : “ ;

, ,一 4

]

一 心
2 9一 2 一 2刃刃

’

乙夕
, ,一 ,

.

注意
,

此例亦可对杂原子间之键
,

用定理 2 加以计算
.

例 5
.

含相间杂原子的单环多烯烃共扼分子
,

杂原子之能级分别为 谷与 .a

间的键重分别为 刃与 否
,

环在杂原子间两段碳链之长度分别为 l ,

与 12
, _

日
_

z ,
十 八

图 .7

其与碳原子

一
, , 一 2 ,

见

人

②
。

扔自自
“凡 弋 戊

1 .

凡
2

凡
,

用定理 1 “
消去

”
杂原子 O

,

得

气 一 (一
口

几
: 一 拭气 十 尸、

) 一 2成
,

·

)尸
、

~ (
二 一 ,

)上(
x 一 “ ) g

, ,

g , , 一 : ,

( g , :一 : 、 , : + g , 1

、 ,: 一 l

) l

一 乙
“
[ (

x 一 。 )豹尸
,肠

2

一 : ,

( g , :一 2 9 , : + 。 , ;一 ,
g , :一 ,

) l

一 乙
,

仁(
x 一 占) ;

, ,

g , 2一 ,
一 : ,

( 、 , ,一 :
: ,厂 ,

十 豹 : ,厂
,

) }

一 2刃z乙
,

夕
” 一 4

.

此处用到 氏
。 ,

一 g0 一 1
.

进而若用 g 一 ,
一 饥 可自上式引出 1 2

一 1
,

即两杂原子间隔有一

碳原子情形
,

此时有
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p刀
升一 (

x一a
) [ (

x一 。) g , ,

g ,

一 :
2

( 。
, 一 , 、 l 一

卜 、 ,
) l

一 乙
,
上( x 一 。 ) 、

, ,一 ,、 ;

一
, , , ( g

, ,一2。 ; 一

卜 、 , , 一 ,

) I

一 百
2

[贬x 一 占) g
, : 一 刀2 9 ,厂 ,

] 一 2 : ,

杏
,

夕
” 一 牛

.

例 6
.

含相间杂原子的多烯烃共扼分子杂原子之能级分别为 占与 a ,

其与碳原子间之键重

分别为
?
J与 叮

,

三段碳链之长分别为 l , , 12 与 13
,

见图 .8

消去 O
,

我们直接写出结果是

p 、 :

~ (
x 一 ,

) g
,、 [(

x 一 占) g
, ,

g , ,

一 : ,

( g
, 一 l。 , ,

+ g , 2一 :
g , ,

) 〕

一 互
,g ,厂

:

[ (
x 一 占) 、

, ,

豹
:

一 :
2

( 、
, t一 ,、 , 2 一

卜 g ,厂 ,豹
一

) }

一 梦gl
3

L(
二 一 “ ) gl

,

gl
:一 ;
一 : 2又g/

, 一 191 厂
;

一

卜 gj
:

91
2一2

) }
.

在计算中用到了例 1
.

例 7
.

含有相间杂原子于一个环上的双并环分子杂原子之能级为 占 与
a ,

与碳原 子 相 连

之键重分别为 刃与 乙
,

含杂原子的环有
n
~ l , 十 12 十 l ,

一

十 4 个原子
,

其中二个为杂原子
.

各

段碳链长分别为 l , , 12 , l : (图 9 )
.

今使用定理 2 消去二环之公共键
.

, 2

中
爪

卑
乙

李
一
2

凡 凡
2

多
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cN

、 .cN

p N
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一 夕沪性
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一 Z f (
,一) p 二

:

一 2了(
,
’

2

) l ’ 、
`、 ·

其中
: :

为 入
`

左边之含杂原子环
, ,

·

,

为右边之碳原子环 (其碳原子数为
,

动
,

了(
,
·

,

) 一 盯
2刃,

夕
, ,一` ,

f(
,
·

2

) = 夕
, , , .

八
“
可用例 5 加以计算

,

巧
: : ,

氏
: ;

可用例 6 加以计算
·

由此得下述表示式
:

尸二
:

一 ` 、 一 (T
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文 一 。 ) g , 1+ / 、 。 ,
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, 2+ , 7一 ,、 ,厂 1

) !

一 口
,

} ( , 一 。 ) :
, : + , : + , ,

、 , :一 ;

一
? ,’ (、 , .。一

, + , , ,一 ,
: , 2一 l

+ 、 , 、 , 3、 , :

、 , 2一 2

) }

一 2 : ,
乙

,

月
, , 十 , 了一6

一 厅
, 、

, , ,一 之

{ (
: 一 二

) :
, j

一

(
x 一 。 )、

, 、 :

一 、 ’

( 、
, : 一 ,、

一

+
一

、 , 2一 1。 , :

) }

一 盯
`
g , 3一 ,

{ ( x 一 “ ) g
, : 、 , 2

一 :
2

( g , 1一 , g , , 一

卜 、 , 之一 1
9

, 2

) }

一 9
2。 , : 上(

x 一 占 ) g ,: 、 , :一 ,
一 : ’

( 、 , ,一 , 、 , 2一 ,
一

十 ;
, :

g , ;一 :

) l } 一 2: ,

杏
,

尽
” 一` 、

,

尸
￡



国 科 学 19夕
` )年

一2 口
,”

{ (
x 一 a

)多
, : [ (

x 一 占 ) g
, ,

g , : 一 : ,

( g
, ,一 , 、 , 2 + g , : g ,厂

:

) }

一 ` ,
; , ;一 ,

l ( x 一 “ )、 , t

g
, :

一 :
,

( 。 , t一 l ; , 2 十 g , , 9
2 2一 1
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一 g
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f (
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, , 、 , 2一 ,
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,
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, :一 , 、 , 2一 ,

+ g , 1

9 , 2一 2

) } }
.

用类似的方法还不难处理含有相邻杂原子双并环共扼分子的情形
,

及二环均含杂原子的

双并环共扼分子
.

从上边的例子不难看出
,

定理 2 目前的形式所提供的新的一点是给出了含杂原子 (不只

一个 )的环对本征多项式的贡献
,

这一点如果不进行理论分析
,

其一般形式是难于想到的
.

在结束这些例子的研究时我们指出一点
,

由于在定理中碳原子并无特殊地位
,

故如果方便

时不妨用其他原子的链来作为
“ 积木

” .

如对三哇与四哩分子可用例 2 与例 斗的结果把碳原子

看成杂原子而把氮链看成
“
积木

”

二扛实上
,

若氮原子之能级为
a ,

它们之间的键重为 刃 ,

碳原

子与氮原子之间的键重为 g
,

碳原子之能级为
。 ,

则用例 2 可立即写出四哩分子之本征多项

式

p N :

~ ( x 一 a ) f
;

一 2 9
,

f
,

一 2 9
,: ” ,

其中

仁晋]
r

,

一 艺 (一 1 )
, ( , 一

,
·

) !
,

·

! (
n 一 2 ,

·

) !
(

x 一 。
)
” 一 2”刀”

飞

四
、

讨 论

1
.

木文的定理 1 运用有限多次可将任何含杂共扼分子的木征多项式算出
,

这可以对共扼

分子本征 网络的原子数 目进行数学归纳法而得到证明
.

比之用 aL p l二e 定理
,

我们的方法是算

法描绘简单
,

确定符号方便不易出错
.

2
.

本文两个定理可任意选用
,

对每一问题计算方法决不是唯一的
.

在分子比较小时
,

引理

也提供了一个计算本征多项式的方法
.

3
.

从数学角度来看
,

上两定理均可用代数方法展开行列式而得出
,

但证明冗长
.

作者对江元生
、

刘浩培
、

方谦逊 同志的帮助
, 飞笔致谢意

.
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