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广义李雅普诺夫函数的作法

联
( 中国科学院数学研究所)

摘 要

本文就李雅普诺夫第二方法的几何意义
,

从拓扑学的观点作了进一步地阐述 ;并

在广义渐近稳定的情况下
,

根据微分方程所定义的积分曲线的拓扑本质是正则曲线
,

应用文献 【l] 所 引进的度量概念
,

提供了一个构造广义的李雅普诺夫函数的方法
,

从

而进一步在理论上肯定了在广义渐近稳定情况下的李雅普诺夫函数的存在性
.

一
、

问 题 的 提 出

李雅普诺夫在他的著名论文
“ 运动稳定性的一般问题

”
中

,

为了解决未被扰动运动的稳定

性问题
,

曾提 出二种方法
.

其中著名的是李雅普诺夫第二方法 (或称直接法 )
,

它已发展成为今

天解决常微分方程稳定性理论的一种基本方法
.

这种方法的优点在于它不需要寻求运动方程

的特解或通解
,

而是寻求用以控制积分曲线动向的一类具有特殊性质的函数
.

用几何的观点

来看
,

就是归结于建立一族封闭的曲面 (在平面上就归结于建立一族封闭的曲线 )
,

它们包围坐

标原点
,

并且有这样的性质
: 积分曲线只能由外向里地与每一个这样的曲面相交

.

只要能用任

何方法确立了这种曲面族的存在
,

就能确定未被扰动运动的稳定性
,

近几十年来
,

世界上不少

的数学
、

力学及控制论等方面的工作者
。 一 ,1 ,

对李雅普诺夫函数的存在性从理论上进行了论证
,

以及针对一些具体的动力学系统作出所要求的李雅普诺夫函数
,

取得了一定的结果
,

但离完全

解决问题还差得很远
.

即使像常系数线性微分方程组这样一个系统的李雅普诺夫函数的存在

性及其具体的作法
。

表面上看来似乎是解决了
,

但实际上还存在不少问题
,

尚待进一步努力
.

二
、

预
·

备 知 识

1
.

正则曲线族

定义 1
.

考虑两弧段
沪户、

尸夕
,

尸、

尸
’

夕 令 f 是一个把弧 p Q ” P’ 夕
`

的拓扑满映射 (图 1 )
.

即

j ( p Q )

对此拓扑映射 f 而言
,

我们令

d ( j )

一 p
’

口
’ ,

f ( p ) ~ p
’ ,

,

f (夕) = 夕

~ u b 户( p ` ,

, ,

夜
,

:
。 p , 。 ,

P ; )
,

P ~ j ( p `

)
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.



户黔 百 , ` 门 勺军
-犷

.

孟 厂 、 以 一厂

. . . . ` . . . . 叼 . 口 . . . . . . 门 . . .

令
尸~ 、 尸、

、 尸 . 、 产一、 尸、 声
产 、

二 (尸Q
,

尸
’

g
`

) ~ a
(尸

`

夕
’ ,

尸g ) ~ 二 ( Qp
,

Q
’

p
’

)

表示是数 武 f) 的全体中的下界
.

因为对此两段弧之间不同的拓 扑映

射
,

就会有不同的 武 f)
.

这个数我们就称其为二弧段 之 间 的
“
跨度

刀

(s pan )
.

显见
“
跨度

”
有如下简单的性质

:

性质 1
.

如果 瘫演和 护苏
·

是两个弧段
,

且
。

(汤
,

。
马,) <

。 ,

士产厂
r

厂|寸
了"

产一
、 z 一~ 、 、 产尹一~ 、

.

厂

一
、

。 ( Q R
,

9
`

R
`

) < 8 ,

则 。 ( p g R
,

2

一
、

P’ r’ ) < 。 ,

Q位于弧段 可

尸
`

口
,

尺
`

) < “
.

内
,

则有一点

Z

一
、

性质 2
.

如果 a( .lP
,

少 位于弧段 P’ ;.’ 内
,

使

得
才洲~ ~ 、 尸 . 、

p
`

口
`

) < 。 ,
。 ( Q

,
·

,

产尸一~ \

。 ( P口
,

性质 3
.

对任意三个弧段

Q
` ,

· ’

) < 。
.

( 2 1 )

肠
沪口、 / 产~ ~ 、

z产~ 、 、 Z产 - 、 、

P’ 口
` ,

P’
,

p ,, ,

都有
产 . 、 尸

一
、 尸产~ 、 、 / 沪- ` 、

a
( p p

,

p “ 口“
) 基 。 ( 尸Q

,

p
`

夕
`

) + , ( p
’

夕
’ ,

p“ Q
` ’

)
.

( 2
.

2 )

因为
“
跨度

,
就是在拓扑映射下的欧氏距离

,

因此 ( 2
.

2 ) 式表示了三角形的不等式定理
,

即

二边之和大于第三边 ;只有当 p
,

P’
,

P’’ 三点在拓扑映射下位于同一直线上时
,

( 2
.

2 ) 式才能

取等号
.

定义 2
.

曲线族 {
、

乡产 } 是正则的
,

如果它满足下列两个条件 :

l) 族 {乡产 } 中任两曲线都不会相交
.

2 ) 任给
8 > o 和族 { j r } 中的任一条曲线

p
’

` c
’

( e
,

是族 不乡产 } 中的另一条曲线 )及 。 ( p
,

c 的任一段弧 P夕
,

就有一个 8 > O
,

使当

约 < 。
,

则就存在曲线 。
,

的一段弧

瓜
尸、 Z 产~ ~ 、

使得 武 p p
,

P’ 牙 ) < 。 .

由此可立即看出
,

当我们考虑

d x
,

了 ~ 戊甘
, , ’ . ` , 尤口 L̀ ~ 主 , 乙 , `

” ” 夕 ( 2
.

3 )

假定 X
,

( o
,

…

上连续
,

且满足

则 曲线族
.

,

o ) ~ o ( ,
~ l

,

…
, n

)
,

x
,

(
x : ,

…
, : 。

) 在区域

!
x `

! ( 五 (
,

~ l
,

…
, ,

)

L sIP hc itz 条件
,

那末由方程组 ( 2
.

3 ) 式所确定的积分曲线族 {
.

乡产 }
,

就是一正

因为由解的唯一性就保证了族 {
.

乡犷 } 中任意两条曲线不会相交 ;由解对初值的连续依赖

性就保证了正则曲线族定义 2 的条件 2 )得到满足
.

李雅普诺夫定理
.

如果对 ( 2
.

3 )式存在正定的函数
。

(
x , ,

…
, 七

。

)
,

它沿 ( 2
.

3)式的轨线所

作的全导数

d 。

右 a
。 、 , ,

不一 自成
` 八 ` !

… ,’x
·

夕

是负定的
,

则 ( 2
.

3 )式的未被扰动运动 。 (0
,

… 0) 是渐近稳定的
.

换句话说
,

即由 ( 2
.

3 ) 式所

确定的正则曲线族 { j 犷 } 的每条曲线 当
, 、 co 时都趋于原点 0

.

也就是说点 。 是族 {乡犷 }

的唯一的一个聚点
.
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我们现在考虑任一正则曲线族 {
.

乡z }
.

定义 3
.

如果正则曲线族 {了 }只有一个聚点 。
,

也即是族 {厌 } 中每一条曲线都趋

于点 0
,

那我们就称此点 0 是广义的渐近稳定
.

2
.

度量空间

从点集拓扑学知度量空间就是在一点集 S 中引进距离函数 p ( p
,

口) 后而形成的
.

当然

这里的距离函数 试 p ,

g ) 必须要满足

l) 正值性
:
试

x ,

力 一 。
,

当且仅当
x ~ .y

2 ) 对称性
: p ( y

, x
) ~ p

(
x ,

y )
.

3 ) 三角形不等式
: p (

x ,

z) 基 p x(
,

力 十 p 。
,

2)
.

定义 4
.

包含一个可数稠密子集的度量空间
,

叫做可分的度量空间
.

由于我们是以通常的欧氏空间进行讨论
,

在引进通常的二点之间的距离后
,

欧氏空间也是

度量空间
.

又因为在欧氏空间中以有理数为坐标的点
,

形成一个可数的无穷点集
,

而且此点集

在欧氏空间 中稠密
,

因此欧氏空间也就是一个可分的度量空间
.

三
、

广义李雅普诺夫函数的作法

设 R 表示我们所论及的欧氏空间
,

又令

应于子集的点
a ` ,

我们定义一个函数

f (
a ` ,

尸) 一

{
a ; , 口 2 ,

一 } 表示是一个在 R 中稠密的子集
.

对

1

l + p (
a , ,

p )
( 3

.

1 )

这里的 试
; ` ,

尸) 就 表示 R 中二点
a ` ,

和 尸之间的欧氏距离
.

显见如此定义的一个函数是一

个连续函数
.

它具有性质
:

l ) o < 了(
a , , 尸) 墓 一

2 ) If (
a ` ,

p ) 一 f (
a i

,

尸) ! 呈 ! p (
a ` ,

尸) 一 p (
二 ,

,

p ) 1鉴 夕(
a ` , a ,

)
.

·

我们现在考虑一族正则曲线 {
,

乡z }
.

假定这正则曲线族仁乡r }在整个欧氏空间有定义
.

为

了便于把问题说清
,

亦像李雅普诺夫建立运动稳定性理论时
,

在局部小范围的初始扰动情况下

考虑间题 ;然后再把他的定理推广到全空间
.

这里分为两步 : 首先就局部空间来讨论问题
,

然

后再全空间
.

因此我们现在就 R的有界域上来讨论所考虑的正则曲线族 { j 犷 }
.

令 c 是 仁乡产 }

的一条曲线 (图 2 )
,

p 是曲线 c 上的一点
,

当 尸在曲线 c 上变动时
,

根据 f (
口 ` ,

尸) 的连续性
,

t(
4 ` ,

)P 在这个有限域的一曲线 C 上
,

一定存在一个最小上界
.

此时我们在曲线 C 上定义一

个函数
;

.

( c ) 一 最 ,J
、

上界 r (
; , ,

。 ) 一 最
灯

界 r (
a ` ,

。 )
J 入

心

~ 上界 ! f (
a ` ,

p ) 一 f (
a ` ,

夕) {
.

尸
一

Q〔 C

然后我们作函数

·
( C , 一
粤多

; `

( c ,
·

根据我们的作法
,

在曲线 c 上定义的函数
。

( C ) 有下列性质
:

l) 当曲线 C 蜕化成一点 p 时
,

显见由于所有的
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丫了

若 C

八叫到彭妇引卜万儿

l
r`、、

!
肠讼刀了

c2

图 3

产`

( c ) ~ o

2 )当 C ;

〔 C Z,

C : , e :
是曲线

图 4

2
,

… )
,

故
。

( c ) 一 0
.

c 上的两个子弧段 (见图 3 )
, C ;

铸 zC
.

去
,“ ( c

l

, <
馨岁

;
`

( C Z
,
·

艺间由于

故

3 ) 当

4 ) 当

弧段 (见图

拼
:

( C】

) 基 产
:

( C Z

) 今

,
( c :

) < ,
( e Z

)
.

云
,

~ 开弧段 c :
+ 两端点时

,

显见
。

(乙 ) ~ 。
(矶 )

.

c ,〔 。 。

( c Z
)

,

这里
, :

( c Z
) 表示弧段 c :

的
6
邻域

,
C

: ,

C:
都是同一曲线 c 上的

4 )
,

则
,

( e ,

) < 。
( C Z

) + 2 0 .

证
.

考虑一固定的 i
,

任取 C :

的一点 P
,

由于 C ,

在 C :

的 8
邻域内

,

因此在 c Z
定可取

到一对应点 P’ 〔 c Z ,

使 成 p
,

P’ )基
。 + 夕

,

其中 夕> o 是一个充分小的正数
,

使得对某个小

的
。 > 0

,

有

If (
a ` ,

p ) 一 f (
a ` ,

p
’

) ! < ￡ 一 a .

( 3
.

2 )

只要使所取的点 p 和 P’ 之间的欧氏距离充分小 (注意到 t(
。 ` ,

约 的连续性 )
,

就可保证上二

不等式同时成立
.

把不等式 ( 3
.

2 ) 改写成

一 (
。 一 a) < f (

a ` ,

p ) 一 f (
a i ,

p
,

) < 6 一 a .

( 3
.

3 )

当我们取此不等式的右半部时
,

即得

f (
。 ; ,

p ) < f (
召 ` ,

p
’

) +
￡ 一 。

冷 U b
P 〔 c r

j (
a , ,

产) < U b
尸, 〔 C ,

f (
a ` ,

p
’

) + “ 一 a ·

( 3
.

斗)

我们再取不等式 ( 3
.

3 )的左半部时
,

即得

f (
a ` ,

尸
’

) 一
6 + 。 < f(

a , ,

尸)

、 L b t (
a : ,

P
,

) 一 ￡ + a <
P , 〔 C ,

_

L b
尸 〔 C ,

f (
a ` ,

尸)
,

( 3
.

5 )

由 ( 3
.

4 ) 与 ( 3
.

, ) 式得

U b f (
a ` ,

尸) 一
尸 〔 C -

L h
尸 L c ,

f (
。 * ,

p ) < U b
p , 贬` ,

j(
a , ,

尸
’

)

一 L b
尸 , 〔 c -

< U b
护 , 〔 c 里

f (
a ` ,

尸
`

) + 2 。 一 Za

f (
a : ,

尸
`

) 一 L b f (
a ` ,

尸
`

) + 2。
尸 , 〔 C ,
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冷 , “ ( e :

) < 声̀ i

( C z
) + 2。

,

岁
;

`

( C l

, <
蕙去

; `
( c Z

, 一

十 2 6万间睁

故
,

( c :

) < ,
( c :

) + 2 0 .

由于 “ 是任意的
,

这个性质说明了函数 代 c ) 是 c 的连续函数
.

5 ) 如果 c `
c 仇

,

且 c Z
上有一点至 C :

的距离为 d
,

则
。

(仇 ) < ,
(仇 )

.

证
.

这里 c : ,

c :
是曲线 c 上的子弧段见图 ,

.

注意一个点到一段曲线的距离就是此点至这

段曲线上的所有点的欧氏距离中的最小者
, p 饭几

,

d > 0
.

因为 C :

C C Z ,

对每个 i 自然就有 片 (口 )墓脚 ( c Z

)
.

根据我们的假定 知
,

点 列 { al
,

a Z ,

… } 在 R 中稠密
,

因此存在一点
二 ` ,

使 , (
· ` ,

p , <

普因此

f (
a ; , 尸) ~
护〔 C *

1

l + 户(
a ` ,

尸)

1

1
i 月一 — a

而另一方面 p a(
` , , 、 、 2

,

L I夕 户沪 — a ,

3

故 f (
a ; , q )
q 〔 C l

1 一
二二二二

一
<、

1 十 P又a i ,

q )

1

2
1 ~ 1一

—
a

一

1 _ 1 一
才《 汾 ; ,

a ) < {

一
` 瑞

—
、 、

· “ ;

介一
`

二 2
, · , .

1
i 月卜 — a l , 一

— 场

f (
a ; ,

p )
,

p 〔 C 全

因此 u b f (
: ` ,

夕) =<
叼 〔 C -

U b f (
a ` ,

P )
.

尸〔 C -

对此 i 而言
,

我们有 拼`
( c ,

) < 拌`
( c Z

)
,

故

.

,
( c 、

) < 。
( C :

)
.

这个性质说明函数
,

( c ) 是曲线 c 的单增函数
.

综合上述的讨论
,

在正则曲线 C上我们所作

得的函数 式 C ) 是一个连续单增的正函数
.

当曲线 c 蜕化成一点时
,

函数
“
才取零值

.

下面我们就利用这个函数来作我们所要求的广义的李雅普诺夫函数
.

我们考虑一正则曲线族 {乡产 }
.

定理 1
.

假设空间 R 的一点 。 是此正则曲线族 {乡z } 的唯一的聚点
,

则就平面而言
,

必

存在包围点 O 的闭曲线族
,

且此闭曲线中任意两条都不会相交
,

并且每一条闭曲线与正则曲线

族中每一条曲线只相交一次
.

就空间而言
,

亦有类似的结论 : 即必定存在包围点 0 的闭曲面

族
,

且此闭曲面族中任意两个曲面都不会相交
,

并且每一个闭曲面与正则曲线族中每一条曲线

只相交一次
.

证
.

1) 由假定点 o 是正则曲线族 {萝 }的唯一聚点
,

我们利用前面对函数 式 c ) 的作法
,

从点 。 开始沿着每一条正则曲线 C 来作函数
。

( c )
.

根据上面的作法知函数
,

是 C 的连续单

增函数
,

且当 C 蜕化到仅有一点 o 时
,

函数
t,
才取零值

.

由于这种作法对正则曲线族 仁乡r } 中
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灯一厂

图6

lll

于
··

仟一条都行得通
.

也就是说
,

由聚点 0 开始
,

在正则曲线族 {
`

罗产 } 上
,

我们作出了一个连续单
一

僧的正函数
,

( C )
.

由于我们现在都是从 口 点开始
,

沿着每一条正则曲线 c 作出函数
,

因此可

把函数记为
。

(玛
,

其中 p 为 C 上任一点
.

下面分两种情形来证明
:

。
( p ) ~ K > o (常量 )

.

就平面而言
,

它表示一条围绕原点 。 的闭曲线 ;就空间而言
,

它表示一个围绕点 。 的闭曲面
.

2 ) 首先就平面的情形来证明
.

这里我们分两步来进行
.

i) 假定我们所考虑的广义渐近稳定域如图 6 所示
.

由函数
,

(尸) 的连续性知
,

在此域的

边界 B (边界 B 是一个闭集 )上必能取到下确界 ￡> 0 ,

因此就取常量 K 满足 。 < K < 1
.

我

们要证明的曲线
,

(尸) ~ K 是一条围绕 。 点的闭曲线
,

其中 K 就是指 。 < K < l中的值
.

由于函数
,
在聚点 。 取零值

,

在边界上取的函数值满足不等式
,

( p ) }
尸 〔 。

) z > 0
.

在每一条正则曲线上必存在一点 p
,

使得函数
,
在弧段 0 尸 上取值为 K (见图 6 )

,

即
。

(约 一

K
,

这一点根据
。 的连续性

,

一定能办到
.

故曲线
。

( )P ~ K 交正则曲线族 {方犷 } 于
“

等

距
” .

亦即是说曲线
。

(尸) ~ K 与每一条正则曲线都相交一次
.

ii) 现证明此曲线一定是围绕 0 点的闭曲线
.

由于曲线
,

(尸) ~ K 与每一条正则曲线都

相交
.

因此不妨就假定 城 )P ~ K 与正则曲线 C
、

相交于 P
,

点
,

那末由 尸,

点出发
,

曲线

城约 ~ 尺 与正则曲线族中每一条都相交
.

如果此曲线
,

(尸) ~ K 往下再与 c :

相交一次
,

而

且交点与 p 、

点重合
,

那末我们就证明了 试玛 ~ K 是一条绕 。 点的闭曲线了 (见图 7 )
.

要证明这一点
,

首先要证明曲线 式即 ~ K 必定要与正则曲线 c t

相交第二次
.

用反证

法
:
假设

。
(约 ~ K 除了在 p ,

点与 C :

相交一次外
,

再不与 C :

相交了
.

由于 C ,

上的点

都是常点
,

在正则曲线 C :

的任何小的邻域内
,

都有曲线
。
印 ) ~ K 与正则曲线族 { j 犷 }相交

的点存在
,

因此在曲线 c ;

上必有一点 0P 作为曲线 城玛 ~ K 的极限点
.

即 il m叹 )t ~ 0P
,

见图 8
.

不妨假定点 几 位于弧 。 尸,

的外侧
,

那末根据
。

的作法知
,

Z沪户、 、 /
.

~
、

、

,
( o 尸1

) < 。
( o 氏 ) ~ K 。 ,

z

一
、

可是
。

( o 尸,

) ~ 。
( lP ) ~ 。

(尸) ~ K
,

故 K < OK
.

但根据 《 玛 的连续性知

入 ~
。

( p l

) 一 il m ,
( P ( t ) ) ~

。
( li n l 尸( t ) ) ~

。

( 0P ) ~ 0K
,

即 g ~ 从
.
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因此导出矛盾
,

这就说明曲线
,

(尸 ) ~ K 必定要与 c l

相交第二次
.

不妨假定
,

(约 ~ 尺 除

了与正则曲线 C :

相交点 尸:

外
,

再相交于 已 点 见图 .9

{

图 8 图 9 图 1 0

我们现在就来证明 几 点与 P
,

点重合
.

/ 沪 . 、 、 z 沪~ ~ 、

假设 几 点与 p ,

点不重合
,

不妨假定 o p ,

c o 已 (反过来亦可 )
,

则根据函数
。

( C ) 的

单增性
,

我们有
Z

一
、

、

,
( o 几 ) 二

,
(尸

:

) < ,
( o ZP ) ~

,
( 2P )

,

可是 p ,

与 几 二点都位于曲线
,

(玲 ~ K 上
,

因此就有
。

(尸
1

) ~ 。
(几 ) ~ K

,

从而导出矛盾
.

点 p ,

与点 已 必定重合
.

这也就是说
。

(约 ~ K 是围绕点 。 的一条闭曲线
.

再由
,

的单增

性知
,

闭曲线 式约 一 K > 。 与每一条正则曲线 c 只交一次
.

我们把此闭曲线
。

(约 ~ K 记

为 A
.

也就是说在此闭曲线 A 上
,

我们定义了一个函数
。 ,

它的函数值就是常数 K
,

即 。
( A ) ~

K
.

此函数有下列性质
:

1。

从点 0 开始
,

沿着正则曲线 c 向外扩张时 (即把从点 。 出发的任一条正则曲线当作一

个集合
,

从点 。 开始沿着任一条正则曲线
,

此集合由小变大 )
,

函数
。

( A ) 是连续单增
,

亦即是

说
: 如果 A ;

C 刀 2 ,

A : ,

A Z

是两条绕原点 。 的闭曲线
,

那末就有
。

( A ,

) < 。
(成 )

.

2 “

特别当正则曲线 C 蜕化到仅有点 。 时
,

此时闭曲线 A 也就收缩到点 O
,

那末
,

( 0) 一 。
.

由函数
。

( A ) ~ K 所确定的曲线是一族围绕聚点 。 的闭曲线
,

此族闭曲线即具有定理所

要求的性质
.

3 ) 至于空间情形
,

我们只要证明
,

(尸) ~ K 表示一张围绕原点 。 的闭曲面就可以了
,

其

它的论证与平面情形相同就不再重复
.

注意此时 K 取 。 < K < l 中的值
,

而 l 是函数
,

(尸) 在一个有界方体的边界上所取的下

确界
.

针对给定的 K 值
,

我们总可取 K
,

> 0
,

K
Z

> 0 ,

使 。 < K
,

< K < K : < 1
.

根据
。

( 0) ~

0
,

及 ,
(玛 是连续单增的函数

,

故
。

(约 < K
,

确定了一个以点 O 为中心的单连通开球域 ` : ,

同理
。

(玲 < K :
亦是一个以点 0 为中心的单连通开球域 G Z ,

且 G ;

c ` 2 ; 因此由函数
。
的连

续单增性知
,

从域 ` ;

过渡到域 场
,

必定存在单连通的闭集 A (它作为闭球域
。

(约 《 K 的边

界 )
,

使得函数
以

在此集合上取值 K
,

也就是说
。

(尸) }
; 。 , ~ K

.

因此 《 尸) ~ K 表示了一张

围绕原点 。 的闭曲面
.

定理证毕
.
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从作函数
,

( c ) 的过程中看出
,

当我们把
,

( C ) 单位化后
,

可进一步的扩大稳定性区域

到最大限度
,

这样作法
,

并不会改变
,

( C ) 的所有性质
.

如果我们把上述闭曲线 A (或闭曲面 ) 与曲线 c 相交的一点函数值 t,( A ) 就定义为曲线

c 由此点到聚点 。 的距离
,

那末闭曲线
,

( A ) ~ K 与正则曲线族 {厌 } 的每一条成
“ 等距

” 相

交
.

因此函数 t,( A ) 就具有李雅普诺夫渐近稳定性定理中所要求的定号函数的性质
,

虽然我

们这里并未证明函数
r,
具有可微的性质

.

也可能函数
。
除了我们已证的连续单增性外

,

就是

没有别的性质
.

因此我们就把这样的函数
,

( A ) 称为广义的李雅普诺夫函数
.

上面仅就李雅普诺夫意义下的渐近稳定性
、

也就是在局部小范围的渐近稳定情况下
,

针对

具有唯一的一个聚点 0 的正则曲线族
,

将我们所要求的广义李雅普诺夫函数作出
.

如果我们考虑未被扰动运动是全局稳定
,

也就是对任意大的初始扰动
,

结果相空间的积分

线当 t * co 时仍趋于原点
.

也就是说此时我们考虑的正则曲线族 硬雳 1在全空间只有一个
·

聚点 0
,

那末我们是否能作出上述同样性质的广义李雅普诺夫函数呢? 回答是肯定的
.

虽然正则曲线 c 在全空间都有定义
,

但我们前面引进的函数

f (
a ` ,

尸) ~
1

l + 夕 ( a ` ,

P )

在曲线 c 上仍是有界连续
,

这里 尸是正则曲线 c 上一点
, C ,

{乡r }
,

o
, , ` ,

… 等记号的意义

仍同上
,

因此只要在 ` 的任意一段闭弧上 (从聚点 口开始 )
,

函数 厂(
a ` ,

尸) 仍存在最大值和最

小值
,

所以我们仍旧照样的定义函数
产i

( c ) ~ 最小上界 f (
a ` ,

尸) 一 最大下界 f (
a ` , 尸)

~ 上界 } j (
a 、 ,

尸) 一 f(
a ` ,

口) !
.

P
,

口〔 心

同样我们作

·
( C , 一馨岁

; j

( C ,
·

因 f (
。 ` ,

口) 满足不等式
:

故

o < f (
a ` ,

Q ) 基 l
,

拌 ,
( C ) 三 上界 l (

a ` ,

P ) 压 l

水 , 一菩知 c() “
粤劳

一 `
·

因此我们仍可像前面一样的证明
,

( C ) 是确定在 C 上的一个连续单增函数
.

当曲线 C 蜕化到

只有一聚点 。 时
, ,

( c ) !
。二 ~ 0

.

且
。

( C ) ~ K > 0 (常数 )时
,

仍表示一条围绕聚点 。 的闭

曲线 (空间情形就表示一张围绕原点 。 的闭曲面 )
.

最终仍旧得到上述定理的结论
.

当我们看到微分方程所定义的积分曲线的拓扑本质是正则曲线时
,

如果未被扰动运动是

广义的渐近稳定
,

也就是正则曲线族存在唯一的聚点 0 时
,

那末从拓扑的观点来看
,

李雅普诺

夫渐近稳定性定理中所要求的李雅普诺夫函数的存在性问题
,

也就是闭曲面族 (平面上的闭曲

线族 )的存在性问题
,

从理论上就完全予以解决
.

最后要说的是李雅普诺夫渐近稳定性定理的逆转问题
,

曾引起世界上不少常微分方程工

作者的重视
.

在这方面首先作出贡献的是 J
.

L
.

M~ ar
,

他在 19 4 8 年证明了一个引理闭
,

建
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立了李雅普诺夫函数的存在性定理 ;在 19 5 5年又证明了一个引理 [3 J,

获得了更好的结果
.

此

外文献 曰一 6] 就李雅普诺夫函数的存在性间题
,

作 了不少的工作
.

所有这些工作的实质是针

对不同的动力系统去确立一族控制积分曲线动向的
,

围绕原点的封闭曲面族 (对平面而言就是

封闭曲线族 ) 的存在性
.

因此从这个意义上来看
,

他们的结果应统一在本文所得定理的结论

下
.

也就是说
,

从微分方程所定义的积分曲线是正则曲线这一拓扑观点来看
,

我们的定理概活

了他们的结果
.
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