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摘要 距离平方函数是最优传输问题中最重要的成本函数之一, 它在许多领域都有着重要的应用. 本

文简要介绍在该成本函数下的最优传输问题, 包括解的存在性、正则性、部分正则性以及相关的自由

边界问题.
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1 引言

最优传输理论, 也称为 Wasserstein 距离或 Monge-Kantorovich 问题, 致力于研究如何在两个概

率分布之间找到最优的映射方式, 以最小化某种成本. 这个理论的起源可以追溯到 18 世纪的数学家

Monge [29], 但在 20 世纪得到了 Kantorovich [21, 22] 及 Kantorovich 和 Rubinshtein [23] 等数学家的进一

步发展.最优传输理论在多个领域中都有广泛的应用. 在图像匹配、图像合成和图像编辑方面,最优传

输理论有着显著的影响. 通过将两个图像之间的差异建模为概率分布, 并使用最优传输方法来找到最

佳映射,可以实现图像风格迁移、图像去噪和图像配准等任务 (参见文献 [24]). 在分布匹配、生成模型

和域适应等领域, 最优传输理论被用于解决数据分布之间的匹配和对齐问题. 这在领域适应、迁移学

习和生成对抗网络 (generative adversarial network, GAN) 中发挥了重要作用 (参见文献 [1, 12]).

最优传输理论的核心思想是考虑如何将一个概率分布的质量以最小化总的运输成本从一个位置

运送到另一个位置. 这可以形式化地表述为如下问题: 给定 Rn 上的两个分别集中在 Ω 和 Ω∗ (Rn 中

的有界开集) 上的概率密度函数 f 和 g, 以及一个成本函数 c : Rn × Rn → R, 是否可以找到一种映射
方式 T , 将 Ω 中的质量分配到 Ω∗ 中, 使得总的运输成本最小化? 这可以表示为以下最优化问题:

inf
T♯f=g

∫
Rn

c(x, Tx)f(x)dx, (1.1)
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这里记号 T♯f = g 的含义是 T 保测度,即对于任意 Borel集 A ⊂ Rn 有
∫
T−1A

fdx =
∫
A
gdx.这个问题

的解决有助于理解和优化资源分配的方式, 以及如何量化两个分布之间的相似性或距离.

最优传输问题解的存在性在 Kantorovich、Brenier、McCann 等数学家的努力下已经有相对比较

完善的理论. 但关于一般成本函数的最优传输问题解的正则性结果几乎没有进展, 直到 2005 年, 解的

光滑性条件才由 Ma 等 [26] 找到, 被命名为 Ma-Trudinger-Wang (MTW)条件, 它给出了光滑解存在的

关于成本函数的充分性条件. 之后, Loeper [25] 构造了一些例子, 表明 MTW 条件也是必要条件. 在最

优传输理论及其应用中, 距离平方函数 (即 c(x, y) = 1
2 |x− y|2) 是最重要的成本函数之一. 本文将重点

介绍在这种情形下最优传输问题解的存在性和正则性理论. 关于最优传输问题的更广泛理论和应用,

可参见文献 [30, 35,36] 以及其中的相关文献.

2 解的存在性

由于缺乏紧性, 最优传输问题 (1.1) 的解的存在性并不显然. 事实上, 假设 {Tk} 是一个极小子序
列, 即 ∫

Rn

c(x, Tkx)f(x)dx → inf
T♯f=g

∫
Rn

c(x, Tx)f(x)dx, k → ∞,

先验来看并不清楚 {Tk} 是否有收敛子列. 直到 1942 年, Kantorovich 提出在测度意义下的传输方案

中寻找最优解, 这与传统的传输映射不同, 测度意义下的传输方案允许质量分裂. 一个传输方案对应

于一个概率测度 π ∈ Π(f, g), 其中

Π(f, g) :=

{
σ ∈ P(Ω× Ω∗) : σ(A× Ω∗) =

∫
A

f, σ(Ω×A) =

∫
A

g, ∀Borel 集 A ⊂ Rn

}
.

Kantorovich 提出的问题如下: 求泛函

min
π∈Π(f,g)

∫
c(x, y)dπ (2.1)

的极小值. 由于概率测度空间 Π(f, g) 关于弱拓扑是紧集, 所以问题 (2.1) 的解的存在性可以很容易地

通过选取极小子序列得到.

Kantorovich 的另一个重要贡献是, 他发现了以下关于最优传输问题的对偶性定理, 这有助于计

算和进一步描述最优方案. 记 Cb(Rn) 为 Rn 上的有界连续函数全体, 对于 u, v ∈ Cb(Rn), 令 J(u, v)

:=
∫
Rn(−uf)dx+

∫
Rn(−vg)dx.

定理 2.1 (Kantorovich 对偶) 以下对偶性成立:

min
π∈Π(f,g)

∫
c(x, y)dπ = max

u,v∈Cb(Rn)
u(x)+v(y)>−c(x,y)

∀ x,y∈Rn

J(u, v). (2.2)

当成本函数 c(x, y) = 1
2 |x− y|2 时, Brenier [3] 利用定理 2.1 给出了最优映射一个非常漂亮的刻画,

并将其与经典 Monge-Ampère 方程联系了起来.

定理 2.2 [3] 当成本函数 c(x, y) = 1
2 |x− y|2 且区域 Ω 和 Ω∗ 有界时, 最优传输问题 (1.1) 存在唯

一的最优映射 T : Ω → Ω∗, 且可找到一个 Rn 上的凸函数 u 使得 T = Du.

Brenier 定理中的凸函数 u 满足

(Du)♯f = g. (2.3)
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反过来, 如果一个凸函数满足 (2.3), 则也能说明 Du 即是问题 (1.1) 的唯一解. Brenier 定理要求 f 和

g 的支撑集有界, 或者更一般地要求
∫
Rn |x|2fdx 和

∫
Rn |x|2gdx 有界. McCann [27] 去掉了这个条件, 即

对于任意两个概率密度函数 f 和 g, 在相差一个常数的意义下, (2.3) 存在唯一解. McCann [28] 在一个

重要的工作中在 Riemann 流形上对于测地距离平方函数的最优传输问题建立了 Brenier 型的定理.

在 (2.3) 中, 若 u ∈ C2(Ω), 则

g(Du(x))detD2u(x) = f(x), (2.4)

这即是经典 Monge-Ampère方程. 一般情形下, (2.3)的解只是 f -几乎处处满足 (2.4). 因此 (2.3)可看

作弱意义下的 Monge-Ampère 方程. 满足 (2.3) 的凸函数 u 也称为 (2.4) 的 Brenier 解.

3 正则性理论

3.1 内部正则性

本小节主要介绍 (2.3) 解的内部正则性理论. 仍然假设 f 和 g 是定义在 Rn 上的两个概率密度函

数, 它们的支撑集分别是两个有界开集 Ω 和 Ω∗ ⊂ Rn 的闭包. 进一步假设存在一个正的常数 λ, 使得

对于任意 x ∈ Ω 和 y ∈ Ω∗ 都成立

1

λ
< f(x) < λ,

1

λ
< g(y) < λ. (3.1)

Caffarelli [6] 提供了一个重要的例子, 说明当目标区域 Ω∗ 非凸时, 即使密度函数都是常数, (2.3)

的解也可能在 Ω 内部具有奇点. 例如, 设 Ω = B1(0), Ω
∗ = Ω∗

1 ∪ Ω∗
2, 其中

Ω∗
1 := {x ∈ Rn : x− e1 ⊂ B1(0), x1 > 1},

Ω∗
2 := {x ∈ Rn : x+ e1 ⊂ B1(0), x1 6 −1}.

再令 f = χΩ, g = χΩ∗ , 则 (2.3) 的凸解为 u = 1
2 |x|

2 + |x1|. 显然, u 在 x1 = 0 处仅仅是 Lipschitz 的.

为了说明奇点并不是因为拓扑原因及区域边界的角点导致的, Caffarelli 通过在 Ω∗
1 和 Ω∗

2 之间连接一

条细小的管子并对区域作适当的光滑处理, 构造了光滑的、连通的区域 Ω∗, 使得解 u 仍然具有奇点.

Ma 等 [26] 在更一般情形下构造了例子, 说明只要 Ω∗ 非凸, 即使 Ω 光滑凸, 也可以找到光滑的正函数

f 和 g, 使得 (2.3) 的解具有奇点.

由上述讨论, 可以看出 (2.3) 的正则性的一个自然要求是 Ω∗ 为凸集. Caffarelli [6] 建立了如下定

理, 可认为是最优传输问题弱解正则性理论的起点.

定理 3.1 [6] 假设 Ω 和 Ω∗ 为 Rn 中的有界开集, Ω∗ 凸. 假设 f 和 g 满足 (3.1), 则 (2.3) 的解 u

在 Ω 中严格凸, 且 u ∈ C1,α
loc (Ω).

Caffarelli 观察到当 Ω∗ 凸时, (2.3) 的解 u 在 Alexandrov 意义下满足:

1

C
χΩ < detD2u < CχΩ (3.2)

对于某个正的常数 C 在 Rn 上成立. Alexandrov 意义下的不等式 (3.2) 可解释为对于任意 Borel 集

A ⊂ Rn, 有 ∣∣∣∣ 1C (Ω ∩A)

∣∣∣∣ < |∂u(A)| < |C(Ω ∩A)|,
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这里 ∂u(x) 定义为凸函数 u 在 x 处的次微分, 即

∂u(x) := {p ∈ Rn : u(z) > u(x) + p · (z − x),∀ z ∈ Ω},

∂u(A) :=
∪

x∈A ∂u(x). 利用 (3.2) 和凸分析的技术, Caffarelli 证明了 u 的严格凸性, 然后通过文献 [5]

中关于严格凸的 Alexandrov 解的 C1,α 正则性理论, 推导出了 u ∈ C1,α
loc (Ω).

u 是一个凸函数, 如果对于任意 Borel 集 A ⊂ Ω 都有 |∂u(A)| =
∫
A
f , 则称 u 是

detD2u = f (3.3)

在 Ω 中的 Alexandrov 解. Caffarelli [4] 建立了 (3.3) 的严格凸解的内部 W 2,p 和 C2,α 正则性理论, 特

别地, 他证明了如下定理.

定理 3.2 [4] 假设 0 < f ∈ C0(Ω). 假设 u 是 (3.3) 的一个严格凸解, 则 u ∈ W 2,p
loc (Ω), ∀ p > 1. 若

进一步假设 f ∈ Cα(Ω), 则 u ∈ C2,α
loc (Ω).

为了证明这个定理, Caffarelli 充分发掘了 Monge-Ampère 算子的仿射不变性, 发展了一套精细

的扰动办法, 对 (3.3) 的凸解的等值面 (代替传统的球体) 建立了一个重要的 Vitali 覆盖引理. 对于

Monge-Ampère方程,右端项 f 起到了类似线性一致椭圆方程的系数的作用. 定理 3.2在某种意义上通

过对 f = 1 (常系数) 时的光滑解进行扰动得到. 对于只有正的上下界的 f , (3.3) 的严格凸解是否具有

W 2,p 估计? 直到 2012 年才由 De Philippis 和 Figalli [13] 证明了 W 2,1 正则性, 随后 De Philippis 等 [15]

以及 Schmidt [32] 将其改进到 W 2,1+ϵ. 然而, Wang [37] 提供的例子表明这个 ϵ 需要足够小.

定理 3.3 [13, 15,32] 假设存在一个正的常数 C 使得 1
C < f < C. 假设 u 是 (3.3) 的一个严格凸解,

则存在一个只依赖于 C 和 n 的常数 ϵ, 使得 u ∈ W 2,1+ϵ
loc (Ω).

因为定理 3.1建立了 (2.3)的凸解的严格凸性,所以由定理 3.2和 3.3可得最优传输问题解的相应正

则性.

推论 3.1 假设定理 3.1 的条件满足, 且 u 是 (2.3) 的一个凸解, 则 u ∈ W 2,1+ϵ
loc (Ω). 若进一步假

设 f ∈ C0(Ω), g ∈ C0(Ω∗), 则 u ∈ W 2,p
loc (Ω), ∀ p > 1. 若再进一步假设 f ∈ Cα(Ω), g ∈ Cα(Ω∗), 则

u ∈ C2,α
loc (Ω).

3.2 整体正则性

本小节仍然假设 (3.1)成立, 并且假设 g 的支撑集 Ω∗ (目标区域)为 Rn 中的有界凸集. 本小节将

介绍 (2.3) 的凸解在 Ω 的边界 ∂Ω 附近的正则性理论. Urbas [34] 构造了一个例子, 说明即使 f 和 g 均

为常数, 也存在光滑非凸的单连通区域 Ω, 使得 u 在 ∂Ω 附近不是 C2. 因此, 研究 u 的边界正则性的

一个自然条件是假设 Ω 凸. 在适当的条件下, Delanoë [16] 在二维情形下以及 Urbas [33] 在一般维数下

证明了 (2.3) 的光滑解的存在性.

定理 3.4 (参见文献 [16] (n = 2) 和 [33] (n > 3)) 假设 Ω 和 Ω∗ 为 Rn 中的边界为 C2,1 且一

致凸的区域. 假设 0 < f ∈ C1,1(Ω), 0 < g ∈ C1,1(Ω∗), 则 (2.3) 存在唯一的 C2,α 的凸解, 其中 α 可取

(0, 1) 中的任何数.

Delanoe [16] 和 Urbas [33] 采用了连续性方法. 注意到 (2.3) 可以写成边值问题

g(Du(x))detD2u(x) = f(x) 在 Ω 中, (3.4)

Du(Ω) = Ω∗. (3.5)
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(3.4) 和 (3.5) 在文献中一般被称为第二边值问题或者自然边值问题. 经过平移不妨设 Ω 和 Ω∗ 的重心

均为 0. 因为 Ω 和 Ω∗ 的边界是 C2,1 且一致凸的, 令 h0 和 h1 分别为它们的 C2,1 且一致凹的定义函

数, 即 Ω = {h0 < 0}, Ω∗ = {h1 < 0}. 然后, 令 ht = (1 − t)h0 + th1. 记 Ω∗
t = {ht < 0}, 此时 Ω∗

t 也是

C2,1 且一致凸的. 考虑一族方程

g(Dut)detD
2uδ

t = eδ(ut−u0)(tf + (1− t)g(Dut)) 在 Ω 中, (3.6)

ht(Dut) = 0 在 ∂Ω 上, (3.7)

其中 u0 = 1
2 |x|

2.

令 I 为 [0, 1] 中所有使得 (3.6) 和 (3.7) 有 C2,α 凸解的 t 的全体. 显然, t = 0 时, u0 即为解, 因此

0 ∈ I. 对方程进行线性化, 然后利用 Banach 空间中的隐函数定理, 可以说明 I 是 [0, 1] 中的开集. 通

过建立 (3.6) 和 (3.7) 的解 uδ
t 不依赖于 t 的先验估计 ∥uδ

t∥C2,α 6 Cδ, 可以得出 I 是一个闭集. 因此,

I 是 [0, 1] 中既开又闭的非空集合, 因此 I = [0, 1]. 经过简单分析, 也可以得到 ∥uδ
1∥C2,α 6 C, 其中常

数 C 与 δ 无关. 令 δ → 0, 取一个 uδ
1 的收敛子列, 得到的极限函数即是我们想要找到的 (3.4) 和 (3.5)

的解.

这个证明的主要部分是建立先验估计,而区域的光滑性和一致凸性使得可以构造合适的辅助函数

来应用极大值原理. 其中最关键的部分是建立如下的一致斜估计:

νΩ(x) · νΩ∗
t
(Duδ

t (x)) > c, ∀x ∈ ∂Ω, (3.8)

这里, c > 0 是一个与 t 无关的常数, νΩ(x) 和 νΩ∗
t
(Duδ

t (x)) 分别表示 Ω 和 Ω∗
t 在相应边界点处的单位

内法向量.

Caffarelli [7] 建立了 (3.4) 和 (3.5) 的边界 C2,α′
正则性.

定理 3.5 假设 Ω和 Ω∗ 为 Rn 中边界是 C2 且一致凸的区域.假设 0<f ∈Cα(Ω), 0<g∈Cα(Ω∗).

若 u 为 (3.4) 和 (3.5) 的凸解, 则 u ∈ C2,α′
(Ω) 对某个 α′ ∈ (0, α) 成立.

Caffarelli的证明和上述 Delanoë和 Urbas的方法完全不同.他充分发掘了问题的仿射不变性和对

偶性, 证明了解的中心等值面的几何衰减和一致密度估计等重要的性质, 然后先将解的正则性从 C1,α

提升至 C1,1−ϵ, 再利用扰动法最终提升至 C2,α′
. 整个证明中最关键也是最复杂的部分是建立与 (3.8)

类似的一致斜估计, 即

νΩ(x) · νΩ∗(Du(x)) > c, ∀x ∈ ∂Ω, (3.9)

这里 c 只依赖于 f 和 g 的 C0 范数和下界以及 Ω 和 Ω∗ 的 C2 范数和一致凸性. Caffarelli 的证明中

关于区域的 C2 正则性以及一致凸性也是至关重要的. 例如, 当证明上述关键估计 (3.9) 时, 这些关于

区域的条件确保在针对最优传输问题的爆破分析中, 两个极限区域为两个非负二次多项式的图像, 使

得 Caffarelli 可以利用它们构造合适的辅助函数再应用极值原理来推导出矛盾.

最近, Chen 等 [10] 不仅去掉了区域的一致凸性要求, 而且对区域的正则性要求也降低为 C1,1. 他

们建立了如下定理.

定理 3.6 [10] 假设 Ω和 Ω∗ 为 Rn 中边界是 C1,1 的凸区域.假设 0 < f ∈ Cα(Ω), 0 < g ∈ Cα(Ω∗).

若 u 为 (3.4) 和 (3.5) 的凸解, 则 u ∈ C2,α(Ω).

上述问题一旦有 C2,α 正则性, 若 f、g、Ω 和 Ω∗ 有更高阶的正则性, 则 u 的更高阶正则性可以由

经典的椭圆方程斜边值问题的正则性理论得到 (详见文献 [19]). 在给定条件下, 进行爆破分析时, 极
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限区域仅为两个一般的凸集. 因此, 传统的方法不再适用. Chen 等 [10] 进一步发掘了最优传输的对偶

性, 并精确地描述了解的等值面形状. 这使他们能够更好地控制在爆破分析中使用的仿射变换. 特别

地, 他们成功建立了极限区域的分裂性质, 即 Ω 的极限区域具有类似于 Rn−2 × ω 的结构, 其中 ω 是

一个二维凸集. Ω∗ 对应的极限区域也具有类似的性质, 因此在某种程度上, 可以将问题化为二维情形.

接下来, 采用特殊的爆破序列, 以确保在进行爆破分析时保持原始解的一些重要衰减估计. 他们引入

新的逼近方法, 并采用一种新的方法来选择辅助函数. 先初步构造一个涉及 u 的一阶导数的 n- 变量

辅助函数,对其中 n− 1个变量取极值得到真正要用的一维辅助函数. 然后,使用极值原理证明这个辅

助函数的凹性质. 最后, 通过结合辅助函数的衰减估计, 得出矛盾.

在二维情形下, 在文献 [9] 中能进一步降低对 Ω 和 Ω∗ 的正则性要求, 事实上只需要它们是 C1,α

的. 同样在二维情形下, 当密度函数 f = χΩ、g = χΩ∗ 时, Savin 和 Yu [31] 在只要求 Ω 和 Ω∗ 为有界

凸集的条件下证明了 u ∈ W 2,p(Ω), ∀ p > 1. 事实上, 他们的证明适用于 f ∈ C1,α(Ω), g ∈ C1,α(Ω∗) > 0

的情形.

3.3 部分正则性

前两小节关于最优传输问题解的正则性的结论都对区域的凸性有一定要求. 一个自然的问题是,

对于一般区域之间的最优传输问题解的奇点集是否有合适的刻画, 如奇点集的测度大小和 Hausdorff

维数等. 这个问题十分困难, 在成本函数为距离平方的情形下, 目前最好的结果是 Figalli 和 Kim [18]

所证明的定理.

定理 3.7 [18] 假设 Ω 和 Ω∗ 为 Rn 中的两个有界开集, 且 f 和 g 满足条件 (3.1). 假设 u 是 (2.3)

的一个凸解. 则存在一个常数 α ∈ (0, 1) 以及满足 |Ω\Ω′| = 0 和 |Ω∗\Ω′∗| = 0 的两个开集 Ω′ ⊂ Ω 和

Ω′∗ ⊂ Ω∗, 使得 u ∈ C1,α(Ω′) 且 Du : Ω′ → Ω′∗ 是一个双 Hölder 的同胚.

在 Figalli 和 Kim 的证明中, Ω′ = {x ∈ Ω : ∂u(x) ⊂ Ω∗}. 对于一般成本函数, 当 f 和 g 为正的连

续函数或具有更高的正则性时, 与定理 3.7 对应的部分正则性定理由 De Philippis 和 Figalli [14] 建立.

最优传输领域的一个重要猜测是奇点集的闭包的 Hausdorff维数为 n− 1,但是即使对于距离平方成本

函数, 对一般维数这个猜测仍然没有取得任何实质进展.

4 最优部分传输和自由边界

在经典最优传输问题中, 通常要求源区域和目标区域具有相同的质量; 但在实际应用中, 源区域

和目标区域的质量往往是不相同的, 这就是所谓的最优部分传输问题. 假设 f 和 g 属于 L1(Rn), 它们

的支撑集分别是 Rn 中的有界凸集 Ω 和 Ω∗, 且 Ω ∩Ω∗ = ∅. 此外, 假设
∫
Ω
f >

∫
Ω∗ g. 成本函数仍然采

用 c(x, y) = 1
2 |x− y|2, 即从 Ω 中的点 x 传输单位质量到 Ω∗ 中的点 y 的成本. 最优部分传输问题的目

标是寻找一种方案, 将来自 (Ω, f) 的质量 m <
∫
Ω∗ g 传输到 (Ω∗, g), 并使总成本最小.

一个非负有限的 Rn × Rn 上的 Borel 测度 γ 称为从分布 (Ω, f) 到分布 (Ω∗, g) 的传输方案 (质量

为 m), 如果 γ(Rn × Rn) = m 且对于任意 Borel 集合 A ⊂ Rn, 有不等式

γ(A× Rn) 6
∫
A∩Ω

f(x) dx, γ(Rn ×A) 6
∫
A∩Ω∗

g(y) dy.

传输方案 γ 称为最优, 如果它在所有传输方案中最小化了成本函数∫
Rn×Rn

1

2
|x− y|2dγ(x, y).
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对于一个重要的情形, 即当 m =
∫
Ω∗ gdx 时的情形, 最优部分传输问题等价于研究如下障碍问题的

凸解:

(Du)♯fχ{u> 1
2
|x|2}

= g. (4.1)

实际上, 如果 u 是 (4.1) 的凸解, 则 (id×Du)♯fχU 即为最优传输方案, 其中

U =

{
u >

1

2
|x|2

}
∩ Ω.

本节余下的内容将主要关注 (4.1) 的解. 注意, 成本最小的传输方法实际上是将 Ω 中 U 上的质量通过

映射 Du 传输至 Ω∗. 这个问题的自由边界为 F := ∂U ∩ Ω.

Caffarelli 和 McCann [8] 首先研究了这个问题. 当 Ω ∩ Ω∗ = ∅ 时, 他们证明了解的存在唯一性. 自

由边界 F 的正则性以及 u 在 F 附近的正则性是一个很困难的问题.

记 Ωδ = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > δ}. Caffarelli 和 McCann [8] 证明了如下定理.

定理 4.1 [8] 假设 f, g ∈ L1(Rn) 的支撑集 Ω 和 Ω∗ 为 Rn 中的有界凸区域, 且 Ω ∩ Ω∗ = ∅.
假设 f 和 g 分别在 Ω 和 Ω∗ 中有正的上下界. 若 u 是 (4.1) 的凸解, 则存在一个 α ∈ (0, 1) 使得

u ∈ C1,α(U ∩ Ωδ) 对于任意 δ > 0 都成立. 同时, F ∈ C1,α.

注 4.1 Figalli [17] 研究了当 Ω ∩ Ω∗ ̸= ∅ 时的最优部分传输问题, 证明解的存在性和唯一性的方

法与 Caffarelli 和 McCann 的方法不同. Figalli 证明了自由边界在 Ω ∩ Ω∗ 上是 C1 的. 之后, Indrei [20]

进一步将自由边界正则性改进至 C1,α.

一个自然的问题是,当 f、g、Ω和 Ω∗ 具有更好的正则性时,是否会导致类似于经典最优传输 u的

更好正则性. Caffarelli 和 McCann 在文献 [8] 的引言中也指出, 为自由边界建立的几何性质不足以判

定自由边界的高阶正则性以及最优映射在自由边界附近的高阶正则性, 当时这个问题没有得到解决.

然而, 在最近的工作中, Chen 等 [11] 彻底解决了这个问题, 证明了如下结果.

定理 4.2 [11] 在定理 4.1 的条件下, 进一步假设 Ω 和 Ω∗ 为 C2 一致凸, 且 0 < f ∈ Cα(Ω),

0 < g ∈ Cα(Ω∗). 若 u 是 (4.1) 的凸解, 则 u ∈ C2,α(U ∩ Ωδ) 对于任意 δ > 0 都成立. 同时, F ∈ C2,α.

上述定理表明 u 是以下 Monge-Ampère 方程自然边值问题的 C2 解:

g(Du(x))detD2u(x) = f(x) 在 U 中, (4.2)

Du(U) = Ω∗. (4.3)

自由边界 F ⊂ ∂U 一般是非凸的, 且其已有的正则性只是 C1,α 对某个 α ∈ (0, 1) 成立. 因此, 如果单

独看边值问题 (4.2) 和 (4.3), 则不可能得到 u 在 F 附近的高阶正则性. 我们需要结合部分传输问题

独特的结构来克服自由边界非凸性带来的困难. 在本文的证明中, 凸分析中一些基本且重要的性质发

挥了关键作用. 第一个性质是, 若 v 是一个定义于整个 Rn 上的凸函数, 则 ∂v(Rn) 的闭包是一个凸

集. 实际上, 在本文进行爆破分析时得到的极限函数正是定义于整个 Rn 上的凸函数. 第二个性质是,

若 Rn 中的一个凸集包含一个 n− 2 维子空间, 则其分裂为 Rn−2 × ω, 这里 ω 是一个二维凸集. 这个

性质可以看作是 Riemann 几何中 Cheeger-Gromoll 分裂定理的凸体情形.

5 若干值得考虑的问题

最优传输的正则性仍然有很多有意思的问题值得研究, 如对于定理 3.6 的结论, 在进一步假设区

域光滑、密度函数光滑的条件下, 能不能用连续性方法来证明? 如果可以, 相应的方法也许会对研究
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极小 Lagrange 图的边值问题有帮助 (参见文献 [2]). 对于一般成本函数, 以下两个问题也是最优传输

领域里面的基本问题.

问题 5.1 对于满足 MTW条件的成本函数,能否建立类似于定理 3.6的边界 C2,α 正则性估计?

问题 5.2 对于满足 MTW 条件的成本函数, 对于相应的最优部分传输问题, 能否建立自由边界

的高阶正则性?
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