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摘要　　对于一个系数在可计算序域上的多元多项式方程 ,给出了该方程有实解的

两个判别定理.在此基础上研究了二元多项式 ,从而给出了判定二元多项式的实零

点存在性以及半定性的有效方法.此外 ,藉助于计算机 ,处理了几个有关实例.处理

手段是:通过无限小量的引进 , 将问题所涉及的系数域扩充为一个可计算的非

Archimedes序域.
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判定实多项式方程是否有实解 ,是实代数几何在计算方面的一个基本重要课题.正如文

献[ 1]所指出 ,这一课题与有序几何中定理机器证明密切相关.理论上 ,熟知的 Tarski-Seiden-

berg原理
[ 2 ,3]
提供了一个判定方法.然而 ,这种方法会派生出大量由方程与不等式构成的关系

式组 ,以致难于实施.文献[ 4 ,5]给出了实多项式的完全判别系统 ,从而通过一组由多项式系

数构成的显式表达式对多项式的根进行了完全的分类 ,并在此基础上对实多项式方程和不等

式进行了许多有意义的工作.

本文突破给定多项式所在的原来系数域的局限 ,将问题的讨论从具有实闭包 R 的原系数

域K 扩大到一个具有实闭包 R〈n〉的序域 K〈n〉 ,这里 K〈n〉是一个可计算的包含无限小正元素

t1 , t 2 , …, t n 的非Archimedes序域.正因为这一缘故 ,称本文中的方法是非标准的.作为本文

的主要结果 ,建立了如下两个关于实多元多项式有实零点的判别定理:

定理 1　设 f( X)是 K 上n 元多项式 , n≥2 ,则方程 f( X)=0在 R 中有解 ,当且仅当如下 4

个叙述之一成立:

(1)方程 f(0 , x2 , … , xn)=0在 R 中有解;

(2)对于某个 j ∈{2 , …, n},方程 f(x1 , …, xj-1 , t
-1 , xj+1 , …, xn)=0在 R〈1〉中有解;

(3)对于某个 j ∈{2 , …, n},方程 f(x1 , …, xj-1 , -t
-1 , xj+1 , …, xn)=0在 R 〈1〉中有解;

(4)方程组 f( X)=0 ,
 f( X)

 xi
=0(i=2 , …, n)在 R 中有解.

定理 2　设 f( X)是 K 上n 元多项式 , n≥2 ,则方程 f( X)=0在 R 中有解 ,当且仅当如下 4

个叙述之一成立:

(1)方程 f(t
-1 , x2 , …, xn)=0在 R 〈1〉中有解;
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　　(2)对于某个 j ∈{2 , …, n},方程 f(x1 , …, xj-1 , t
-1
, xj+1 , …, xn)=0在 R 〈1〉中有解;

(3)对于某个 j ∈{2 , …, n},方程 f(x1 , …, xj-1 , -t
-1
, xj+1 , …, xn)=0在 R 〈1〉中有解;

(4)方程组 f( X)=0 ,
 f( X)

 xi
=0(i=2 , …, n)在 R 中有解.

定理 2是定理1的一种变形 ,且它在 f( X)是对称多项式时特别适用.在上面定理的基础

上 ,给出了二元实多项式的实零点存在性以及半定性的有效判定方法.应该指出 ,通过一些技

术上的处理 ,这些方法原则上都可推广到 n(>2)元多项式 ,对此将另文讨论.此外 ,作为这些

方法的应用 ,使用计算机代数系统Maple V Release 4
[ 6]
处理了有关实例.

1　实多项式方程有解的判别定理的证明

本节将证明定理 1和 2.为此 ,需要下面的基本概念和有关事实.

依照文献[ 7]中定义 4.18 ,一个序域(K , ≤)称作可计算的 ,如果 K 是一个可计算域 ,且≤

是K 的一个可判定序.此时 ,可认定Q K ,这里Q为有理数域.设 t∶=t 1 , …, tn 是域K 上 n

个未定元 ,且令 K〈n〉∶=K(t 1 , t 2 , … , tn),则序≤可以唯一地拓展成域 K〈n〉的一个序 ,仍记作

≤,使得 ti 关于K〈i-1〉∶=K(t 1 , … , ti-1)是正的无限小 , i=1 , … , n.显然 ,序域(K〈n〉 , ≤)也是

可计算的.事实上 ,对于 K〈n〉中非零元素 f/g ,其中 f , g ∈K [ t1 , … , tn] , f/ g<0当且仅当多项

式 fg 关于字典序 t 1 t2 … tn 的最低项系数为负.用 R 和R 〈n〉分别表示序域(K , ≤)和

(K〈n〉 , ≤)的实闭包.当然 ,认为 R  R 〈n〉.此外 , 用 R〈i〉表示 K〈i〉在 R〈n〉中的代数闭包 ,

i=1 , …, n-1.由文献[ 8] 中引理 3.13知 , R〈i〉实际上也是 K〈i〉关于序≤的实闭包.显然 ,

R  R〈1〉 … R 〈n〉.

作实闭域 R〈n〉的如下两个子集:

A〈n〉∶={z ∈ R〈n〉 对于 R 中某个正元素D , -D ≤z ≤D},

M〈n〉∶={z ∈ R〈n〉 对于 R 中任意正元素D , -D ≤z ≤D}.

　　由序≤的结构可知 , R A〈n〉 ,且 t i ∈ M〈n〉 , i=1 , … , n.根据实赋值的熟知结论(参见文

献[ 9]中命题 1.3与文献[ 10]中§5内有关定理), A〈n〉是域 R〈n〉的一个实赋值环 ,M〈n〉是 A〈n〉

的赋值理想.此外 ,(A〈n〉 ,M〈n〉)和序≤是相容的 ,换句话说 , A〈n〉 ,M〈n〉关于序≤都是 R〈n〉的

凸子集.注意到 A〈n〉的剩余域 A〈n〉/M〈n〉同构于 R ,从而存在一个从 A〈n〉到 R 的同态映射 π,

使得对于每个 f ∈R[ t1 , … , tn] , π(f(t1 , … , tn))=f(0 , …,0).

在本文中 ,将使用上述术语和记号 ,不再另加说明.

现设 f( X)∈K[ X]∶=K [ x1 , …, xn]是一个正次数 n元多项式.令 VR(f , xi)∶={ai ∈R  aj ∈

R , j=1 , …, i-1 , i+1 , …, n , f(a1 , a2 , … , an)=0}, 这里 i=1 , … , n.由文献[ 11]中定理 2.12

和例 2.14(b)知 ,当方程 f( X)=0在 R 中有解时 , VR(f , xi)(i=1 , … , n)都是 R 的非空半代数

子集 ,且都是由 R 中有限个不相交(开或闭或半开半闭)区间以及点构成的并集.对于 a ∈R ,

记作] a , a[ ∶={a},从而单点集可看作左 ,右端点相同的闭区间.如若 VR(f , xi)有某两个区

间 ,其中一个的右端点和另一个的左端点相同 ,且一开一闭 ,则可以将两者合并为一个大区间.

因此 ,假定 VR(f , xi)中任何两个区间都不具有如此情形 , i=1 , …, n.VR(f , xi)的一个区间的

端点 a 称作有限端点 ,若 a≠-∞且 a ≠+∞.显然 ,当 VR(f , xi)≠R 时 , VR(f , xi)必有有限
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端点.对于有限端点 ,有如下断言:

引理 1　设 a1 是 VR(f , x1)的一个有限闭端点 ,且 a2 , …, an ∈R ,使得 f(a1 , a2 , … , an)=

0 ,则方程组 f( X)=0 ,
 f

 xi
=0(i=2 , …, n)在 R 中有解(a1 , a2 , …, an).

证　由于端点 a1不是 VR(f , x1)的内点 ,从而对于点 a1 的任意开邻域 S ,均有 S  VR(f ,

x1).假若对于某个 j ∈{2 , …, n},
 f

 xj
(a1 , a2 , … , an)≠0 ,不失一般性 ,不妨设 j=n.根据适

合实闭域的隐函数定理(参见文献[ 11]中的推论2.9.6),存在(a1 , …, an-1)在序拓扑空间 R
n-1中的

一个开邻域 Δ,an 的一个开邻域 T 以及一个从 Δ到 T 的函数(映射)φ,使得 φ(a1 , …, an-1)=an

且对于每个(x1 , …, xn-1 , xn)∈ Δ×T , f(x1 , …, xn-1 , xn)=0当且仅当 xn =φ(x1 , …, xn-1).由

空间 R
n-1的拓扑结构 ,存在点 a i 的一个开邻域S i(i =1 , …, n-1),使得 S1×…×Sn-1 Δ.

这样 ,显然有 S 1 VR(f , x1),矛盾.因此 ,对于每个 i=2 , …, n ,
 f

 xi
(a1 , a2 , …, an)=0.

引理 2　设 VR(f , x1)有一个有限开端点 ,则对于某个 j∈{2 , …, n},方程

f(x1 , …, xj-1 , t
-1
, xj+1 , … , xn)=0

或

f(x1 , …, xj-1 , -t
-1
, xj+1 , … , xn)=0

在 R 〈1〉中有解.

证　不失一般性 ,设 a1是 VR(f , x1)的一个左侧有限开端点 ,则 a1  VR(f , x1),同时必有

一个开区间)a1 , c( VR(f , x1),其中 c ∈R ,使得 a1<c.此时 ,可以断言:对于某个 j∈{2 , … ,

n}, VR(f , xj)不是一个有界集.假若不然 , 则 R 中存在一个正元素D ,使得 -D <y <D ,

 y ∈ VR(f , xi), i=2 , … , n.于是 ,有如下语句在 R 中成立:

 x1(a1 < x1 < c)  (x2 , …, xn)(f(x1 , x2 , …, xn)=0且 -D < xi <D , i =2 , …, n).

　　注意到 R  R 〈1〉 ,从而由适合实闭域的转移定理(参见文献[ 11]中的命题 5.2.3),上面语

句在 R 〈1〉中也成立.令 α1=a1+t ,则α1 ∈R 〈1〉且 a1<α1<c.于是存在αi ∈R 〈1〉 , i=2 , … ,

n ,使得 f(α1 , α2 , … , αn)=0 ,且-D<αi <D , i=2 , … , n.由赋值环 A〈n〉的结构 ,有 αi ∈A〈n〉 ,

i=1 , …, n.于是 f(π(α1), π(α2), …, π(αn))=π(f(α1 , α2 , …, αn))=0即 f(a1 , π(α2), …,

π(αn))=0 , 这里 π(αi)∈R , i=2 , …, n.从而有 a1 ∈ VR(f , x1),矛盾.由于 VR(f , xj)不是有

界集 ,从而它必有一个区间以+∞或-∞为端点.如果+∞是 VR(f , xj)的某个区间的端点 ,

则必存在c ∈R ,使得)c , +∞( VR(f , xj).从而 ,有如下语句在 R 中成立:

 xj(xj > c)  (x1 , … , xj-1 , xj+1 , …, xn)(f(x1 , x2 , …, xn)=0).

　　由转移定理 ,上面语句在 R 〈1〉中也成立.注意到 , t
-1 ∈ R〈1〉且 t

-1 >c , 从而存在 αi ∈

R 〈1〉 , i=1 , … , j-1 , j+1 , … , n ,使得 f(α1 , … , αj-1 , t
-1 , αj+1 , … , αn)=0.

如果-∞为 VR(f , xj)的某个区间的端点 ,则类似可证 ,存在 αi ∈R 〈1〉 , i=1 , …, j-1 , j+

1 , …, n , 使得 f(α1 , … , αj-1 , -t
-1 , αj+1 , …, αn)=0.

根据引理 1和 2 ,容易证明定理 1和 2.由于两定理可通过相同的方式加以证明 ,仅证明

定理 1.
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　　定理 1的证　必要性:设方程 f( X)=0在 R 中有解.当 VR(f , x1)无有限端点时 ,必有

VR(f , x1)=R ,从而方程 f(0 , x 2 , …, xn)=0在 R 中有解.当 VR(f , x1)具有有限端点时 ,根据

引理 1和 2 ,叙述(2)～ (4)之一成立.

充分性:如果对于某个 j ∈{2 , … , n},方程 f(x1 , …, xj-1 , t
-1 , xj+1 , …, xn)=0 或方程

f(x1 , …, xj-1 , -t
-1 , xj+1 , …, xn)=0在 R 〈1〉中有解 ,则下列语句在 R 〈1〉中成立:

 (x1 , x2 , …, xn)(f(x1 , x2 , … , xn)=0).

　　由于上面语句中的常量(即多项式 f( X)的系数)都在 R 中 ,从而由转移定理 ,上面语句在

R 中也成立 ,即方程 f( X)=0在 R 中有解.另外 ,显然由叙述(1)或(4)可知 ,方程 f( X)=0在

R 中有解.

当 n=2时 ,由定理 1和 2 ,可以获得下面两个命题:

命题 1　设 f(x , y)∈K [ x , y] ,则方程 f(x , y)=0在 R 中有解 ,当且仅当如下 4个叙述之

一成立:

(1)方程 f(0 , y)=0在 R 中有解;

(2)方程 f(x , t-1)=0在 R 〈1〉中有解;

(3)方程 f(x , -t
-1
)=0在 R 〈1〉中有解;

(4)方程组 f(x , y)=0 ,
 f(x , y)

 y
=0在 R 中有解.

命题 2　设 f(x , y)∈K [ x , y] ,则方程 f(x , y)=0在 R 中有解 ,当且仅当如下 4个叙述之

一成立:

(1)方程 f(t
-1 , y)=0在 R 〈1〉中有解;

(2)方程 f(x , t-1)=0在 R 〈1〉中有解;

(3)方程 f(x , -t
-1
)=0在 R 〈1〉中有解;

(4)方程组 f(x , y)=0 ,
 f(x , y)

 y
=0在 R 中有解.

将上面的结果与 Seidenberg引理[ 3]相比较 ,尽管增加了判别条件(1)～ (3),但是用一个次

数较低的多项式
 f

 y
取代了 Seidenberg引理中的 x

 f

 y
-y
 f

 x
,这将给计算带来方便.

2　二元多项式的情形

本节将应用上面的结果给出一些有效算法 ,用来判定 K 上一个二元多项式是否在R 中有

解(等价于:正定)或者半定.在下面讨论中 ,将应用文献[ 7]中零维理想的正规化方法.

注意到:“去重因式”不影响多项式的解集 , “去偶次重因式”不影响多项式的半定性 ,同时

这两种运算过程都是有效的 ,且所产生的结果都是无重因式多项式.因此 ,在下文中 ,不妨直

接考虑无重因式的多项式.

引理 3　设 f ∈K[ x , y]无重因式 ,且 α, β∈R 〈n〉 ,使得 f(α, β)=0.如果 f 在R 中是半定

的 ,则 α, β ∈R.

证　注意到半定的单元多项式必有重因式 ,从而由条件知 ,多项式 f(x , y)关于 x 和 y 的

次数都大于零.假设 α R 或 β  R ,不失一般性 ,不妨设 α R.由于 R 在 R〈n〉中是代数闭的 ,
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从而 α是域R 上的超越元.由于 f(α, β)=0 ,从而 β 是域K(α)上代数元.令 u(z)是 β在

K(α)上的极小多项式.由于 K [ α]是唯一分解整环 ,从而 u(z)可表为 u(z)=γm(α, z), 其中

γ∈K(α), m(α, z)∈K [ α] [ z]是 K [ α]上的一个含 z的本原多项式.

由条件 ,可设 f 是半正定的而不失一般性.由半正定多项式的表示(见文献[ 10]中定理

7.2), f可表示为

f =∑
s

i=1
a i gi/h

2
,

其中 0<a i ∈K , h , g i ∈K [ x , y]且 h≠0 , i=1 , … , s.

从而 ,进一步有

h
2

f =∑
s

i=1
ai g

2
i .

　　在众多的如上表达式中 , 选取这样的一个等式 ,其中 h 具有极小(全)次数.由此有

∑
s

i=1
ai g

2
i(α, β)= h

2(α, β)f(α, β)=0 , 从而必有 g i(α, β)=0 , i =1 , …, s.于是在

K(α)[ z]中 , u(z) g i(α, z), 自然有 m(α, z) gi(α, z), i=1 , …, s.由 m(α, z)的本原性 ,从

而在 K [ α, z ] 中 , m(α, z) g i(α, z), i =1 , … , s.由于 α, z 是K 上无关的超越元 , 从而

m(x , y) g i , i=1 , … , s.因而 , m
2(x , y) ∑

s

i=1a i g
2
i , 即m

2(x , y) h
2
f.由于 f无重因式 ,从

而有m(x , y) h
2
.注意到 m(x , y)是 K [ x , y ] 中不可约多项式 ,从而有 m(x , y) h.令

h =m(x , y)h1 , gi =m(x , y)g i1 , i=1 , … , s ,则由上面的关系式 ,可化得

h
2
1 f =∑

s

i=1
a i g

2
i1 ,

这里 , h1 的次数小于 h 的次数 ,与选取矛盾.

引理 4　设 f ∈K [ x , y]无重因式 ,则 f 在R 中是半定的 ,当且仅当 f 在R
2中只有有限个

零点.

证　充分性:设 f(x , y)在 R 中不是半定的 ,则存在(a , b),(c , d)∈ R
2 ,使得 f(a , b)>0 ,

而 f(c ,d)<0.不失一般性 ,设 a≠c.由多项式函数的连续性 ,存在 d 的开邻域S ,使得 f(c ,

ξ)<0 ,  ξ∈ S.对于每个 ξ∈ S ,作单元多项式 Χ(z)∶=f(a+z(c -a), b+z(ξ-b)),则

Χ(0)Χ(1)=f(a ,b)f(c , ξ)<0.由中间值定理 ,存在 λξ∈)0 ,1(,使得 f(a+λξ(c-a), b+

λξ(ξ-b))=0.于是 f(x , y)有无穷多个相异的零点(a+λξ(c-a), b+λξ(ξ-b)), ξ∈S .

必要性:设 f 在R
2 中有无限多个零点 ,则 VR(f , x)或 VR(f , y)至少有一个是无限集.不

妨设 VR(f , x)是无限集.这样 ,除包含有限个点外 , VR(f , x)还包含至少一个(左右端点不相

同的)区间.于是有)a , b( VR(f , x),这里 a , b ∈R 且a<b.从而 ,如下语句在 R 中成立:

 x(a < x <b)  y(f(x , y)=0).

　　由转移定理 ,上面语句在 R 〈1〉中也成立.令 α=a+t ,则 α∈R〈1〉且 a<α<b.从而存在

β ∈R〈1〉 ,使得 f(α, β)=0.此时 ,显然 α R .由引理 3知 , f(x , y)不是半定的.证毕.

对于 K[ x , y]中一个无重因式多项式 f(x , y),总可通过“求最大公因式”的有效方法 ,将

f(x , y)表为 f(x , y)=h(x)g(x , y),其中 h(x)∈K [ x] , g(x , y)∈K [ x , y] ,且 g(x , y)是在

K [ x]上含 y 的本原多项式(即 x-本原多项式).显然 , f(x , y)有实零点 , 当且仅当 h(x)有实
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零点或 g(x , y)有实零点.同时 ,由引理4易知 , f(x , y)是半定的 ,当且仅当 h(x)在 R 中无零

点且 g(x , y)是半定的.因此 ,只需考虑无重因式的 x-本原多项式.

设 f(x , y)是 K [ x , y ]中一个无重因式的 x-本原多项式 , g =
 f(x , y)

 y
,且用(f , g)表示

K [ x , y]中由 f , g 生成的理想.令 Res(f , g , x), Res(f , g , y)分别是 f 和 g 关于 x , y 的结式.

由结式的一个熟知结果
[ 5]
,Res(f , g , x), Res(f , g , y)∈(f , g).假若 Res(f , g , x)=0 , 则 f和

g有非常量公因式 ,从而有公共的不可约因式 p.由于 f(x , y)是 x-本原的 ,从而 p中必含变元

y .又由于 g 是 f 关于变量 y 的偏导数 ,从而 p是 f 的重因式 ,矛盾.同样可证 , Res(f , g , y)≠

0.又设 u(x), v(y)分别是 Res(f , g , y), Res(f , g , x)的无重因式部分.由文献[ 7]中引理

8.13易知 ,(f , g , u(x), v(y))是 K [ x , y]中一个维数≤0的根理想 ,并且(f , g , u(x), v(y))的

维数为零 ,当且仅当 u(x)和 v(y)都不是 K 中常量.

现设 u(x) K 且 v(y) K ,即根理想(f , g , u(x), v(y))的维数=0.由文献[ 7] 中命题

8.77和定理8.81知 ,通过有限次测试 ,必可获得某个 e ∈K(甚至可取 e 为整数),使得通过变

换:x ※x , y ※y -ex 后 ,理想(f , g , u(x), v(y))处于正规位置 ,且其关于字典序 y  x 的简化

Gröbner基具有如下形式:

{x -w(y),  (y)},

这里 w(y),  (y)∈K [ y] .

定理 3　设 f(x , y), g(x , y), u(x)和 v(y)同上 ,则方程 f(x , y)=0在 R 中有解 ,当且仅

当下面4个叙述之一成立:

(1)一元方程 f(0 , y)=0在 R 中有解;

(2)一元方程 f(x , t-1)在 R 〈1〉中有解;

(3)一元方程 f(x , -t
-1)在 R 〈1〉中有解;

(4)u(x), v(y) K ,且一元方程  (y)=0在 R 中有解 ,这里  (y)同上.

证　只需证明 ,命题 1中叙述(4)等价于定理中叙述(4).由结式的另一个熟知事实知 ,

(f , g)和(f , g , u(x), v(y))在 R 中有相同的零点集.再由 Gröbner 基的定义 ,显然(f , g ,

u(x), v(y))在 R 中的零点集与(x -w(y),  (y))在 R 中的零点集是一一对应的 ,而后者由

方程 (y)=0在 R 中的解唯一决定.

注　在上面的讨论中 ,若 Res(f , g , x)和 Res(f , g , y)都无重因式 ,则(f , g)=(f , g , u(x),

v(y)),从而(f , g)是 K [ x , y]中维数≤0的根理想.

作为定理 3的一个应用 ,给出下面的例子.

例1　确定方程 f(x , y)=0是否有实解 ,这里 f(x , y)=x
2
y
2+x

2-xy+y
4-y

2+1.

计算过程:(1)考虑多项式 f(0 , y)=y
4-y

2+1 ,易知它无实零点.

(2)考虑多项式 f(x , t -1)=(1+t
-2)x

2-t
-1

x+(t
-4-t

-2+1).这是一元二次多项式 ,

其判别式 Δ∶=(-t
-1)2-4(1+t

-2)(t
-4-t

-2+1).注意到 , Δ作为含 t
-1的多项式 ,其首项

系数为-4 ,且 t
-1在有理数域上是无限大正元素.从而 Δ<0.因此 , f(x , t -1)无实零点.

(3)类似于过程(2)可知 , f(x , -t
-1)无实零点.

(4)计算 g∶=
 f

 y
=2x

2
y-x+4y

3-2y .经检验 , Res(f , g , x)和 Res(f , g , y)都无重因式.
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通过正规化变换:x ※x , y ※y -0x , 理想(f , g)关于字典序 y  x 的简化 Gröbner基为

{2x -4y
9 -20y

7 -23y
5 +17y 3 +9y ,4y

10 +16y 8 +3y 6 -36y
4 +16y

2 +1}.

藉助于Sturm定理的判定可知 ,多项式 4y 10+16y 8+3y
6-36y

4+16y
2+1无实根.

根据定理 3 ,所给的多项式方程 f(x , y)=0无实解 ,换句话说 , f(x , y)是(正)定的.

至于多项式半定性的判定 ,下面简单的引理表明:可将问题转化为判定解的存在性.

引理5　设 f( X)∈K [ x1 , …, xn] ,且它关于某一字典序的首项系数的符号为 ε(=±1),则

f( X)在 R 中半定 ,当且仅当 f( X)+εη在R
n
〈n〉中无零点 ,这里 η∈R〈 n〉是 K 上的正无限小元

素.

证　必要性:假若 f( X)+εη有零点 α＊∈ R
n
〈n〉 ,则 f(α＊)+εη=0.由此有 εf(α＊)=

-ε2η<0.由转移定理存在α∈Rn ,使得 εf(α)<0.注意到 εf( X)的首项系数为正 ,从而必存

在 β ∈R
n ,使得 εf(β)>0.这表明 f( X)在 R 中不是半定的.

充分性:假若 f( X)在 R 中不是半定的 ,则存在 α, β∈ R
n ,使得 f(α)>0 , 但 f(β)<0.从

而有 f(α)+εη>0 ,但 f(β)+εη<0.由实闭域 R 〈n〉上的中间值定理 , f( X)+εη在 R
n
〈n〉中有

零点.

由引理5 ,容易建立

定理 4　设 f(x , y)同定理 3 ,且 ε是 f(x , y)关于某个字典序的首项系数的符号 ,则 f(x ,

y)在 R 中半定 ,当且仅当下面 4个叙述都成立:

(1)f(0 , y)在 R 中的每个根具有偶重数(即 f(0 , y)在 R 中是半定的);

(2)方程 f(x , t-1)=0在 R 〈1〉中无解;

(3)方程 f(x , -t
-1
)=0在 R 〈1〉中无解;

(4)方程组 f(x , y)+εt=0 ,
 f(x , y)

 y
在R 〈1〉中无解.

证　记 f 1(x , y)∶=f(x , y)+εt ∈K〈1〉[ x , y] .

必要性:设 f(x , y)在 R 中是半定的.显然 , f(0 , y)在 R 中也是半定 ,从而有叙述(1).再

由引理 3 ,易得叙述(2)和(3).此外 ,由引理 5知 , f1(x , y)在 R 〈1〉中无零点 ,从而叙述(4)显然

成立.

充分性:为简便起见 ,不妨设 ε=+1.由转移定理和叙述(2)可知 , f(x , t -1)在 R 〈n〉中也

无零点.注意到子域 K(t 2)序同构于 K(t),从而可知 , f(x , t -12 )在 R 〈n〉中无零点.于是

f(t
-1
2 , t

-1)与 f(1 , t -1)同号 ,而 f(t
-1 , t-12 )与 f(1 , t -12 )同号.由于 f(1 , t-1)与 f(1 , t -12 )同

号 ,从而 f(t
-1
2 , t

-1)与 f(t
-1 , t -12 )有相同符号.由 K〈n〉的序结构知 , f(t

-1
2 , t

-1)和 f(t
-1 ,

t
-1
2 )中总有一个的符号为 ε=+1.从而可知 f(x , t -1)和 f(x , t -12 )都是正定的.于是 f(x ,

t
-1
2 )+t即 f 1(x , t-12 )在 R 〈2〉中无零点.

由(1)知 , f(0 , y)在 R 中是半定的.由上面讨论 , f(x , t-1)是正定的 ,从而 f(0 , t-1)>0.

于是 f(0 , y)是半正定的.从而 f(0 , y)+t即 f 1(0 , y)在 R 〈1〉中无零点.

又由于 f(0 , y)是半正定的 ,从而 f(0 , -t
-1
)≥0.再由叙述(3)即知 , f(x , -t

-1
)是正定

的.同样 ,由此可得 f(x , -t
-1
2 )也是正定的.从而 f(x , -t

-1
2 )+t即 f1(x , -t

-1
2 )在 R 〈2〉中

无零点.
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　　再由叙述(4),方程组 f 1(x , y)=0 ,
 f1(x , y)
 y

=0在 R 〈1〉中无解.注意到 t2 是 K〈1〉上的

无限小正元素.根据命题1 ,方程 f 1(x , y)=0在 R 〈1〉中无解.最后由引理 5 , f(x , y)在 R 中

是半定的.

作为定理 4的一个应用 ,给出下面的例子.为叙述方便 ,约定:对于一个含变量 x 的非零

单元多项式 f(x),用 f(+∞)表示 f(x)的首项系数 ,且 f(-∞)=(-1)
d
f(+∞),这里 d

为 f(x)的次数.此外 ,对于一个非零多项式 f(x , y)∈K [ x , y] ,可以在 K(y)[ x]中计算 f(x ,

y)关于变量 x 的Sturm序列.一般说来 ,这序列中某些成员是分母在 K [ y]中的有理表达式.

为去掉这些表达式中的分母 ,可用各自分母的平方乘上这些表达式 ,从而得到 K [ x , y]中一个

新序列.在下文中 ,这样一个新序列称作 f(x , y)关于 x 的一个修正Sturm序列.

例2　确定多项式 f(x , y)是否半定 ,这里 f(x , y)=x
4+x

2
y
2+2y

4-4xy+1.

计算过程:(1)考虑多项式 f(0 , y)=2y
4
+1 ,易知它无实零点.

(2)计算多项式 f(x , y)关于变量 x 的一个修正 Sturm序列如下:

f 1 =f , 　f 2 =
 f

 x
, 　f3 =-x

2
y
2 +6xy -4y

4 -2 ,

f 4 =y
2
(7y

4
-68)x +2y(25y

4
+12), 　f5 =98y

12
+445y

8
-200y

4
+16.

从而 ,

f 1(+∞, t
-1)=1 >0 , 　f 2(+∞, t

-1)=4 >0 , 　f 3(+∞, t
-1)=-t

-2 <0 ,

f 4(+∞, t
-1)= t

-2(7t
-4 -68)>0 , 　f 5(+∞, t

-1)=98t
-12 +445t

-8 -200t
-4 +16 >0.

相应的符号差为 2.

通过类似的计算知 ,序列 f1(-∞, t
-1), f 2(-∞, t

-1), f 3(-∞, t
-1), f 4(-∞, t

-1),

f 5(-∞, t
-1)的符号差也为 2.

由Sturm定理知 , f(x , t -1)无实零点.

(3)类似于过程(2)可知 , f(x , -t
-1
)无实零点.

(4)令 g∶=
 f

 y
.经检验 , Res(f+t , g , x)和 Res(f +t , g , y)都无重因式.计算理想(f+

t , g)关于字典序 y x 的简化Gröbner基为

{(72t -632)x +1 764y
11
+(4 132+252t)y

7
+(861-538t +9t

2
)y
3
,

196y
12 +(372 +28t)y

8 +(t
2 -66t -163)y

4 +16+16t}.

这表明:理想(f+t , g)关于变量 y 处于正规位置.从而方程组 f+t=0 , g=0有实解 ,当且仅

当多项式 196y
12
+(372+28t)y

8
+(t

2
-66t-163)y

4
+16+16t 有实零点.显然 ,这又相当于

下面多项式 h 有非负的实零点:

h∶=196z3 +(372+28t)z
2 +(t

2 -66t -163)z +16+16t.

　　计算多项式 h 关于变量z 的修正Sturm序列如下:

h1 =h , 　h2 =
 h
 z
, 　h3 =(117 114 +29 820t +98t

2)z +7t
3 -369t

2 -14 335t -22 215 ,

h4 =1 391 743-30 947 934t -2 470 358t
2 +1 847 000t

3 -142 785t
4 +1 134t

5.

从而 , h1(+∞)=196>0 , h2(+∞)=581>0 , h3(+∞)=117 114+29 820t+98t
2>0 , h4(+∞)=
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h4>0.相应的符号差为 0.

而 h1(0)=16+16t >0 , h2(0)=-162-66t +t
2
<0 , h3(0)=7t

3
-369t

2
-14 335t-

22 215<0 , h4(0)=h4>0.相应的符号差为 2.

由Sturm定理可知 ,多项式 h 有正的实根.从而 ,方程组 f+t=0 , g=0有实解.

根据定理 4 ,所给的多项式 f(x , y)是不定的.

最后 ,给出半定二元多项式的又一判定方法.对于一个非零多项式 f(x)∈K [ x] ,K 的一个

有限子集 Γ称为 f(x)在K 中的一个隔离集 ,如果下列条件满足:(1)对于每个 a ∈ Γ, f(a)≠0;

(2)对于每个 f(x)在 R 中的零点α,总存在 a , b ∈ Γ,使得 a <b ,且开区间)a , b(恰好只包含

f(x)的这个零点 α.在下文中 ,总假定序域(K , ≤)容许一个有效方法 ,使得对于每个非零多

项式 f(x)∈K [ x] ,可计算 f(x)在 K 中的一个隔离集.由文献[ 7] 中定理 8.115知 ,当 K=Q

时 ,这样一个有效的方法可得到.

设 f(x , y)是 K [ x , y] 中一个无重因式的 x-本原多项式 ,且 g∶=
 f

 y
.由前面的讨论知 ,

Res(f , g , y)≠0.此时 ,可以建立

定理 5　设 f(x , y)和 g(x , y)同上 ,且 Γ为 Res(f , g , y)在K 中的一个隔离集 ,则 f(x , y)

在 R 中半定 ,当且仅当下面叙述都成立:

(1)一元方程 f(t
-1 , y)=0在 R 〈1〉中无解;

(2)一元方程 f(x , t-1)=0在 R 〈1〉中无解;

(3)一元方程 f(x , -t
-1
)=0在 R 〈1〉中无解;

(4)对于每个 a ∈ Γ,方程 f(a , y)=0在 R 中无解.

证　必要性:设 f(x , y)在 R 中半定.由引理 3 ,可得叙述(1)～ (3).由引理 4 , f 在R
2中

只有有限个零点 ,从而 VR(f , x)是由有限个点(即左右端点都相同的区间)组成的.因此 ,

VR(f , x)中每个点都是闭端点.对于每个 α∈ VR(f , x),存在 β ∈ VR(f , y),使得 f(α, β)=0.

由引理1知 , g(α, β)=0.从而 α是结式 Res(f , g , y)在 R 中的零点.这说明 , VR(f , x)∩Γ=

 .于是 ,对于每个 a ∈ Γ, f(a , y)在 R 中无零点.

充分性:由叙述(1)知 , VR(f , x)≠R.再由叙述(2)和(3)以及引理 2知 , VR(f , x)无开的有

限端点.于是 VR(f , x)的每个有限端点都是闭的.设 Π是VR(f , x)的任一区间 ,则 Π≠R ,从

而 Π有一个有限闭端点α.由必要性的证明知 , α是 Res(f , g , y)在 R 中的一个零点.于是 ,

存在 a , b ∈ Γ,使得 a<b ,且开区间)a ,b(恰好只包含 f(x)的这个零点 α.如若 Π≠] α, α[ ,

则易知 , a ∈ Π或b ∈ Π.由于 Π VR(f , x),从而方程 f(a , y)=0或 f(b , y)=0在 R 中有解 ,

与叙述(4)矛盾.于是 Π=] α, α[ .这说明 , VR(f , x)仅由有限个点组成.假若 VR(f , y)有无

限多个元素 ,则由抽屉原理 ,存在某个 α∈ VR(f , x)以及 VR(f , y)的某个无限子集 B ,使得

f(α, β)=0 ,  β ∈B .于是多项式 f(α, y)≡0.从而在 R [ x , y ] 中有(x -α) f(x , y),与

f(x , y)的 x-本原性矛盾.因而 , VR(f , y)只有有限个点.这样 , f(x , y)在 R
2中只有有限个零

点.由引理4知 , f(x , y)是半定的.

作为定理 5的一个应用 ,给出下面的例 ,这一例子曾在文献[ 4 , 12] 中以不同的方式讨论

过.

例3　确定多项式 f(x , y)是否半定 ,这里 f(x , y)=x
6-x

4
y
2-x

2
y
4 +y

6-x
4+3x

2
y
2-
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y
4
-x

2
-y

2
+1.

计算过程:计算 f和
 f

 y
关于 y 的结式得 Res(f , g , y)=64(x

2+1)(x -1)6(x+1)6 x
4(32x

4-

61x
2+32)2.容易知道 ,点集 Γ={-2 , -1/2 ,1/2 ,2}是 Res(f , g , y)在Q中的一个隔离集.

注意到 f(x , y)是对称的 ,根据定理5 ,只需指明:对于每个 a ∈ Γ∪{t
-1 , -t

-1}, f(a , y)

是否有实零点.令 h(x , z)∶=x
6
-x

4
z-x

2
z
2
+z

3
-x

4
+3x

2
z -z

2
-x

2
-z+1.显然 ,这又相当

于:对于每个 a ∈ Γ∪{t
-1 , -t

-1},确定多项式 h(a , z)是否有非负的实零点.

藉助于Sturm定理 ,通过类似的计算可知 ,对于每个 a ∈ Γ∪{t
-1 , -t

-1},多项式 h(a , z)

无非负的实零点.根据定理 5 ,所给的多项式 f(x , y)是半(正)定的.
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