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摘要 本文主要讨论混合整数半无限规划 (mixed integer semi-infinite programming, MISIP)问题的求

解方法. 首先分离内层约束中的连续变量和整数变量并将原问题转化为混合整数互补约束规划 (mixed

integer mathematical programming with complementarity constraints, MIMPCC) 问题. 其次在假设内

层问题满足 Slater 约束规范的条件下得到了转化前后问题的等价性. 继而分别将 MIMPCC 问题转化

为可用常规优化软件求解的混合整数规划问题和非线性规划问题.由于在转化过程中会生成大量的变

量和约束, 为求解内层问题中变量较多的 MISIP 问题, 本文提出一种行约束生成法, 并证明该算法可

在最多 O(|Z|) 次迭代之后得到最优解. 最后通过一些数值实例验证算法的有效性.
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1 引言

近年来, 半无限规划 (semi-infinite programming, SIP) 问题被广泛研究 (参见文献 [1–8]). 绝大多

数文献讨论的是只有连续变量的情形, 求解这种 SIP 的常用方法是将其转化为标准的线性/非线性规

划问题. 但事实上根据实际问题所建立的半无限规划模型也有可能包含整数变量, 下面列举两个这方

面的实例.

第一个例子是Wang和 Fang [9] 提出的解决生产计划问题的 SIP模型,首先回顾该模型. 假设某制

造商在 T 小时内接收了 n 份订单. 用 [0, T ] 表示计划时间段, 订单 i 的生产周期为 li. 用 xi ∈ R 表示
订单 i计划完成的时间, x = (x1, . . . , xn). 生产所需资源是关于生产完成时间的函数 R(t,x), t ∈ [0, T ].

用 G(t) 表示在 t 时刻可用资源的数量. 令 H ∈ Rn×n, b ∈ Rn, 我们用 1
2x

⊤Hx+ b⊤x 表示计划完成时
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间与约定交货日期的差的平方,生产者需要制定合理的生产计划使得计划生产完成时间与约定交货期

越近越好. 该问题可用下面的 SIP 模型来描述:

min
x

1

2
x⊤Hx+ b⊤x

s.t. R(t,x) 6 G(t), ∀ t ∈ [0, T ],

0 6 li 6 xi 6 T, i = 1, 2, . . . , n.

(1.1)

然而, 一些资源可能只能以整数 a 为单位 (小时、天、周) 提供, 因此, 模型 (1.1) 的内层变量还可能

包含整数变量 t2, 即生产计划问题还可描述为下述内层变量包含整数的混合整数半无限规划 (MISIP)

模型:

min
x

1

2
x⊤Hx+ b⊤x

s.t. R(t1, t2,x) 6 G(t1, t2), ∀ t1 ∈ [0, T ], ∀ t2 ∈
[
0,

T

a
+ 1

]
∩ Z,

0 6 li 6 xi 6 T, i = 1, 2, . . . , n,

(1.2)

其中 R(t1, t2,x) 表示资源需求函数, G(t1, t2) 表示可用资源数量.

第二个例子是 He 等 [10] 提出的解决城市固体垃圾管理问题的优化模型, 该文献表示在解决城市

固体垃圾管理问题中会出现如下的上层变量包含整数的 MISIP 模型:

min
(x1,x2)∈X

c⊤1 x1 + c⊤2 x2

s.t. r(x1,x2, s) 6 0, ∀ s ∈ S,

(1.3)

其中 c1 ∈ Rn1 , x1 ∈ Rn1 , c2 ∈ Rn2 , x2 ∈ Zn2 , X ⊆ Rn1×Zn2 , S是 R上的非空凸紧集, r : Rn1+n2+1 → R
为连续函数. c⊤1 x1 + c⊤2 x2 表示垃圾处理成本函数, r(x1,x2, s) 表示容量、环境和时间等约束.

关于 MISIP 模型的其他应用可参见文献 [11–13]. 然而据我们所知, 很少有文献讨论该模型的解

的存在性和求解算法. 本文主要讨论的 MISIP 模型如下:

min
x∈X

f(x)

s.t. g(x,y, z) 6 0, ∀ (y, z) ∈ W := {(y,z) : y ∈ Y,z ∈ Z},
(1.4)

其中

Y := {y ∈ Rn3 : vl(y) 6 0, l ∈ L},

这里 f : Rn1+n2 → R, g : Rn1+n2 × Rn3 × Rn4 → R 是关于变量 y 的连续可微凹函数. vl : Rn3 → R,
l ∈ L := {1, . . . , s} 是凸函数. X ⊆ Rn1 × Zn2 , Z ⊆ Zn4 是非空集, Y ⊆ Rn3 是非空凸紧集. 当

Z = ∅、Y ⊂ R、f(x) 是线性函数时, MISIP (1.4) 退化为 MISIP (1.3). 当 n2 = 0、f(x) 是二次函数时,

MISIP (1.4) 退化为 MISIP (1.2). 本文假设 Z 是有限集合且问题 MISIP (1.4) 存在最优解, 我们的主

要目标是寻找该问题的等价转化方法和构造求解算法.

研究半无限规划问题的理论与算法问题的关键在于如何处理其中包含的简单双层规划问题.我们

将 MISIP (1.4) 转化为下述双层规划问题:

min
x∈X

f(x)

s.t. φ(x) := sup
(y,z)∈W

g(x,y, z) 6 0,
(1.5)
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约定 “sup∅ = −∞” 且 W 非空. 可通过求解下述问题判断 x̄ 是否为可行点:

φ(x̄) = sup
(y,z)∈W

g(x̄,y, z). (1.6)

显然,若 φ(x̄) 6 0,则 x̄为 MISIP (1.4)的可行点. 易证双层规划问题 (1.5)与 MISIP (1.4)等价. 由于

外层问题 (1.5)的目标函数不包含内层问题的变量 y 和 z,因此,该问题实为一特殊的混合整数双层规

划问题.对于一般的混合整数双层规划问题目前已有一些求解算法,例如, Moore和 Bard [14] 考虑了一

类混合整数线性双层规划问题, Xu 和 Wang [15] 提出了求解该问题的精确算法. Edmunds 和 Bard [16]

提出了求解 0-1混合整数非线性双层规划 (mixed integer nonlinear bi-level programming, MINBLP)问

题的分支定界算法. Mitsos [17] 基于收敛的下边界和最优上边界提出了求解 MINBLP问题的全局最优

解的方法.

若内层变量不包含整数 (n4 = 0),则可以将MISIP (1.4)的内层问题替换为其 Karush-Kuhn-Tucker

(KKT) 条件, 从而将原问题转化为混合整数互补约束优化 (MIMPCC) 问题. 在假设内层问题的目标

函数为凹且满足 Slater 约束规范的条件下, 容易证得转化前后问题的等价性. 但若内层变量包含整数

(n4 > 0), 则内层问题实为非凸问题, 不能用其 KKT 条件替换. 本文的处理方法是将内层问题中的整

数变量和连续变量分离开从而将 MISIP (1.4) 转化为 MIMPCC 问题.

本文余下内容的结构如下: 第 2节通过分开考虑内层问题中的连续变量和整数变量将MISIP (1.4)

转化为 MIMPCC, 并在适当的条件下得到了转化前后问题的局部解和全局解的等价性. 第 3 节当 X

中同时包含连续变量和整数变量时将 MISIP (1.4) 转化为混合整数规划 (mixed integer programming,

MIP)问题;当 X 只包含连续变量时,将MISIP (1.4)转化为非线性规划 (nonlinear programming, NLP)

问题. 进一步, 由于转化过程会产生大量的变量和约束, 我们针对规模较大的 MISIP 问题提出一种行

约束生成法可有效缩短运行时间. 第 4 节给出一些数值实例. 第 5 节给出本文的结论.

2 将 MISIP 转化为单层问题

由于整数变量的存在, 一阶方法不适用于 MISIP (1.4). 对于具有相似结构的混合整数双层规划

(mixed integer bi-level programming, MIBLP) 问题, Li 和 Guo [18] 通过分开考虑下层的连续变量和离

散变量从而将其转化为 MIMPCC. 本文用类似的方法将 MISIP (1.4) 转化为 MIMPCC. 需要注意的

是, 虽然 MISIP (1.4) 也是特殊的 MIBLP, 但由于 MISIP (1.4) 的外层目标函数不包含内层问题的决

策变量, 其转化难度较一般的 MIBLP 要小. 下面的关于 MISIP (1.4) 与 MIMPCC 之间的关系的结论

虽然和文献 [18] 中 MIBLP 与 MIMPCC 之间的关系的结论相似, 但借助于 MISIP (1.4) 在结构上相

对简单的特点, 本文的证明过程较文献 [18] 有很大不同.

虽然 (1.5) 为非凸问题, 易知对任意的 (x,z) ∈ X × Z 在问题 MISIP (1.4) 的假设条件下, 下述参

数优化问题 (2.1) 为凸问题:

max
y

{g(x,y,z) : y ∈ Y }, (2.1)

其中 Y = {y ∈ Rn3 : vl(y) 6 0, l ∈ L}. 接下来回顾该问题的 Slater 约束规范.

定义 2.1 [19] 称 Slater 约束规范在 Y 上满足, 若存在 y0 ∈ Rn3 使得

vl(y0) < 0, ∀ l ∈ L.
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问题 (2.1) 的 KKT 点对集合为

Λz(x) :=

ωz :
−∇yg(x, tz,z) + λ⊤

z ∇v(tz) = 0,

v(tz) 6 0,λz > 0,λ⊤
z v(tz) = 0

 ,

其中 tz ∈ Rn3 , λz ∈ R|L|, ωz := (tz,λz), v(·) = (v1(·), . . . , v|L|(·))⊤. 由于 (2.1) 为凸规划问题, 所以其

KKT 点也为全局最优解. 在某些约束规范 (如 Slater 约束规范) 成立的条件下, 上述命题反之也成立.

对任意的 x ∈ X, 考虑下述约束集合:

Ωz(x) := {ωz : g(x, tz, z) 6 0, (tz,λz) ∈ Λz(x)}. (2.2)

为简单起见, 定义 ω := {ωz : z ∈ Z}. 由此, (1.5) 可被转化为下述 MIMPCC 问题:

min
x,ω

f(x)

s.t. x ∈ X, ωz ∈ Ωz(x), ∀z ∈ Z.
(2.3)

注 2.1 当 Z 是无限集合时, 问题 (2.3) 依然为半无限规划问题, 本文假设 Z 是有限集合.

接下来讨论 MIMPCC (2.3) 与 MISIP (1.4) 之间的关系. 首先给出下述引理 2.1.

引理 2.1 令 θ : Rn3 × Rn4 → R 为实值函数且

F := {(y, z) : y ∈ Y, z ∈ Z},

其中 Z ⊆ Zn4 是整数集, |Z| 为有限数, Y ⊆ Rn3 是闭集, 则

sup
(y,z)∈F

θ(y,z) = sup
z∈Z

sup
y∈Y

θ(y, z) = sup
{
sup
y∈Y

θ(y, z) : z ∈ Z
}
.

证明 第二个等式显然, 第一个等式的证明与文献 [18, 引理 1] 的证明过程相似, 此处省略.

根据上述引理 2.1, 容易验证对任意的 x ∈ X, 问题 (1.5) 的约束函数可表示为

φ(x) = sup
(y,z)∈W

g(x,y, z) = sup
{
sup
y∈Y

g(x,y, z) : z ∈ Z
}
6 0,

进一步有 {
x ∈ X : sup

(y,z)∈W

g(x,y, z) 6 0
}
=

{
x ∈ X : sup

y∈Y
g(x,y, z) 6 0,∀ z ∈ Z

}
.

下面给出本节的第一个主要结论. 该结论主要讨论问题 (1.4) 与 (2.3) 的全局最优解之间的关系.

定理 2.1 (i) 令 x̄ 为 MISIP (1.4) 的全局最优解. 若 Y 满足 Slater 约束规范, 则对任意的 ω̄ 满

足 ω̄z ∈ Ωz(x̄), ∀z ∈ Z, (x̄, ω̄) 是 MIMPCC (2.3) 的全局最优解.

(ii) 反之, 令 (x̄, ω̄) 为 MIMPCC (2.3) 的全局最优解. 假设 Y 满足 Slater 约束规范, 则 (x̄, ω̄) 是

MISIP (1.4) 的全局最优解.

证明 (i) 首先证明对任意的 z ∈ Z, 有 Ωz(x̄) ̸= ∅. 我们用反证法证明该问题, 假设存在 z′ ∈ Z

使得 Ωz′(x̄) = ∅. 由 g 是关于 y 的连续可微函数且 Y 是非空凸紧集易知, 对任意的 (x, z) ∈ X × Z,

参数优化问题 (2.1)的解集非空.因为 Y 满足 Slater约束规范,由一阶最优性条件可知 Λz′(x̄) ̸= ∅. 再
结合 (2.2) 容易得到, 对任意的

tz′ ∈ {tz′ : (tz′ ,λz′) ∈ Λz′(x̄)},
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g(x̄, tz′ ,z′) > 0 成立. 根据引理 2.1 可知,

φ(x̄) = sup
{
sup
y∈Y

g(x̄,y,z) : z ∈ Z
}
> 0,

即 x̄ 并非 MISIP (1.4) 的可行点, 这与定理假设矛盾.

容易看出对满足 ω̄z ∈ Ωz(x̄) (∀z ∈ Z) 的 ω̄, (x̄, ω̄) 是 MIMPCC (2.3) 的可行点. 假设 (x,ω) 是

MIMPCC (2.3) 的任意可行点, 则对任意的 z ∈ Z, 有

g(x, tz, z) 6 0, ∀ (tz,λz) ∈ Λz(x). (2.4)

因为对任意的 (x, z) ∈ X × Z, 内层问题 (2.1) 均是凸的, 所以根据 (2.4) 和引理 2.1 易知,

sup
(y,z)∈W

g(x,y, z) = sup
{

sup
y′∈Y

g(x,y′, z) : z ∈ Z
}
= sup{g(x, tz, z) : z ∈ Z} 6 0,

即 x 是问题 MISIP (1.4) 的可行点. 又因 x̄ 是问题 MISIP (1.4) 的最优解, 故待证结论显然成立.

(ii)对于相反的情形,容易看出 ω̄z ∈ Ωz(x̄), ∀ z ∈ Z,即对任意的 z ∈ Z,有 ω̄z = (t̄z, λ̄z) ∈ Λz(x̄)

且 g(x̄, t̄z, z) 6 0. 因为对任意的 (x, z) ∈ X × Z, (2.1) 是凸规划问题, 所以根据引理 2.1 可知,

φ(x̄) = sup
{
sup
y∈Y

g(x̄,y,z) : z ∈ Z
}
= sup{g(x̄, t̄z,z) : z ∈ Z} 6 0.

因此, x̄ 是 MISIP (1.4) 的可行点. 进一步, 对任意可行点 x, 可类似 (i) 部分的证明过程证明存在 ω

使得 (x,ω) 是 MIMPCC (2.3) 的可行点. 综上可知, 由于 (x̄, ω̄) 是问题 MIMPCC (2.3) 的最优解, 待

证结论显然成立.

因半无限规划问题一般为非凸问题, 所以很难找到其全局最优解, 但很多时候能找到其局部最优

解也是很有意义的, 故很有必要讨论 MISIP (1.4) 与 MIMPCC (2.3) 的局部最优解之间的关系.

定理 2.2 令 x̄ 为 MISIP (1.4) 的局部最优解. 若 Y 满足 Slater 约束规范, 则对任意的 ω̄ 满足

ω̄z ∈ Ωz(x̄), ∀z ∈ Z, (x̄, ω̄) 是 MIMPCC (2.3) 的局部最优解.

证明 因该定理的证明过程与定理 2.1(i) 的证明过程类似, 此处省略.

定理 2.3 对于满足 ω̄z ∈ Ωz(x̄), ∀ z ∈ Z 的 ω̄,若 (x̄, ω̄)为 MIMPCC (2.3)的局部最优解,并假

设 Y 满足 Slater 约束规范且 (x,y) 7→ g(x,y, z) 是连续函数, 则 x̄ 是 MISIP (1.4) 的局部最优解.

证明 用与定理 2.1(ii) 相同的证明方法, 易得 x̄ 是 MISIP (1.4) 的可行点. 我们用反证法证明该

定理. 假设 x̄ 不是 MISIP (1.4) 的局部最优解, 则存在序列 {xk} 满足 xk → x̄, xk ∈ X 且

sup
(y,z)∈W

g(xk,y, z) 6 0, ∀ k,

使得

f(xk) < f(x̄), ∀ k. (2.5)

根据引理 2.1 易证对任意的 k 有

sup
y∈Y

g(xk,y, z) 6 0, ∀ z ∈ Z. (2.6)
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对于 tkz ∈ arg supy∈Y g(xk,y, z), 因 Y 是有界的, 故 {tkz} 也是关于 k 的有界序列. 不失一般性, 假设

对任意的 z ∈ Z 有 tkz → tz, k → +∞. 又因 Y 满足 Slater 约束规范, 所以, 根据 (2.6) 易知对任意的

k 存在 λk
z 使得

−∇yg(x
k, tkz,z) + (λk

z)
⊤∇v(tkz) = 0,

v(tkz) 6 0, λk
z > 0, (λk

z)
⊤v(tkz) = 0.

(2.7)

结合 (2.6)和 (2.7)易得 ωk
z ∈ Ωz(x

k),即 (xk,ωk)是MIMPCC (1.4)的可行点,其中 ωk = {ωk
z : z ∈ Z}.

文献 [20, 定理 2.3] 表明关于 k 的序列 {λk
z} 是有界的, 不失一般性, 假设 {λk

z} → λz, k → +∞. 对

(2.7) 取极限有

−∇yg(x̄, tz, z) + λ⊤
z ∇v(tz) = 0,

v(tz) 6 0, λz > 0, λ⊤
z v(tz) = 0.

(2.8)

因 (x,y) 7→ g(x,y,z) 是连续函数, 所以, 根据 g(xk, tkz, z) 6 0 易知, 对任意的 z ∈ Z, 当 k → +∞ 时,

g(x̄, tz, z) 6 0. 结合该结论和 (2.8) 可得

ω̄z = (tz,λz) ∈ Ωz(x̄).

显然满足 ω̄ = {ω̄z : z ∈ Z} 的 (x̄, ω̄) 是 MIMPCC (2.3) 的全局最优解, 再结合 (xk,ωk) → (x̄, ω̄) 可

知这与 (2.5) 矛盾.

注 2.2 由于 Slater 约束规范是为了保证 KKT 条件的存在性, 所以我们可以用更弱的约束规

范 [19] (Cottle 约束规范、Abadie 约束规范等) 来替代定理 2.1–2.3 中的 Slater 约束规范.

注 2.3 有时转化后的等价问题 (2.3) 中并非所有的 z ∈ Z 都需要, 下述例 2.1 说明了该问题.

例 2.1 令 Y = [−2, 8], Z = {−1, 1, 2, 3}, x1, x2 ∈ R. 考虑下述 MISIP 问题:

min
x1,x2

(x1 − x2)
2

s.t. (x1 − 1)x2
2yz 6 0, ∀ y ∈ Y, z ∈ Z.

(2.9)

根据定理 2.1(ii) 和 2.3 易知, 可通过求解下述 MIMPCC (2.10) 得到 MISIP (2.9) 的最优解:

min
x1,x2,t,λ

(x1 − x2)
2

s.t. − (x1 − 1)x2
2z − (λz)1 + (λz)2 = 0,

(λz)1 > 0, −2− tz 6 0,

(λz)2 > 0, tz − 8 6 0, ∀ z ∈ Z = {−1, 1, 2, 3},

(λz)1(−2− tz) = 0, (λz)2(tz − 8) = 0,

(x1 − 1)x2
2tzz 6 0,

(2.10)

其中

t = (t−1, t1, t2, t3), λ = (λ−1,λ1,λ2,λ3), λz = ((λz)1, (λz)2), z ∈ Z.

简单计算后可得最优解

(x̃1, x̃2, t̃, λ̃) = (1, 1, 8, 8, 8, 8, 0, (λ̃−1)2, 0, (λ̃1)2, 0, (λ̃2)2, 0, (λ̃2)2),
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其中 (λ̃z)2 ∈ R>0, z ∈ Z, 即问题 MISIP (2.9) 的最优解为 (x̃1, x̃2) = (1, 1).

然而, MISIP (2.9) 的最优解也可以通过求解下述 MIMPCC (2.11) 得到:

min
x1,x2,t̄,λ̄

(x1 − x2)
2

s.t. − (x1 − 1)x2
2z − (λz)1 + (λz)2 = 0,

(λz)1 > 0, −2− tz 6 0,

(λz)2 > 0, tz − 8 6 0, ∀ z ∈ Z̄ = {−1, 1},

(λz)1(−2− tz) = 0, (λz)2(tz − 8) = 0,

(x1 − 1)x2
2tzz 6 0,

(2.11)

其中 t̄ = (t−1, t1), λ̄ = (λ−1,λ1), λz = ((λz)1, (λz)2), z ∈ Z̄. 简单计算后可得最优解

(x∗
1, x

∗
2, t̄

∗, λ̄∗) = (1, 1, 8, 8, 0, (λ∗
−1)2, 0, (λ

∗
1)2),

其中 (λ∗
z)2 ∈ R>0, z ∈ Z̄.

3 求解算法

3.1 将 MIMPCC 转化为 MIP

因 X ⊆ Rn1 × Zn2 , 若 n2 > 0 且 n1 > 0, 则 X 中同时包含整数变量和连续变量. 此时 (2.3) 为

MIMPCC 问题. Audet 等 [21] 将线性互补问题转化为 MIP 问题并考虑了转化前后问题的等价性. 为

提高求解精度,对于非线性 MIMPCC (2.3)也施以类似的转化. 令 uz ∈ {0, 1}s, z ∈ Z, M 是充分大的

数. 定义 ϖz = (uz, tz,λz) = (uz,ωz), ϖ = {ϖz : z ∈ Z}, 考虑下面的约束:

Ξz(x) :=

ϖz :

−∇yg(x, tz, z) + λ⊤
z ∇v(tz) = 0,

λz 6 Muz,v(tz) > M(uz − 1),

g(x, tz, z) 6 0,v(tz) 6 0,λz > 0

 ,

则 MIMPCC (2.3) 可转化为下述 MIP 问题:

min
x,ϖ

f(x)

s.t. x ∈ X, ϖz ∈ Ξz(x), ∀ z ∈ Z.
(3.1)

接下来讨论 MIMPCC (2.3) 与 MIP (3.1) 之间的关系.

定理 3.1 令 (x̃∗, ω̃∗)为 MIMPCC (2.3)的全局最优解. 假设 X 是有界的且 Y 满足 Slater约束

规范, 则存在充分大的常数 M > 0 和 µ̃∗ = (µ̃∗
1, . . . , µ̃

∗
|Z|) 使得 (x̃∗, ω̃∗, µ̃∗) 是 MIP (3.1) 的全局最优

解. 进一步, 对于该 M , 若 (x∗,ω∗,µ∗) 是 MIP (3.1) 的全局最优解, 则 (x∗,ω∗) 也是 MIMPCC (2.3)

的全局最优解.

证明 由 X 为有界集可知 x̃∗ 是有限的数. 又因为 Y 是有界的且满足 Slater 约束规范, 容易证

明对任意的 z ∈ Z, Λz(x̃
∗) 是有界的, 即 (x̃∗, ω̃∗) 是有限的最优解. 通过与文献 [21, 命题 3.4] 相似的

证明过程可得到该定理的结论.
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注 3.1 对于局部解的情形可在定理 3.1 相同的条件下得到相同的结论.

注 3.2 M 可按如下规则取值:

M := max{max{∥x̃∗∥∞},max{v(t̃∗z), z ∈ Z}},

∥ · ∥∞ 表示无穷范数.

众所周知, M 的取值是否合理会影响计算的效率. 过大的 M 可能会导致子问题超过计算机存储

极限, 从而无法计算. 对于下述特殊的 MISIP, 我们可得到充分小的 M .

若 Y = [Y L,Y U ], 令 λU
z ,λ

L
z ∈ Rn3 , α := {(tz,λU

z ,λ
L
z ) : z ∈ Z}, 则 MIMPCC (2.3) 退化为下述

MIMPCC 问题:

min
x,α

f(x)

s.t. −∇yg(x, tz, z) + λU
z − λL

z = 0,

(λU
z )j((tz)j − Y U

j ) = 0,

(λL
z )j(Y

L
j − (tz)j) = 0, j = 1, . . . , n3, ∀z ∈ Z,

(tz − Y U ) 6 0, (Y L − tz) 6 0,

0 6 λU
z 6 ΓU

z , 0 6 λL
z 6 ΓL

z ,

g(x, tz,z) 6 0, x ∈ X,

(3.2)

其中 ΓU
z ,Γ

L
z ∈ Rn3 分别表示 λU

z 和 λL
z 的上界且可取值为

(ΓU
z )j = max

x∈X,y∈Y,yj=Y U
j

∇yjg(x,y, z), j = 1, . . . , n3, (3.3)

(ΓL
z )j = max

x∈X,y∈Y,yj=Y L
j

∇yjg(x,y, z), j = 1, . . . , n3. (3.4)

这里的 (3.3) 和 (3.4) 首先在文献 [22] 中被定义. 根据文献 [22, 命题 4.1] 容易证明下述命题.

命题 3.1 对固定的 z ∈ Z, 由 (3.3) 和 (3.4) 分别生成的 ΓU
z 和 ΓL

z 也是 (3.2) 中 KKT 乘子 λU
z

和 λL
z 的上界.

ΓU
z 和 ΓL

z 的功能类似于 M . 令 uU
z ,u

L
z ∈ {0, 1}n3 ,

β = {(tz,uU
z ,u

L
z ) : z ∈ Z},

则 MIMPCC (3.2) 可被转化为下述 MIP 问题:

min
x,β

f(x)

s.t. ∇yjg(x, tz,z) 6 (uU
z )j(Γ

U
z )j ,

Y U
j − (tz)j 6 (Y U

j − Y L
j )(1− (uU

z )j),

−∇yjg(x, tz, z) 6 (uL
z )j(Γ

L
z )j , j = 1, . . . , n3, ∀ z ∈ Z,

(tz)j − Y L
j 6 (Y U

j − Y L
j )(1− (uL

z )j),

g(x, tz, z) 6 0, (uL
z )j + (uU

z )j 6 1,

(tz − Y U ) 6 0, (Y L − tz) 6 0.

(3.5)
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接下来考虑 MIMPCC (3.2)与 MIP (3.5)之间的关系. 下述定理的结论可通过与文献 [22, 命题 4.2]类

似的证明得到.

定理 3.2 对于分别由 (3.3) 和 (3.4) 生成的上界 ΓU
z 和 ΓL

z , MIMPCC (3.2) 与 MIP (3.5) 等价.

证明 由于 MIMPCC (3.2) 和 MIP (3.5) 有相同的只与变量 x 有关的目标函数, 故只需要证明

可行集也相同即可. 首先证明, 若 x̄ 是 MIMPCC (3.2) 的可行点, 则 x̄ 也是 MIP (3.5) 的可行点. 事

实上, 由 x̄ 为 MIMPCC (3.2) 的可行点可知, 存在 ᾱ := {(t̄z, λ̄U
z , λ̄

L
z ) : z ∈ Z} 使得 (x̄, ᾱ) 满足约束

(3.2). 接下来将证明存在 {(ūL
z , ū

U
z ) : z ∈ Z} 使得 (x̄, β̄) 是 MIP (3.5) 的可行点, 其中

β̄ = {(t̄z, ūL
z , ū

U
z ) : z ∈ Z}.

对任意固定的 z ∈ Z 和 j ∈ {1, 2, . . . , n3}, 考虑下述 3 种情形:

(a) (t̄z)j ∈ (Y L
j ,Y U

j ). 由

(λU
z )j((tz)j − Y U

j ) = 0,

(λL
z )j(Y

L
j − (tz)j) = 0,

(tz − Y U ) 6 0, (Y L − tz) 6 0,

0 6 λU
z 6 ΓU

z , 0 6 λL
z 6 ΓL

z ,

(3.6)

可得 (λ̄L
z )j = (λ̄U

z )j = 0. 进一步, 根据

−∇yg(x, tz, z) + λU
z − λL

z = 0, (3.7)

易证 ∇yjg(x̄, t̄z,z) = 0. 令 (ūU
z )j = (ūL

z )j = 0, 容易验证 MIP (3.5) 的所有约束都满足.

(b) (t̄z)j = Y U
j . 由条件 (3.6) 可得 (λ̄L

z )j = 0. 进一步由 (3.7) 可得 ∇yjg(x̄, t̄z, z) > 0. 令

(ūU
z )j = 1 且 (ūL

z )j = 0, 容易验证 MIP (3.5) 的约束均满足.

(c) (t̄z)j = Y L
j . 该种情形与情形 (b) 类似, 我们省略证明过程.

接下来证明, 若 x̄ 是 MIP (3.5) 的可行点, 则其也是 MIMPCC (3.2) 的可行点. 事实上容易

看出存在 β̄ = {(t̄z, ūU
z , ū

L
z ) : z ∈ Z} 使得 (x̄, β̄) 满足 MIP (3.5) 的约束条件. 我们将证明存在

{(λ̄L
z , λ̄

U
z ) : z ∈ Z} 使得 (x̄, ᾱ) 是 MIMPCC (3.2) 的可行点, 其中

ᾱ = {(t̄z, λ̄L
z , λ̄

U
z ) : z ∈ Z}.

对任意固定的 z ∈ Z, j ∈ {1, 2, . . . , n3}, 考虑下面 3 种情形:

(a) (t̄z)j ∈ (Y L
j ,Y U

j ). 由约束

(Y U
j − (t̄z)j) 6 (Y U

j − Y L
j )(1− (ūU

z )j),

可知 (ūU
z )j = 0,进一步有 ∇yjg(x̄, t̄z,z) 6 0. 同理可得 (ūL

z )j = 0和 −∇yjg(x̄, t̄z,z) 6 0. 综合上面两

式可得 ∇yjg(x̄, t̄z, z) = 0. 令 (λ̄L
z )j = (λ̄U

z )j = 0, 则不难看出 MIMPCC (3.2) 的约束条件均成立. 情

形 (b) (t̄z)j = Y U
j 和情形 (c) (t̄z)j = Y L

i 可用类似的方法得到结论, 此处省略证明过程.

3.2 将 MPCC 问题转化为 NLP 问题

若 n2 = 0, n1 > 0, 则 X 只包含连续变量, 此时问题 (2.3) 为互补约束规划 (mathematical pro-

gramming with complementarity constraints, MPCC). 根据文献 [23] 可知, MPCC (2.3) 的近似最优解
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可通过求解下面 NLP (3.8) 得到:

min
x,ω

f(x)

s.t. −∇yg(x, tz, z) + λ⊤
z ∇v(tz) = 0,

v(tz) 6 0, λz > 0, ∀ z ∈ Z,

g(x, tz, z) 6 0, x ∈ X,

λ⊤
z v(tz) 6 ε,

(3.8)

其中 ω = {ωz : z ∈ Z}, ωz := (tz,λz), ε > 0 是充分小的数. 文献 [23] 表明, 在一定的条件下, 当

ε → 0 时, NLP (3.8) 的最优解收敛到 MPCC (2.3) 的稳定点.

3.3 行约束生成法

本小节借用割平面法的思想提出一种求解 MISIP (1.4) 的方法. 上述定理 2.1–2.3 和第 3.1 小节

表明, 可通过求解 MIMPCC (2.3)得到 MISIP (1.4)的解, 而 MIMPCC问题又可转化为 MIP问题.但

当集合 Z 中元素较多时, 该转化过程会增加大量的连续变量、整数变量和约束函数, 因此, 通过枚举

Z 中元素的方法得到的等价转化问题其求解难度可能会很大, 甚至无法求解. 由例 2.1 可知, 某些问

题并非需要枚举 Z 中所有的元素才能得到 MISIP (1.4) 的最优解. 基于此, 我们设计了如下每次迭代

只需要 Z 的某个子集合的行约束生成法 (见算法 1).

算法 1 行约束生成法

第 0 步 求解下述初始问题:

min
x∈X

f(x) (3.9)

得到最优解 x∗, 令 B = ∅. 转第 2 步.

第 1 步 求解主要子问题

min
x,ωB

f(x)

s.t. x ∈ X, ωz ∈ Ωz(x), ∀ z ∈ B,

(3.10)

其中 ωB := {ωz : z ∈ B}, 得其最优解 (x∗,ω∗
B). 转第 2 步.

第 2 步 对于 x∗ 求解下述内层问题:

Θ(x∗) := max g(x∗,y,z)

s.t. y ∈ Y, z ∈ Z
(3.11)

得到全局最优解 (ȳ, z̄). 转第 3 步.

第 3 步 若 Θ(x∗) 6 0, 则 x∗ 是 MISIP (1.4) 的解, 停止. 若 Θ(x∗) > 0, 将 z̄ 加入 B, 即创建变量 (tz̄ ,λz̄) 并将下述

约束: 
−∇yg(x∗, tz̄ , z̄) + λz̄∇v(tz̄) = 0,

v(tz̄) 6 0, λz̄ > 0, λ⊤
z̄ v(tz̄) = 0,

g(x∗, tz̄ , z̄) 6 0

添加到主要子问题 (3.10). 转第 1 步.
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注 3.3 对于算法 1, 因 X ⊆ Rn1 × Zn2 , 若 n2 > 0 且 n1 > 0, 则 X 同时包含整数变量和连续变

量. 此时初始问题 (3.9) 为可用传统求解软件求解的 MIP 问题, 且主要子问题 (3.10) 为 MIMPCC 问

题可被转化为 MIP 问题求解.

注 3.4 若 n2 = 0 且 n1 > 0, 则 X 只包含连续变量. 此时初始问题 (3.9) 为可被标准求解软件

求解的 NLP 问题, 且主子问题 (3.10) 为 MPCC 问题可被转化为 NLP 问题求解.

注 3.5 当 n2 = 0 且 Z 为紧集合而不是离散点集时, 算法 1 与 Blankenship 和 Falk 算法 [24]

类似.

命题 3.2 在算法 1 的第 3 步中, 若 Θ(x∗) > 0, 则 z̄ ̸∈ B.

证明 我们用反证法证明该命题. 假设 z̄ ∈ B, 由主子问题 (3.10) 易知, 存在 (tz̄,λz̄) 使得

(tz̄,λz̄) ∈ ω∗
B , 即 (tz̄,λz̄) ∈ Λz̄(x

∗) 且

g(x∗, tz̄, z̄) 6 0. (3.12)

由于 Y 满足 Slater 约束规范且内层问题 (1.6) 为凸问题, 容易验证 (tz̄,λz̄) 是内层问题 (1.6) 在点 x∗

处的全局最优解. 再结合引理 2.1 可知,

max
y∈Y,z∈Z

g(x∗,y, z) = max
{
max
y∈Y

g(x∗,y, z) : z ∈ Z
}

= max
y∈Y

g(x∗,y, z̄)

= g(x∗, tz̄, z̄)

> 0.

这与 (3.12) 矛盾.

接下来证明该算法在有限步之内得到原问题的最优解.

定理 3.3 假设 Z 为有限集合, 则算法 1 最多在 O(|Z|) 次迭代之后收敛到 MISIP (1.4) 的最

优解.

证明 令 B = Z 且 (x∗,ω∗
B) 为问题 (3.10) 的一个最优解. 由命题 3.2 易知, 我们只需要证明算

法的终止条件 Θ(x∗) 6 0 成立即可. 因为 (x∗,ω∗
B) 是问题 (3.10) 的一个最优解, 由定理 2.1(ii) 容易验

证 x∗ 是问题 MISIP (1.4) 的可行点, 进一步有

max
y∈Y,z∈Z

g(x∗,y, z) 6 0.

令 (z̄, ȳ) 为问题 (3.11) 在点 x∗ 处的全局最优解 (第 2 步), 即

max
y∈Y,z∈Z

g(x∗,y, z) = max
{
max
y∈Y

g(x∗,y, z) : z ∈ Z
}

= g(x∗, ȳ, z̄) = Θ(x∗)

6 0.

故算法终止条件成立.

4 数值实验

为更好地理解算法 1, 我们详细叙述用该算法求解例 4.1 的步骤. 本节所有例子中的 MIP 问题
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均调用 MATLAB 环境下的求解器 minlp 1) 求解, 所有的 NLP 问题均调用求解器 Global Search 或者

fmincon 求解, 其中 minlp 求解器的基本方法为分支定界算法, 可得到 MINLP 问题的全局最优解. 该

程序适用于求解小于 30 个整数变量的问题. 上述程序均在 2,000 MHz 的联想电脑上运行.

例 4.1 令 Y = [1, 20]× [1, 20], Z = [1, 1000]∩Z, (x1, x2) ∈ R2, (x3, x4, x5) ∈ Z3. 考虑下述 MISIP

问题:

min
x1,...,x5

2x2
1 − 2x1(8 + x2) + x2

2 + x3(x3 − 9.2) + (x4 − 3.8)2 + (x5 − 3.7)2 + 85.16

s.t. (x1 − 7)(x2 − 6)(x3 − 4)(x4 − 3)(x5 − 3)2(y1 + 2y2)z 6 0, ∀ (y1, y2) ∈ Y, z ∈ Z.
(4.1)

因 Z 中的元素比较多, 故直接将其转化为 MIP 问题求解不是明智的做法. 接下来用算法 1 求解

该问题.

第 0 步 求解下述初始问题:

min
x1,...,x5

2x2
1 − 2x1(8 + x2) + x2

2 + x3(x3 − 9.2) + (x4 − 3.8)2 + (x5 − 3.7)2 + 85.16. (4.2)

调用 minlp 求解器求解问题 (4.2), 得到全局最优解

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4, x

∗
5)

⊤ = (8, 8, 5, 4, 4)⊤.

转第 2 步.

第 2 步 对于固定的点 x∗, 求解下述内层问题:

max
(y1,y2)∈Y,z∈Z

(x∗
1 − 7)(x∗

2 − 6)(x∗
3 − 4)(x∗

4 − 3)(x∗
5 − 3)2(y1 + 2y2)z,

得到全局最优解

(ȳ1, ȳ2, z̄) = (20, 20, 1000),

且最优值为 Θ(x∗) = 60,000. 转第 3 步.

第 3 步 因为 Θ(x∗) > 0, 所以, x∗ = (8, 8, 5, 4, 4)⊤ 不是问题 MISIP (4.1) 的最优解. 将 z̄ 添加到

B, 即创建变量

(tz̄,λz̄) = ((tz̄)1, (tz̄)2, (λz̄)1, (λz̄)2, (λz̄)3, (λz̄)4),

且考虑下述 MIMPCC 问题:

min
x1,...,x5,tz̄,λz̄

2x2
1 − 2x1(8 + x2) + x2

2 + x3(x3 − 9.2) + (x4 − 3.8)2 + (x5 − 3.7)2 + 85.16

s.t. − 1000(x1 − 7)(x2 − 6)(x3 − 4)(x4 − 3)(x5 − 3)2 − (λz̄)1 + (λz̄)2 = 0,

− 2000(x1 − 7)(x2 − 6)(x3 − 4)(x4 − 3)(x5 − 3)2 − (λz̄)3 + (λz̄)4 = 0,

(λz̄)1 > 0, 1− (tz̄)1 6 0, (λz̄)1(1− (tz̄)1) = 0,

(λz̄)2 > 0, (tz̄)1 − 20 6 0, (λz̄)2((tz̄)1 − 20) = 0,

(λz̄)3 > 0, 1− (tz̄)2 6 0, (λz̄)3(1− (tz̄)2) = 0,

(λz̄)4 > 0, (tz̄)2 − 20 6 0, (λz̄)4((tz̄)2 − 20) = 0,

1000(x1 − 7)(x2 − 6)(x3 − 4)(x4 − 3)(x5 − 3)2((tz̄)1 + 2(tz̄)2) 6 0.

(4.3)

1) http://cn.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/35720-minlp-mixed-integer-nonlinear-programming.
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转第 1 步.

第 1 步 首先用第 3.1 小节的方法将 (4.3) 转化为 MIP 问题. 然后调用 minlp 求解器求解该 MIP

问题, 得到其最优解 x̄ = (x̄1, . . . , x̄5)
⊤ = (8, 8, 4, 4, 4)⊤. 转第 2 步.

第 2 步 对于固定的 x̄, 调用 minlp 求解器求解下述内层问题:

max
(y1,y2)∈Y,z∈Z

(x̄1 − 7)(x̄2 − 6)(x̄3 − 4)(x̄4 − 3)(x̄5 − 3)2(y1 + 2y2)z

得其最优值函数 Θ(x̄) = 0 和最优解 x̄ = (8, 8, 4, 4, 4)⊤. 转第 3 步.

第 3 步 因 Θ(x̄) 6 0, 所以, x̄ = (8, 8, 4, 4, 4)⊤ 是 MISIP (4.1) 的全局最优解.

例 4.2 令 Z = [−5, 5] ∩ Z, (x1, x2) ∈ R2, x3, x4 ∈ [−10, 10] ∩ Z. 考虑下述 MISIP 问题:

min
x1,...,x5

x2
1 + x2

2 + x2
3 + 40x1 + 11.2x3 − 2x2 + (x4 − 6.4)2 + (x5 + 0.8)2 + 432.36

s.t. 2x1y1z
2 + x2y2z

3 6 0, ∀ (y1, y2) ∈ Y, z ∈ Z,

其中

Y =

(y1, y2) ∈ R2 :
y1 − y2 6 2, y1 + y2 6 2,

y2 − 2 6 0, 1− y1 6 0

 .

显然, 若直接将其转化为包含 47 个整数变量、68 个连续变量和 399 个约束函数的 MIP 问题, 则该

MIP 的规模超过了 minlp 求解器的求解范围. 故我们调用算法 1 求解该问题, 得到其全局最优解为

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4, x

∗
5)

⊤ = (−20, 1, 6, 6,−1)⊤.

例 4.3 令 Z = [−3, 3] ∩ Z, (x1, x2) ∈ R2, x3, x4 ∈ [−3, 3] ∩ Z 且 Y = [1, 10]. 考虑下述 MISIP

问题:

min
x1,...,x4

2x2
1 − 4x1x2 + 4x2

2 − 4x1 + x3x4 + x3
4 + 4

s.t. (x1 − 1)x2
2(x3 + x4)

2y sin z + x1x
2
2x

2
3yz

3 + 2x1x
2
2x3x4yz

3

+ x1x
2
2x

2
4yz

3 − x2
2(x3 + x4)

2yz3 6 0, ∀ y ∈ Y, z ∈ Z.

显然, 若将该 MISIP问题直接转化为包含 16个整数变量、23个连续变量和 70个约束函数的 MIP问

题, 则可直接用 minlp 求解器求解. 当然也可用算法 1 求解该问题, 得到其最优解为

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4)

⊤ = (1, 0.5, 3,−3)⊤.

例 4.4 令 Z = [−20, 20] ∩ Z, (x1, x2) ∈ R2, x3, x4 ∈ [−3, 3] ∩ Z 且 Y = [1, 10]. 考虑下述 MISIP

问题:

min
x1,...,x4

2x1(2x1 − 4x2) + x4(x3 + x4) + 4(x2
2 − x1 + 1)

s.t. (x1 − 2)x2
2(x3 + x4)

2y sin z + x1x
2
2x

2
3yz

3 + 2x1x
2
2x3x4yz

3

+ x1x
2
2x

2
4yz

3 − 2x2
2(x3 + x4)

2yz3 6 0, ∀ y ∈ Y, z ∈ Z.
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显然, 若直接将该 MISIP 问题转化为包含 125 个整数变量、43 个连续变量和 328 个约束的 MIP 问

题,则该 MIP问题严重超出 minlp求解器的求解范围.故调用算法 1求解该 MISIP问题,得到其最优

解为

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4)

⊤ = (2, 1, 3,−3)⊤.

接下来考虑 X 中只包含连续变量的如下 3 个例子, 即 n1 > 0, n2 = 0 且 X ⊆ Rn1 . 我们用算法 1

或者直接将其转化为 NLP 问题两种方法求解这 3 个例子.

例 4.5 令 Y = [−5, 5], Z = [2, 5]× [2, 5] ∩ Z2 且 (x1, x2, x3, x4) ∈ R4. 考虑下面的 MISIP 问题:

min
x1,...,x4

(x1 − 3.5)2 + (x2 − 4.5)2 + 2x2
3 + x2

4 − 2x3x4 − 4x3 + 4

s.t. − (z21 + z22)(x1 − 5)2x2
2y

2 + 2z1x
2
1x

2
2z2y

2

− 20z2x1x
2
2y

2z1 + 50z1z2x
2
2y

2 6 0, ∀ y ∈ Y, (z1, z2) ∈ Z.

显然, 该 MISIP 问题可被直接转化为包含 52 个连续变量和 128 个约束函数的 NLP 问题, 该 NLP 问

题可调用 fmincon 求解器求解. 我们也可用算法 1 求解该问题, 得到其最优解为

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4)

⊤ = (3.5, 4.5, 2, 2)⊤.

例 4.6 令 Y = [−3, 3]× [−3, 3], Z = [−20, 20]× [−20, 20]∩Z2, (x1, x2, x3) ∈ R3. 考虑下述 MISIP

问题:

min
x1,x2,x3

x1 + x3
2 + x2

3 − 8x1 + x2 − 5x3 + 20

s.t. z1(x1 − 3)3x2(y1 + 3y2) + z2x1(x
2
1 − 9x1 + 27)x2(y1 + 3y2)

− 27z2x2(y1 + 3y2) 6 0, ∀ (y1, y2) ∈ Y, (z1, z2) ∈ Z,

其中 x2 > 1. 显然将其直接转化为包含 2,203 个连续变量和 6,600 个约束函数的 NLP 问题并非明智

的做法. 我们调用算法 1 求解该问题, 得到其最优解为

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3)

⊤ = (3, 1, 2.5)⊤.

例 4.7 令 Y = [−5, 5] × [−5, 5], Z = [−200, 200] ∩ Z 且 (x1, x2, x3, x4) ∈ R4. 考虑下述 MISIP

问题:

min
x1,...,x4

x2
1 + x2

2 + 4x2
3 + 2x2

4 + 4x1 − 6x2 − 12x4 − 4x3x4 + 49

s.t. 2x2x1x4y1z + 3x1x2x4y3z + 4x1x4y1z + 6x1x4y3z 6 0, ∀ (y1, y2) ∈ Y, z ∈ Z.

显然直接将其转化为包含 2,009 个连续变量和 6,000 个约束函数的 NLP 问题也不是明智的. 我们用

算法 1 求解该问题, 得到其全局最优解为

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4)

⊤ = (2, 2, 3, 6)⊤.

从表 1的第 1列可知,当 Z 中的元素不多时,将 MISIP问题转化为 NLP问题是有效的方法. 表 2

和 1 表明, 算法 1 在求解问题的规模上有较大优势.
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表 1 用两种方法求解例 4.5–4.7 所需时间对比 (s)

方法 例 4.5 例 4.6 例 4.7

转化为 NLP 3.82 – –

算法 1 12.82 26.25 25.72

表 2 用两种方法求解例 4.1–4.4 所需时间对比 (s)

方法 例 4.1 例 4.2 例 4.3 例 4.4

转化为 MIP – – 485.76 –

算法 1 313.72 136.21 180.22 469.12

5 结论

混合整数半无限规划在未来可能会有更多的应用,本文主要考虑了该问题转化为单层问题的方法

和求解算法, 因转化过程中会产生大量的变量和约束导致转化问题可能难以求解, 所以本文提出了一

种行约束生成法, 可较大幅度提升求解规模. 该模型还存在诸多理论和算法方面的问题有待解决, 例

如, 基于 Radial 方向导数的最优性条件应该怎么建立? 如何用该最优性条件构造算法? 有没有针对

该问题的启发式算法和近似算法?

致谢 衷心感谢两位审稿专家提出的宝贵意见. 同时也感谢编委在处理本文时所付出的辛勤劳动.
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Mixed integer semi-infinite programming problem
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Abstract This paper focuses on mixed integer semi-infinite programming (MISIP). We firstly reformulate the
MISIP as a mixed integer mathematical programming with complementarity constraints (MIMPCC) by separating
the inner continuous and integer variables. Then, the equivalence of the global and local optimal solutions of the
MISIP and the MIMPCC are discussed under the assumption that the inner problem satisfies Slater’s constraint
qualification. After that, we reformulate the MISIP as a mixed integer programming (MIP) or a nonlinear
programming (NLP) that can be solved by standard numerical softwares. In order to solve the MISIP with many
inner variables, we propose a line-and-constraint generation method which converges to an optimal solution with
O(|Z|) iterations. Finally, some numerical examples are given to show the effectiveness of the two methods.
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