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矩阵方程 A X一尤召一 C 的连分式解法

高 维 新
(北 京 大 学 数 学 系 )

摘 要

矩阵方程 A x 一 X B 一 C 是一个众所周知的基本问题
,

在代数和应用数学中

起重要作用
.

本文是文献 〔 1] 的推广
,

使用与 左 , B 有关的连分式
,

我们得到解 x 的

标准的代数构造公式
,

与其它 已知的结果相 比
【卜川

,

它 能够简化 x 的 数 值计算
.

当 B ~ 一 A *
为渐近稳定

,

C 为正定 H er m i et 矩阵时
,

以 x 为系数 矩 阵 的 H 型

八日贝闷oB 函数可直接按此公式分解为若干个非负 H 型之和
.

一
、

记 号 与预 备

记数域 K 上 又的多项式环为 K [又 ]
,

如果 K [孟] 内 f (孟) 与 g (几) 互质
,

又 d e g f (又) 》 l
,

. 物 。 ` 二 。 抓劝 二二* 二佑
: 二 : 、 认

.
_ 、 : J _ _ _

, 、 * * 八 ,
男幼祖刀

、

几 J -少 J声、 几丁万二 2习 ) 门丫牙巧毛 , y . 户刀日
,

l二七 ` u ` “ u ` 0 11 百弓
.

`友 T卜大七 7 J
一

丁、

I L儿 )

塑
一斌

:

+)
I L几 )

e :

( 又) + 。 2

( 2 ) + …
( 1 )

其中 如。 ) 〔 K [ 几]
,

又所有
。 , (又) 〔 K [又 l

,

这里 f
o
以 ) ~ g _ 1

(几) ~ 1 ,

f _ 1

。 ) 一 0 ,

又

夕,+ i

(几) ~ c 。+ :

(几) f* (几) + f*
_ :

(孟)
,

(左~ o , l ,

令

d e g
。天(又) ) 1

.

1

+ 瓦丈万
,

令 ( 1) 式的渐近分式为
窟* (几)

f* (又 )

g* + :

(几) ~ , 。+ :

(又) g 。 (几) + g奄_ :

(几) ( 2 )

…
, r 一 1 )

.

、1.、I心J4了
.、矛.、

。 。+ :

(又
,
产 ) : 一 (

。 * + :

(几) 一 。 . + :

(产 ) ) (几一 醉) 一
`

为 正 , 产 的二元多项式
.

对任何 甲 (劝 〔 K 协 ]
,

记 甲 (劝 的首项为 L甲 (劝
.

易知

L f , (几) ~ L (
。 :

(几)
。 ,

(又)…
。 * (又) )

,

又当 g0 (孟) 不为 。 时
,

L g * (又) ~ L ( g0 (又)
。 ;

(又)
。 :

(几) …
。* ( 1 ) )

.

分别令 f (劝
,

九(劝 的首项系数为 a0
,

`
r ,

于是

.f (之)
~ 二

召 0

, l , 、 _ , , 、
_ 二

_ , , 、

I 叹几 1 5 ` r 气` I ee — ` 、 ` I
- 肠 )

本文 19 8 6 年 4 月 1 7 日收到
,

19 8 7 年 1 0 月 2 0 日收到修改稿
.
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引理 1
.

连分式( ) l满足

( 卜
二 )人( :

, ; ) 一 l + (一 l )
·

二 ( r
, _ :

( ; ) : ( ; ) 一 r ( : )条
一 :

( ; ) )
,

口 0

( 6 )

这里的

* ( ;
,
二 ) : 一 习 (一 l ) ` f* ( ` )

。 * + :

( `
, ; ) : * ( ; )

.

( 7 )

证
.

令

M * (又
, 邵 ) : ~ (一 l尹 ( f* (又) g `

,

(拌 ) 一 f*
一 ,

(又) g* (拜 ) ) (友一 o , l ,

…
, r

)
.

显然 M
。
(又

, 产 ) ~ 1 ,

又由 ( 5 ) 式得

M
,

( :
, ; ) 一 (一 1 )

·

二 ( r ( 、 ) g卜
,

( ; ) 一 fr 一
:

( 、 ) : (二 ) )
.

( 8 )
召 0

由 ( 2 ) 式导出

材 * (几
, 产 ) 一 M ,+ :

(孟
, 那 ) ~ (一 1 ) 大(又一 产 ) f* ( 又) 。 * + :

(又
,

产) g* (产 )
,

伏 一 0
,

1 ,

…
, ! 一 1)

.

将上述诸式相加
,

据 ( 7) 式而有
l 一 M

r

(几
, 产 ) 一 (又一 产 ) h (又

,
那 )

.

以 ( 8 ) 式代人上式
,

最后得出 ( 6) 式
.

当 产 ~ 又 时 ( 6) 式变为

r ( : ) g
, 一 :

( ; ) 一 ; ( ; ) f卜
:

( * ) ~ (一 l )
护

鲁
.

` r

( 9 )

记数域 K 上
, x 。 矩阵空间为 K

.

“
.

以下令 K
” ` ,

内线性算子 分与 刀分别由 万x ~

城x 与 刀x ~ x B 确定
.

易知 2 与 刀是交换算子
.

如果

,
( :

, 二 ) 一 习
e , , : `声 (

。 , , 。 尺 )

是 几 , 产 的二元多项式
,

那么任取 y 〔 K
” x , ,

都有

( 月
,

刀) Y ~ 艺
e , ,搜` y B ` .

二
、

一 般 解 法

定理 1
.

如果 ( l) 式严格既约
,

又

f ( A ) = 0 , g ( B ) ~ 0 ,

则 2 一 刀 可逆
,

且

刀)
一`

~ 万 (一 l ) `f , (万)
。 ,+ :

(万
,

刀) 。* (尽)
.

( 10 )

证
.

分别以 诬
,

刀代入 (6 ) 和 (7 ) 式中 孟与 拌 ,

得

(万一 刀)为(万
,

。 ) 一 宕 + (一 1 )
·

二 ( f
, _ :

(万) 。 (刀) 一 r (万) g卜
,

(刀) )
,

( 1 1 )

* (万
,

刀) 一 艺 (一 l )
“ f , (万) e * + ,

(万
,

刀) g* (刀)
.

( 1 2 )
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由假设可知f (2 )~ g(刀 )一 。 ,

( 1 1 )式化为

(江一 刀)人(万
,

刀) ~ 若
.

即 2 一 刀 可逆
,

又

(万一 刀)
一 ,

~ h (万
,

刀)
.

以 ( 12 ) 式代人上式
,

最后即得 ( 1 0) 式
.

设 A 〔 K
. x ” , B 〔 K 份 减 . , C ( K

月 x m 为已知
, X 〔 K

” x “ 为未知
,

考虑矩阵方程

AX 一 X B ~ C
.

( 13 )

令 A
,

B 的特征多项式分别为 F (劝
, G (劝

.

( 1 3 ) 式存在唯一解的充要条件是 A 与 B 在复数

域上无公共特征根 (见文献 [ 1 2 ]
, p

.

22 5 )
,

即分式
G (几)

F (几)
为既约

.

利用算子 2 与 刀
,

( 13) 式可写为等价形式

( 2 一 刀) x ~ c
.

对 汉与 B 使用 C a

vle 卜H a m i l t o n 定理
,

可知 F ( A ) ~ 0 , G (刀 ) ~ 0
.

如果
G (几)
F (几 )

( 14 )

为既约
,

那

么在定理 1

式即可算出

定理 .2

中分别取 f ( : )
, g ( : ) 为 F ( ` )

, G ( ` )
,

据 ( 1 0 ) 式可求出 (诬一 刀)
一 ` .

再由 ( 一、 )

( 1 3 ) 式的唯一解 x 一 (万一 刀)
一 , c

.

如果 ( l) 式严格既约
,

又

f ( A ) C ~ C g ( B ) ~ 0 ,

( 1 5 )

刻矩阵方程 ( 1 3) 式具有解

x ~ 习 (一 l ) ` f灸(汉 ) c ,+ : : 灸(召 )
,

这里的 C 。+ : : ~
。 。+ :

(万
,

刀) e
.

证
.

令 X : 一 h( 2
,

刀) c
.

由 ( 1 1) 式得出

( , 一 “ , X 一
{
` 十 (一 ` ,

·

瓮
( jr一 ( , ,。 (“ , 一 ` ( , ,二一` , , ,

卜
一 c + (一 )

·

二 (九
_ :

(汉 ) c g (丑 ) 一 r (月 ) c子 _ :

( , ) )
,

口0

这里的 若为恒等变换
.

按假定 l( 5)
,

上式为 ( 1 4 ) 式
.

于是 x 为 ( 1 3 ) 式的解
.

又由 ( 12 ) 式

可得

X ~ {身
- 一) , f , ( J )

。 , + ;

( J
, 。 ) ; 花(。 )

卜
一

息
( - 1 )凌f* ( A ) c * + 1 9 * ( B )

.

例
.

求 ( ” ) 式的解
,

其 中

.

、、、...夕了了,101
111n

. .占
苦

/了̀..恤、、

一一C

、

l
/0

,111

一

奋了了...吸、
、

ùB

乌

、、、.性.夕万/
子

0
,1
01

一 1

一 2

l

一 1

一 2

0

一 1 一 2

了产了̀...、、、

ù
A

解
.

令 f以 ) 与 g (劝 分别为 A与 B 的特征多项式
.

此时

g (几)

f (又)

几3

+ 孟2

+ 2几 + 1

又3

+ 2孟
~ l 十

这里
。 :

( 孟) ~ 。 :

( 孟) 一
。
,( 孟 ) ~ 几

.

利用 ( 2 )式得

1 1 1
~ ~ . . . . . . . . . . . .` , ~~ 目 . . . .

. .

` , . , ~目 . . . . . . . . ...

。 :

( : ) +
。 :

( : ) +
。 3

( : )
’

.I ( 孟) ~ g0 ( 孟) ~ l
,

又
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f
:

( 2 ) ~ 几 ,

f
:

(又) ~ 又,

+ 1 , g ;

(几) ~ 几 + l , 9 2

( 几) ~ 又,

+ 之十 1
.

由
。 :

( 之
, 产 ) ~ 。 2

以
,
林 ) ~ 。 3

以
,
邵 ) ~ 1 ,

得 C `

~ C J

一 C ,

~ c
.

因此

.

、

、、,..日刀夕于110
j.l

· - · - · · ( · · · ) · ( ·
2 · · ) · ( ·

2

十

一 {一 3

0 一 2

三
、

均 匀 分 式

以下设 K「们 内 f ( 1 ) 与 g。 ) 具有形式

r ( : ) ~ 艺
, * 、一 , ,

g ( 、 ) 一 习 ; * : ` 一` ,

份 = 0 乏= 0

其中
! ) 1 ,

所有
` , , b 。 〔 K

,

又
` 。b。 笋 0

.

令

纵

口 0 a i
,

二 口2走_ i

药 b :

… b Z受_ `

0 a o
·

一 召2走一 J

0 b0 … b Z众_ 』

(与 : ~ 1 )
,

冷

八U
山

几

P* (几) :
~……

:

……
:

0 …
a 毛

0 … b走

召 `

…
召 2灸

b `

… b ;灸

a 。

…
口2灸一 i

b。 … b :掩一 ,

0

几左一
’

0

l

几冷

0

孟走一 l

0

掩走次认a
.

ba
,

b0oal瓦而b0

Q。 ( 几) : ~

口 2灸一 x

b〕戈_ i

(友一 0 , l
,

其中
, , ~ 石i ~ 0 ( i > ,

)
.

易知 f (又 ) 与 g (几)

引理 .2 设 代几) 与 g (几) 具有形式 ( 1 6 )
.

口走 1

b受 0

二 , s )

尸( : ) ~ 艺 , * ; `一`
,

互质的充要条件是 八 笋 0
.

令
l

Q( * ) 一 习 。 , : ` 一奄

( 1 6 )

( 1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

( 0 成 l <
; ,

P *
,

宁、 眨 K )
.
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如果 △汗 、

铸 O ,

又

a △ , + :又
, 一 `一 `

~ L ( f (又 )口(孟) + g (几) p ( 几) ) (占 〔 K )
,

( 2 1 )

P (又) ~ 8P, (几 )
,

p (几) ~ 占p , (几 )
.

证
.

计算 f (又) Q(劝 十 g (又) (P 劝 的系数
.

据 ( 2 1) 式得 出下列一组关系式 :

a o
qo + b o P

o

~ 0 ,

a l q o
+ b 、 Po

十 a 。叮
止

十 b o
P

,

~ 0
,

a Z, q o
+ b : zP o

+
` 2 2一 , q :

+ bZ z一 :
P

:

+

a 名z+ : q o

十 b Z z+ i
P o

+
a Z z q :

+ b : z P:

+

( 2 2 )

… +
a z q z

+ b l P z ~ 0 ,

… + a z+ : q z 十 b z+ ,

P - 一 a △ z+ 一

`
...̀....
J
、 .砚.
落

!

上式为未知数 q0
,

0P
, 宁, ,

P
, ,

…
, q , ,

P , 的线性方程组
.

据假定
,

其系数行列式 △+I :

转 0
.

令

戊
+ ,

末行各元素的代数余子式为
, 。 , u 。 , , : , u , ,

…
, , , , “ ,

.

将 左~ l 的 ( 1 8 ) 和 ( 19 ) 式分别

按末列展开
,

可得

p , ( : ) 一 艺
u , : `一 ` ,

Q , ( ; ) ~ 习
。 , : `一` .

对 ( 2 2 ) 式使用 C r a m` r 法则
,

可解出 户, ~ 占“ s , 叮, ~ 占, ,
.

将其代人 ( 2 0 ) 式
,

最后导出

尸( : ) 一 艺
。“ i : `一` ~ 。尸, ( : )

,

p ( : ) ~ 万
。 , i“ 一 , ~ 。口,

( * )
.

假定 八 砖 0
,

令 代劝 ~ f (劝
,

夕(劝 ~ 一 抓劝
.

此时

f ( 又)口(又) 十 g (又) P ( 又) ~ 0
.

考虑引理 2 推广到 l ~ , 的情形
.

通过齐次线性方程组 ( 2 2 )
,

类似地可得

tP (又) ~ △ t

f (孟)
,

Q
`

( 几) ~ 一 △
,

g (又)
.

如果 ( 1) 式严格既约
,

又 g0 (劝 为非零常数
,

又

d e g 。 * (又) ~ 1 (反~ l , 2 ,

…
, r )

,

则称 ( l) 式为均匀
.

此时 f (几) 与 g (劝 具有
` ~ ! 的形式 ( 16 )

,

又 戊 与所有

。 * : 一 。 。 (之
, 拌 ) 〔 K (交~ 1

, 2 ,

…
, r )

都不为 0
.

由定理 2 易得

推论 1
.

如果 ( 1) 式均匀
,

又 f( A ) c ~ c 抓 B ) ~ 0
,

则矩阵方程 ( 13 ) 具有解

( 2 3 )

x ~ 习 (一 ) ` s * + :

r* ( , ) c : * ( 。 )
.

定理 3
.

如果 f (几) 与 g (之) 具有形式 ( 16 )
,

则 ( l) 式为均匀的充要条件是所有 △ * 笋 O

(友~ l , 2 ,

…
, ,

)
.

此时
犷 ~ s ,

且存在 p * 〔 K ,

使得

f互( 1 ) ~ p * p * (又)
,

g * (几) ~ 一 p * Q* (孟)
,

( 2斗)

(掩一 。 , l ,

…
, ,

)
.

又

亡*乙* 、

一 (一 z )灸a弓
态乏

八走+ i
(灸~ 0

,

l ,

…
, , 一 l )

,

( 2 5 )
句

这里的 公 为 八(劝 的首项系数
.



第6 期 高维新 :矩阵方程 才 X一 X B二 c的连分式解法

证
.

据 ( 1) 6 式得g 0() 1一 鱼 笋 。
,

令
召 D

D 、 ( 几) : ~ f (又) g * (几) 一 g ( 又) f* ( 几)
.

由 ( ” ’ 和 `9 ’ 式可知 ”
·

( ` ’ 一 0 , ” 一 ( ` ’ 一 `一 ` ’
`

省
·

从 ( , ’ 式易于算出

D* 一 ,

(几) 一 一
e * + ,

(又) D , (几 ) + D , + i

。 )
.

( 2 6 )

令
, 吸: ~ d e g f* (又 )

.

利用 ( 4 ) 式而知 d e g g* (又) ~ n *
.

由 ( 5 ) 式得到
, ,

~ 5 .

所以通过 ( 3 )

式从 ( 2 6 ) 式导得

乙。 * ( 、 ) 一 (一 ) “
+ `

若生 *
` 一 ”

。+ ,

(友~ o
,

l
,

…
, ! 一 1 )

.

`乏+ l

( 2 7 )

假定所有 △* 尹 o (左~ 1 , 2 ,

…
, ,

)
.

从 △
,

笋 o 即知 ( l ) 式严格 既 约
.

令 ( 2 0 ) 式 中

l ~
, *

,

P (之) ~ 一 f* (沈)
,

Q(之) ~ 众。 )
.

注意 △ , + ;

笋 。 ,

由上式据引理 2 可有

d e g ( f (又 )口(几) + g (又) P (之) ) ~ 了一 n * + :

) , 一 l 一 1 ~ ,

一
, * 一 1

.

于是

d e g 。 , + 1

(几) ~ , * + :

一 n * ~ 1 (咬~ 0 , 1
,

…
, r 一 l )

,

( 1 ) 式为均匀
,

又 ! ~ .t

反过来设 ( l) 式为均匀
,

此时 △
,

铸 0
.

由 ( 3) 式知 似 ~ 友
, !

~ , .

以下我们假定

△ , + :

笋 0 ( 0镇 交 < , )
,

并由此证明 △ , 笋 .0

为此我们规定

。。 : ~ (一 1 ) ` 丁兰早
-一 〔 尺

.

`花+ i△乏+ i

此时 ( 2 7 ) 式为 L D * (又 ) ~ 一 p *△* + : 又
,一 乏一 ` .

在引理 2 中取 l ~ 反
,

P (几) ~ 一 f灸(几)
,

Q(又) ~

君 , (又)
,

即得

f , (又) ~ 一 p (几) ~ p , P* ( 1 )
, g , (又 ) ~ Q (几) ~ 一 p之Q* (又 )

.

于是 dge 凡 (劝 ~ 左
,

即 △* 特 0
.

这就用数学归纳法证明了所有 △ , 笋 0 (左一 , , , 一 l ,

…
,

1 )
,

又 ( 2 4 ) 式对所有 友< , 为真
.

令 P, : ~
a o△

s

.

由 ( 5 )及 ( 2 3 )式可知

.j (几) ~ 八凡 (几)
,

g, (沈) ~ 一 两 Q
*

(几)
.

从而 ( 2 4 )式对所有 友 ( ,
成立

.

易知

乙,几凌一 L f、 (又 ) ~ p , L P* (又) ~ (一 l )走
~ `

当兰- ` *

乙掩
+ i△走+ :

(友~ 0 , l ,

…
, , 一 1 )

.

上式简化变形即得 ( 2 5) 式
.

四
、

月g n y Ho s 函数

设 ( l) 式严格既约
.

如果 g0 (劝 ~ 1 ,

又

一 百:

(一 之) ~ l + 。 ,

(孟)
,

一 万 , (一 王) ~ 。 , (又) (咬一 2 ,

3
,

…
, r

)

则称 ( l) 式为 H 分式
.

( 2 9 )
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定理 4. 如果 ( 1)式严格既约
,

fL (劝 一 a0 犷 (
a 。 〔 K )

,

则 ( l) 式为 H分式的充要条件是

云
。 g ( 又) ~ (一 又)

, a 。

了(一 几 )
.

( 2 9 )

此时

g * (沈) ~ (一 l )走f , (一 几 ) (灸~ o
,

l
,

…
, r )

证
.

假定 ( l) 式为 H 分式
,

此时 g0 (劝 ~ 1
.

由 ( l) 式得

一

( 3 0 )

工赵2 _ 1 一 一一工一 毕共
一

」一
一

一共
.

g (几) l 十 。 :

( 二) 十 。 :

(孟 ) +
e 3

(孟 ) 十 … +
e ,

(几 )
( 3 1 )

利用 ( l) 与 ( 26 ) 式
,

由上式可知

g (一 几)

于(一 几)

1 1 1 1

~ 1
.

,目

—
—

—
_

—
二 . 目

万i

(一 孟) + 于 2

(一 又) 十 万 5

(一 几) + … + 万
r

(一 几)

f (几)
g (几 )

( 3 2 )

于是
,

存在 a 〔 兀
,

使得 g ( ; ) ~ ; 子(一 : )
.

因为 乙 f (* ) ~ 乙 g ( ; )
,

所以 。 ~ (一 l )
`

李
.

从
内

而 ( 2 9) 式成立
.

反过来假定 ( 2 9 ) 式成立
,

此时
a心 (一 劝 ~ (一 1 )场

。 f (劝
.

一方面可得 ( 32 ) 式
.

另一方
-

面从 L f (几) 一 L g (几)
,

幻 (几) 一 l ,

而有 ( 3 1 ) 式
.

( 3 1 ) 与 ( 3 2 ) 式相比较
,

导出 ( 2 8 ) 式
,

即

( l ) 式为 H分式
.

在此情形下
,

今将已证的结论用于 H 分式

g , (孟) _
, .

1 1 1
.

兮一宁甲尸 ~
1 .

r ee es se于尸丁
,

一
.

代 - -丁

—
,

了花(孟 ) r :

(孟) + 亡 :

( 几) + … +
。 走( 又)

-

于是
,

存在 a。 〔 K
,

使得 g 。 (几) ~ a订* (一 孟)
.

据 ( 3 ) 和 ( 4 ) 及 ( 2 8 ) 式得

L子, (一 又) 一 乙 (矛
1

(一 几)言
:

(一 又 )… 子。 (一 几 ) ) ~ (一 l )凌L (。
:

(几)
。 :

(之)…
。 , (几) )

~ (一 1 )掩L g* (之)
.

所以 叙 一 (一 1尹
.

从而 ( 3 0) 式成立
.

定理 4 证完
.

如果 H分式 ( 1) 为均匀
,

则称 ( 1) 式为 H 均匀
.

记实数域为 R
.

由 ( 2 8) 式可知
,

( 1) 式
为 H 均匀的充要条件是

更且 ~ 1 十

f (几) s : : 一 上 +
: : i + s , * + 朴 i + 5 3: + r 3i + … +

。 r

: + 称 i
( 3 3 )

这里的所有
8 , , r , 〔 R ( 1成 互镇

r
)

, s声 ,

…
` ,

笋 0
.

定理 .5 如果 ( l) 式为 H 均匀
,

则 。 : , 6 : ,

…
, 8 ,

中取正值的个数
,

等于 了(劝 位于右复半

平面的复根的个数
.

证
.

据定理 3 ,

f ( 1 ) 与 g (孟) 可写为 ( 16 ) 式
,

其中
, = r ,

又所有 △ , 笋 o (交一 l , 2 , … 卜

5)
.

令

f ( i ` ) 一 艺 (夕。 + i a , ) :
`一 ` (

a 。 ,

声。 。 天 )
.

此时 以i’ 一掩 ~ 凡 + 沁*
.

规定 价 ~ 几 ~ 0 ( j > 习
.

令
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R贬. )

曰二三

:: :

丙受
_孟

凡互
一 `

丙交

热走

气风峋凡

. .

…
, 0 . .

…
心乏

产灸

(交~ l , 2 ,

…
, , ,

讥
:
=

利用行列式的变换
,

可推出

△。 一 (一 1 )
罕 (粤丫二

,
.

、 忍 0 1

从 ( 2 5 ) 式得到

8通+ -
一 _ 1

a o
l勺

: ,

2亡又认 ,+ 2
(无~ 0 , l ,

…
, ! 一 l )

,

其中 么 〔 R
.

从而 sl
, 。 :

…
, 8 ,

中取正值的个数为变号数 V (v0
,

认
,

…
,

入 )
,

即 f (劝 位

于右复半平面的根的个数 (见文献 11 2 ]
, p

.

61 2 )
.

记复数域为 V
.

令 B 〔 V 加
切

, z ( V份 xl
.

考虑常线性系统

d 劣 。

— ~ O 万 .

南

令 ( 3 4) 式的所有特征根为 礼 ( j ~ 1 , 2 ,

…

( 3 4 )

几s + 工, 笋 o ( l 《 声《 左( 。 )
,

则任给 H 型 *z C z ,

都存在唯一的 H 型

J

山

z * X z ,

,

m )
.

如果所有

使沿 ( 34 ) 式有

(
: * x z

) ~ 一 z . C z ,

( 3 5 )

这里的 c 与 x 都为 H e r m i t e
矩阵

【7 , (见文献 [ 1 2 ]
, p

.

5 4 9 )
.

A X 一 X B 一 C ( A : ~ 一 B *)
.

( 3 5) 式等价于矩阵方程

定理 6
.

如果 g (几) 为 ( 3 4 ) 式的特征多项式
,

f ( 几) ~ (一 l )
. 岔(一 几 )

,

式
,

则

( 3 6 )

( l) 式为均匀分

( i)
r ~ 。

,

( 33 ) 式成立
,

其中
6 、 ,

朴
,

…
, 。 。

中取正数的个数等于 ( 34 ) 式位于左复半

平面内的特征根的个数 ;

( 11) ( 3 5 ) 式存在唯一的解

: * x 二 ~ 习
。 , + 1宕

丈c z * ,

( 3 7 )

这里的
二* : = g * ( B )

2 .

证
.

据假定此时 L f ( 几) ~ L g (几) ~ 几, ,

g ( 1 ) 一 (一 l )
,

了(一 1 )
.

据定理 4 可知
,

( l ) 式

为月分式
.

从而
r ~ 。 ,

( 3 3 ) 式成立
.

f (几) 的所有根为 一 工, ( 1 《 i ( , )
.

f (又) 位于右

复半平面内根的个数
,

等于 g (几) 位于左复半平面内根的个数
.

利用定理 5 即知
8 : , 8 : ,

…
,

。 m
中取正数的个数

,

等于 ( 3钓 式位于左复半平面内特征根的个数
.

f (又 ) 与 g ( 1 ) 分别为 汉
, B 的特征多项式

.

因 f (几) 与 g (几) 互质
,

故 ( 3 6) 式的解存在

且唯一 据 c a
ly

e y
一

H a m il t o n
定理

,

有 g ( B ) ~ f (月 ) 一 0
.

由 ( 3 0 ) 式可知



弓 54 中 国 科 学(
A 辑 )

f *( A )一( 矛。( 汉 *

) )
*

~( 一l )凌( 窟 *( 刀 ) )气

利用推论 1,

得 ( 3 6) 式的解

1 9 3名 年

x 一 习
s * + :

( 、 , ( B ) )
* c g , ( 。 )

,

从而 ( 35 ) 式存在唯一的解

z * X z 一

” . 一 1

习
s * 十 : z *

( g* ( 召 ) )
* c 。* ( B ) ; 一 艺

s * 十 ; 2 奢c z , ,

介 = ( ) 介二 O

这就完成定理 6 的证明
.

设 ( 3 4 ) 式为渐近稳定
.

如果 尹 ` z

为正定
,

则由上述定理可知所 有 叙 + :

为 正数
,

又

( 3 , ) 式的解
z * x : 可按 ( 3 7 ) 式分解为所有非负 H型 。 、 + , z霉C z 友 之和

.

因 。 : z言C z 。= 。 , z * c :

为正定
,

故
’

( 37 ) 式同时表明 lJ j1TJ 州
。。 函数 : * X : 为正定

.
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