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摘要    讨论了Sugeno测度这类有代表性的非可加测度的性质, 给出了Sugeno
测度空间上的gλ

 随机变量及其分布函数、期望和方差的定义及性质 , 证明了
Sugeno测度空间上的Markov不等式、Chebyshev不等式和Khinchine大数定律; 给
出了Sugeno测度空间上的经验风险泛函、期望风险泛函以及ERM原则严格一致收
敛的定义, 在此基础上给出并证明了Sugeno测度空间上的学习理论的关键定理、
学习过程一致收敛速度的界以及这些界与函数集容量之间的关系.  

关键词    Sugeno测度  经验风险最小化原则  关键定理  一致收敛速度的界 

统计学习理论(statistical learning theory, SLT)是在 20世纪 70年代由Vapnik[1~3]

建立的一种针对小样本情况研究统计学习规律的理论, 是传统统计学的重要发
展和补充, 其核心思想是通过控制学习机器的容量来实现对推广能力的控制[2], 
同时也发展了一种新的模式识别方法——支持向量机(support vector machine, 
SVM). 在短短 30 多年的时间里, 国内外涌现出了大量的关于此方面的著作和论
文, 如文献[1~13]等. 目前, 统计学习理论和支持向量机已经成为国际上机器学
习领域新的研究热点[4~8].  

学习理论的关键定理和学习过程一致收敛速度的界是统计学习理论的重要

组成部分. 学习理论的关键定理把学习一致性的问题转化为一致收敛的问题, 它
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指出了经验风险最小化原则(empirical risk minimization, ERM)一致性的充分和必
要条件是取决于函数集中“最坏”的函数[1,2]; 学习过程一致收敛速度的界是分析
学习机器性能和发展新的学习算法的重要基础[4], 通过对这些界的讨论, 可以得
到在ERM原则中经验风险与实际风险之间的关系, 进而可以研究学习机器的推
广能力.  

尽管统计学习理论是学术界公认的较好的处理小样本的学习理论, 但它仍
存在一些不完善之处, 如统计学习理论是建立在概率(一类特殊的测度, 也可称
概率测度)空间上的. 众所周知, 概率空间上的概率是一个满足可加性(可列可加
性)的非负集函数. 由于可加性条件非常苛刻, 在实际应用中这个条件往往得不
到满足. 换言之, 在实际应用中存在着大量的非可加集函数, 如: 对某商店出售
的一种服装进行评判, 为简单起见, 我们只考虑三个主要因素, 即花色式样、耐
穿程度及价格, 并由此来组成论域U={花色式样(U1), 耐穿程度(U2), 价格(U3)}, 
其中{Ui} (i=1, 2, 3)为两两不相交的集合. 由于人的主观因素的影响, 不妨规定主
要因素的重要性度量µ (µ 是从U到[0, 1]的一个集函数)如下:  

1 2 3( ) 0.6,   ( ) 0.5,   ( ) 0.8,U U Uµ µ µ= = =  

1 2 1 3 2 3 1 2 3( ) 0.7,   ( ) 0.9,   ( ) 0.8,   ( ) 1.U U U U U U U U Uµ µ µ µ∪ = ∪ = ∪ = ∪ ∪ =  

显然有 1 2 1 2( ) ( ) (U U U U ),µ µ µ∪ ≠ +  这从某种意义上说明了非可加集函数的存在. 

关于建立在概率测度上的理论与应用的局限性的详细讨论可参见文献[14,15]和
脚注 1).  

1974 年, 日本学者Sugeno 1)类非常有代表性的非可加测度, 即Sugeno测 
度[15,16]1), 它是概率测度的重要推广. 本文将统计学习理论的研究从概率空间拓
展到Sugeno测度空间上, 给出并证明了此空间上学习理论的关键定理, 学习过程
一致收敛速度的界及这些界与函数集容量之间的关系.  

1  Sugeno测度空间上学习理论的关键定理 

为了把学习理论的关键定理从概率(概率测度)空间推广到 Sugeno 测度空间, 
我们首先给出本文所需要的一些基本概念、性质与定理.  

定义 1[15]  设X是一非空集合, ζ 是由X的子集组成的非空类, µ 是定义在ζ

上 的 非 负 实 值 集 函 数 . 称 µ 满 足 律 ( 在σ λ− ζ 上 ) 当 且 仅 当 存 在

{ }1 ,
sup

λ
µ

⎛ ⎞
∈ − ∞ ∪⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 使得下式成立: 

                        
1) Sugeno M. Theory of fuzzy integrals and its applications. Doctoral Thesis, Tokyo Institute of 

Technology, 1974 
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其中 { }iE 是 ζ 中一列互不相交集合, 且它们的并也在ζ 中. 特别地, 当 时, 

律对应 可加.  

0λ =

σ λ− σ −
定义 2[15]  设 是X的子集组成的σ 代数. µ 称为 上的Sugeno测度, 当且

仅当µ 满足 律且

F F
σ λ− ( ) 1Xµ = , 简记为 gλ .  

三元组 ( , , )X gλF 称为 Sugeno 测度空间, 简记为 gλ空间. 本文以下的讨论

均在 gλ空间上进行.  

注 1  从上述定义易知, gλ在 时就是概率(概率测度), 且具有很强的

“适应性”, 只要选择适当的参数λ , 它就能近似代表相当广泛的一些非可加测度, 
因而被许多学者认为是很重要的一类有代表性的非可加测度

0λ =

[15,16]1).  
直接由定义 2和数学归纳法, 我们不难给出下面的结论:  
定理 1  对任意的 和 下列不等式成立: iE ∈F ( ), , 1,2,i jE E i j i j= ∅ ≠ =∩ ",

),
11

{ } (i i
ii

g E B g Eλ λ

∞ ∞

==
∑∪ ≤  

其中当 时,  当 时,  0λ≤ 1;B = 0 λ > 1 .B λ= +

由 gλ的定义和T-函数的定义[16], 我们还可证明下面的重要结果:  

定理 2  对于任意一个 gλ , 总可以找到一个 T-函数, 使得集函数 T gλθ D 成为

一个概率测度, 且此 T-函数为 

ln(1 ) ,     0,
ln(1 )( )     [0,1].
,                   0,

T

x
x x

x

λ λ
λθ

λ

+⎧ ≠⎪ += ∈⎨
⎪ ≠⎩

 

利用上述基本定义和定理我们可给出 gλ随机变量及其分布函数、期望和方

差的定义和一些基本性质.  
定义 3  设ξ是从 ( , , )X gλF 到实直线 上的函数, 则称ℜ ξ是一个 gλ随机变量.  

定义  4  设 gλ随机变量只取有限个数值或可列无穷多个值, 则这一类变量

称之为离散型 gλ随机变量.  

定义  5  设 ξ 是一个离散型 gλ随机变量, 亦即 ξ 的一切可能值为   1 2, , ,x x "

, ,nx "  且  则称 为( )( 1,2,
n ng g x nλ λ ξ= = = "),

1 2
, , , ,

n
g g gλ λ λ" " ξ的分布列.  

                       
1) 见 399脚注 1) 
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定义 6  设ξ是一个 gλ随机变量, 则其分布函数定义为 

( ) { },     .gF x g x x
λ λ ξ= ∀≤ ∈ℜ  

由定义 3和 6, 可得如下性质:  
性质 1 设 ( )gF x

λ
是 gλ随机变量ξ的分布函数, 则 

(1) ( )gF x
λ
单调不减;  

(2) ( )gF x
λ
是右连续的.  

性质 2  2 1
1 2

1

( ) ( )
{ }

1 ( )
g g

g
.

F x F x
g x x x

F x
λ λ

λ

λ λ
−

< =
+ ⋅

≤  

注 2  由上述两性质可以看出 gλ随机变量的分布函数的性质有的与随机变

量的分布函数的性质相同, 有的则不同.  
定义  7  对于 gλ随机变量 ξ 的分布函数 ( )gF x

λ
, 若存在非负实函数 ( )gf x

λ
, 

使得对于任意实数 x, 有 ( ) ( )d ,
x

g gF x f t
λ λ−∞

= ∫ t  则称 ξ 为连续型 gλ随机变量, 其

中 ( )gf x
λ
称为ξ的密度函数.  

定义 8  设ξ 是离散型 gλ随机变量, 若
1

< ,i i
i

x gλ

∞

=
∞∑  记

1
( ) ,g i i

i
E x

λ λξ
∞

=
=∑ g  

称 ( )gE
λ

ξ 为离散型 gλ随机变量ξ的数学期望.  

定义 9  设ξ为具有密度函数 ( )gf x
λ
的 gλ随机变量, 若 ( )d < ,gx f x x

λ

∞

−∞
∞∫  

记  称( ) ( )d ,g gE xf x
λ λ

ξ
∞

−∞
= ∫ ( )gE

λ
x ξ 为连续型 gλ随机变量ξ的数学期望.  

对于一般的 gλ 随机变量 , 需要给出更一般的数学期望定义 , 因此 , 借助

Riemann-Stieltjes积分(简称 R-S积分)给出如下定义:  

定义 10  设 gλ随机变量ξ的分布函数是 ( ).gF x
λ

 若 d ( ) ,gx F x
λ

∞

−∞
< ∞∫  则称

积分 d ( )gx F x
λ

∞

−∞∫ 的值为 gλ随机变量ξ的期望, 记为 ( ).gE
λ

ξ  

关于 Sugeno测度空间上事件的发生、二维随机变量、二维随机变量联合分布
函数以及密度函数和边缘分布函数等定义也可由类似概率空间上的对应定义给出.  

由于 gλ随机变量分布函数与概率空间上的随机变量的分布函数性质不尽相

同, 从而 gλ随机变量相互独立的重要概念就不能完全按概率空间上的定义给出. 

下面我们给出两个 gλ随机变量相互独立的定义.  

定义 11  设 ( , )gF x y
λ

及 ( ), ( )g gF x F y
λ λξ η 分别是二维 gλ随机变量 ( , )ξ η 的分

布函数及边缘分布函数, 若对于所有的 x, y有 
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λ

λ

1( , ) { [ ( )] [ ( )]},T T Tg x y g x g yλ λξ η θ θ ξ θ η−= ⋅≤ ≤ ≤ ≤  

即 
1( , ) { [ ( )] [ ( )]},g T T g T gF x y F x F y

λ λξ ηθ θ θ−= ⋅  

其中 1ln(1 ) (1 ) 1( ) ,  ( ) ,
ln(1 )

x

T T
xx xλ λθ θ

λ λ
−+ + −= =

+
 则称 gλ随机变量ξ和η 是相互独立的.  

由上述定义不难推出 gλ随机变量的数学期望的如下基本性质.  

性质3  设 ,ξ η 是两个 gλ随机变量, C, D是常数, 则有 ( ) (g gE C D CE
λ λ

)ξ η ξ+ = +  

( ).gDE
λ

η  

性质  4  设 ,ξ η 是两个相互独立的 gλ 随机变量 , 则有  ( )gE
λ

ξη ≤

( ) ( ),g gAE E
λ λ

ξ η  其中 A>0为一个常数. 当λ >0时, =[ln(1 ) 1] (1 );
ln(1 )

A λλ λ
λ

+ + ⋅ +
+

 

当λ<0时, 2
1=

ln(1 ) (1 )
A λ

λ λ
⋅

+ +
; . 当λ=0时, A=1并且 ( ) ( ) ( )g g gE E E

λ λ λ
ξη ξ η=  

推论  1   设 1 2, , , nξ ξ ξ" 是相互独立的 gλ 随机变量 ,  则有  
1

n

g i
i

E
λ

ξ
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∏ ≤

1

1
( ).

n
n

g i
i

A E
λ

ξ−

=
∏  

注 3  由上述性质 3和 4可以看出 gλ随机变量的数学期望性质与随机变量的

数学期望的性质有的相同, 有的则不同.  

定义  12  设ξ 是一个 gλ 随机变量. 若 存在, 则称2{[ ( )] }g gE E
λ λ

ξ ξ− {[gE
λ

ξ −  

为2( )] }gE
λ

ξ ξ的方差, 记为 ( ).gD
λ

ξ  

性质 5  设ξ是一个gλ 随机变量, A, B是常数, 则有 .2( ) ( )g gD A B A D
λ λ

ξ ξ+ =   

性质  6   设 ,ξ η 是两个独立的 gλ 随机变量 ,  则有 ( ) ( )g gD D
λ λ

ξ η ξ+ +≤   

( ).gD
λ

η  

注 4  由上述性质 5和 6可以看出 gλ随机变量的方差的性质与随机变量的方

差的性质有的相同, 有的则不同.  
下面我们给出 gλ空间上的 Markov 不等式、Chebyshev 不等式与 Khinchine

大数定律.  
定理 3 (Markov 不等式)  若 ξ 是非负 gλ随机变量, 且t >0, 则 { }g tλ ξ≥ ≤  

( )
.gE

B
t

λ
ξ

 对连续的 gλ随机变量, 当λ≤0时, 1 ;
1

B
λ

=
+

 当λ >0时, B=1. 对离散
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的 gλ随机变量当λ >0时,  当λ≤0时, B=1.  1B λ= + ;

证  由定义 8~10以及性质 2即可得证.  
定理  4  (Chebyshev 不等式 )  设 gλ 随机变量 ξ 的期望 ( ) ,gE

λ
ξ µ=  方差

2( ) ,gD
λ

ξ σ=  则对任意正数ε , 不等式 

{ }
2

2g Bλ
σξ µ ε
ε

− ≥ ≤  

成立. 

证  由定理 3知, 
2 2

2 2
2 2

( )
{ } ,

E
g B Bλ

ξ µ σξ µ ε
ε ε
−

− =≥ ≤  因此 { }gλ ξ µ ε− ≥ ≤  

2

2 .B σ
ε

 

定理 5 (Khinchine大数定律)  设 gλ随机变量 1 2, , , ,nξ ξ ξ" "相互独立同分布, 

且有相同的数学期望  则对任意 >0, 有 ( ) ( 1, 2, ),g nE a n
λ

ξ = = " ε

1

1lim 0.
n

nn k
g a

nλ ξ ε
→∞ =

⎧ ⎫⎪ ⎪− =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ≥  

证  由定理 4并参照概率空间上的 Khinchine大数定律的证明即可得证.  
注 5  定理 5的证明也可利用定理 2与概率空间上的 Khinchine大数定律给出.  
为了得到本节的主要结论, 下面我们给出 gλ空间上的经验风险泛函、期望风

险泛函以及 ERM原则严格一致收敛的定义.  
定义 13  设 1 2, , , ,nξ ξ ξ" "是一个 gλ随机变量序列, a是一个常数. 如果对任

意 >0有 ε

{ }lim 0,nn
g aλ ξ ε

→∞
− > =  

则称{ }nξ 依 gλ收敛到 a. 简记为  .
g

n n
a

λ
ξ

→ ∞
→

定义 14  设 ( )gF z
λ
是给定的 gλ随机变量 z的分布函数, 是独立同

分布的样本. 考虑函数集  则

1 2, , , lz z z"

( , ), ,Q z α α Λ∈ gλ空间上的期望风险泛函和经验风

险泛函分别定义为 

  (1) ( ) ( , )d ( ),gR Q z F
λ

α α= ∫ z

 emp
1

1( ) ( , ).
l

i
i

R Q
l

α
=

= ∑ z α  (2) 

对于指示函数集, (1)式描述了事件 { }: ( , ) 1 ,A z Q zα α α Λ= = ∈ 的 ;gλ  (2)式描述了

事件的频率.  
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定义 15  对函数集 ( , ),Q z α α Λ∈ 定义其子集 如下:  ( )cΛ

{ }( ) : ( , )d ( ) , .gc Q z F z c
λ

Λ α α α Λ= ∈∫ ≥  

如果对函数集的任意非空子集 , 都有 ( )cΛ ( ,c ∈ −∞ ∞)

emp( ) ( )
inf ( ) inf ( )

g

c cl
R R

λ

α Λ α Λ
α α

∈ ∈→∞
→  

成立 , 则称经验风险最小化 (ERM)原则对函数集 和分布函数( , ),  Q z α α Λ∈

( )gF z
λ
是严格一致的.  

本节的最后我们给出 gλ空间上学习理论的关键定理.  

定理 6  设对给定的分布函数 ( )gF z
λ
和函数集 ( , ),Q z α α Λ∈ 中所有函数存在

常数 A和 B使得不等式 

( ) ( , )d ( )gA R Q z F z
λ

α α= ∫≤ ≤ B  

成立. 则 ERM原则严格一致性的充分必要条件是: 经验风险泛函 在函数

集

emp ( )R α

( , ),Q z α α Λ∈ 上在如下定义下一致收敛于实际风险 R(α ): 

emplim {sup( ( ) ( )) } 0,     0
l

g R Rλ
α Λ

α α ε ε
→∞ ∈

− > = ∀ >

)

 

时一致收敛于风险 R(α ). 
证  必要性: 设经验风险最小化原则在函数集  上是严格一致

的. 根据严格一致的定义可得, 使得集合 

( , ),Q z α α Λ∈

( ,c∀ ∈ −∞ +∞

{ }( ) : ( , )d ( )c Q z F zΛ α α= ∫ ≥ c

R α

 

非空, 则在如下意义下的收敛是成立的: 

  (3) emp( ) ( )
inf ( ) inf ( ).

g

c cl
R

λ

α Λ α Λ
α

∈ ∈→∞
→

考虑有限序列 , 使得 1 2, , , na a a"

1 1< ,     ,     .
2i i na a a A aε

+ − = B=  

以下我们用Tk表示事件 

emp( ) ( )
inf ( ) < inf ( ) .

2k ka a
R R

α Λ α Λ

εα α
∈ ∈

−  

则由(3)式可得 
  (4) ( ) 0.k l

g Tλ
→∞
→

令  下面我们用归纳法来证明  
1

,
n

k
k

T T
=

=∪
1

0.
n

k
lk

g Tλ
→∞=

⎛ ⎞
→⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪
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当 i=2时,  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

1 ( ) 1 ( )
g T g T g T T g T g T g T g T g T g T

g T T
g T T g T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ

λ λ
λ λ

+ − ∩ + ⋅ + + ⋅
∪ =

+ ⋅ ∩ + ⋅ ∩
≤  

由(4)式可知 和 成立, 因此我们可得 . 1( ) 0
l

g Tλ →∞
→ 2( ) 0

l
g Tλ →∞

→ 1 2( )
l

g T Tλ →∞
∪ → 0

→

ε

设当 i=n−1 时, 成立. 则 也成立, 

即 

1

1
0

n

k
lk

g Tλ

−

→∞=

⎛ ⎞
→⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪

1

1 1
0

n n

k k n lk k
g T g T Tλ λ

−

→∞= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∪ ∪

  (5) ( ) 0.
l

g Tλ →∞
→

我们用 M来表示事件 

empsup( ( ) ( )) .R R
α Λ

α α
∈

− >  

设事件 M发生. 则存在 , 使得  *α Λ∈
* *( ) > ( )empR Rα ε α−  

成立. 由 我们可以找出一个 k使得 和 *α * ( )kaα Λ∈

*0 ( ) <
2kR a εα −≤  

成立. 由选定的集合  我们可知下面不等式 ( ),kaΛ

*
( )

0 ( ) inf ( ) <
2ka

R R
α Λ

εα α
∈

−≤  

成立. 事实上, 由 可得 
( )

inf ( )
k

ka
R

α Λ
α

∈
≥ a

* *
( )

0 ( ) inf ( ) < ( ) <
2k

ka
R R R a

α Λ

εα α α
∈

− −≤ .  

所以, 对于选定的 和  下面不等式成立: *α ( ),kaΛ

* *
emp emp( ) ( )

inf ( ) > ( ) > ( ) inf ( ).
2k ka a

R R R R
α Λ α Λ

εα α ε α
∈ ∈

− − ≥ α  

也就是说, 如果事件M发生, 则事件Tk发生, 那么事件T也发生.  
由 gλ的单调性, 可知 ( ) ( )g M g Tλ λ≤ 成立. 由(5)式得  所以 lim ( ) 0,

l
g Tλ→∞

=

  (6) emplim {sup( ( ) ( )) > } 0.
l

g R Rλ
α Λ

α α ε
→∞ ∈

− =

定理的必要性得证.  
充分性: 下面我们用 N表示事件 

emp( ) ( )
inf ( ) inf ( ) > .

c c
R R

α Λ α Λ
α α

∈ ∈
− ε  
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则事件 N为下面两个事件的并 

1 2 ,N N N= ∪  

其中 

{ }
{ }

1 e( ) ( )

2 e( ) ( )

: inf ( ) < inf ( ) ,

: inf ( ) > inf ( ) .

c c

c c

N z R R

N z R R

α Λ α Λ

α Λ α Λ

α ε α

α ε α

∈ ∈

∈ ∈

= +

= −

mp

mp

 

设事件N1发生 . 为了估计 1( )g Nλ 的上界 , 我们可找到函数  

使得 

*( , ),Q z α

* (cα Λ∈ )

*
( )

( ) < inf ( )
2c

R R
α Λ

εα α
∈

+  

成立. 则下面不等式 

* *
emp emp( ) ( )

( ) < inf ( ) < inf ( ) ( )
2 c c

R R R R
α Λ α Λ

εα α ε α
∈ ∈

+ + ≤ α  

成立. 由定理 5可得 

 * *
1 emp( ) ( ) ( ) 0.

2 l
g N g R Rλ λ

εα α
→∞

⎧ − > →⎨
⎩ ⎭

≤
⎫
⎬  (7) 

另一方面, 如果事件N2发生, 则存在函数  使得下式成立: **( , ),Q z α ** ( )cα Λ∈

** **
emp emp( ) ( )

( ) < inf ( ) < inf ( ) ( ).
2 c c

R R R
α Λ α Λ

εα α ε α
∈ ∈

+ + ≤ R α  

再由(6)式成立可得 

 ** **
2 emp emp( ) ( ) ( ) < < sup( ( ) ( )) > 0

2 2 l
g N g R R g R Rλ λ λ

α Λ

ε εα α α α
→∞∈

⎧ ⎫⎧ ⎫− −⎨ ⎬ ⎨
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

≤ .→⎬  (8) 

由(7)和(8)式, 我们可知  定理的充分性也得证.  1 2( ) ( ) 0.
l

g N g N Nλ λ
→∞

= ∪ →

注 6  定理 6的证明也可利用定理 2和概率空间上学习理论的关键定理给出, 
我们将另文讨论.  

2  Sugeno测度空间上学习过程一致收敛速度的界 

本节我们首先给出 Sugeno测度空间上的 Hoeffding不等式.  
定理  7  (Hoeffding 不等式 )  假设 gλ 随机变量 1 2, , , nξ ξ ξ" 相互独立 . 设

1

n

n i
i

S ξ
=

=∑ 且
1

( ) ( )
n

g n g
i

E S E
λ λ iξ

=
=∑ , 则  有 > 0, > 0,s t∀

1
{ ( ) } {exp[ ( ( ))]},

n
st

n g n g i g i
i

g S E S t Ce E s E
λ λλ ξ ξ−

=
− ∏ −≥ ≤

λ
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其中  1 .nC A B−=
证  由 gλ随机变量的期望定义和性质以及 Markov不等式即可得证.  

然后, 我们给出 Sugeno 测度空间上学习过程一致收敛速度的界以及这些界
与函数集容量之间的关系.  

定理 8  若 gλ随机变量ξ的均值为 0, 即  且( ) 0,gE
λ

ξ = [ ], ,a bξ ∈  则对于任

意 s>0, 有 
2 2( ) /8( )s s b a

gE e e
λ

ξ −≤ .  

证  由 gλ随机变量的期望定义和性质以及指数函数的凸性即可得证.  

定理 9  若有界 gλ随机变量 [ , ],  1, 2, , ,i i ia b i nξ ∈ = "  满足 1 2, , , nξ ξ ξ" 相互独

立, 则  有  > 0,t∀

( )
2

2

1

2{ } exp
( )

n g n n

i i
i

tg S E S t C
b a

λλ

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪− −⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

≥ ≤ ,  

或 

( )
2

2

1

2{ } exp
( )

n g n n

i i
i

tg S E S t C
b a

λλ

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪− − −⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

≤ ≤ .  

其中C=An−1B. 
证  由定理 7和 8即可得证.  
本文只考虑最简单的模型: 函数集仅包含有限个指示函数的情况. 对于实函

数的情况可利用一个指示器将实函数转化为指示函数. 将定理 9应用于两点分布, 
结合定义 14可得到  

 2
emp{ ( ) ( ) > } { > } exp( 2 )ng R R g g S l C lλ λα α ε ε ε− = − −≤  (9) 

和 

 2
emp{ ( ) ( ) > } exp( 2 ),g R R Cλ α α ε ε− ≤ l−  (10) 

其中  l为样本数, g是事件1,i ib a− = { }: ( , ) 1 ,A z Q zα α α Λ= = ∈ 的 .gλ  

定理 10  设 为函数集, 当 时,  ( , ), 1,2, ,kQ z k Nα = " 0λ≤

1
emp

ln ln
( ) ( )

2k k
NC

R R
l

ηα α −
− ≤  

依至少 11 η− 的 gλ成立; 当 时,  > 0λ
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2ln(1 ) ln

emp
ln ln[ 1]( ) ( )

2

N

k k
C eR R

l

ληλα α
+ −− −− ≤  

依至少 2

2

1
1

η
λη

−
+

的 gλ成立. 

证  利用不等式(9),  当 时 1 > 0,ε∀ 0λ≤

emp 1
1

emp 1
1

2
1

     { sup ( ( ) ( )) > }

{ ( ) ( ) > }

exp( 2 ).

k k
k N

N

k k
k

g R R

g R R

NC l

λ

λ

α α

α α ε

ε
=

−

−

−

∑

≤ ≤

≤

≤

ε

 

10 < 1,η∀ ≤  令  可得2
1exp( 2 ) ,NC lε η− = 1

ηε −= 1
1

ln ln
.

2
NC

l
 故 

emp 1 1
1

{ sup ( ( ) ( )) } 1 .k k
k N

g R Rλ α α ε− −
≤ ≤

≤ ≥ η  

当 时,   > 0λ 2 > 0,ε∀

{ }

{ }

emp 2
1

emp 2

emp 2

2
2

     { sup ( ( ) ( )) > }

{ ( ( ) ( )) > }

1 1 ( ( ) ( ) >

1 1 exp( 2 ) 1 .

k k
k N

N

k k
i k
N

k k
i k

N

g R R

g R R

g R R

C l

λ

λ

λ

α α ε

α α ε

λ α α ε
λ

λ ε
λ

=

=

−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤+ −⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

∏

∪
≤ ≤

≤

≤

≤

1−
 

20 < 1,η∀ ≤  令 { }2
2 2

1 1 exp( 2 ) 1
N

C lλ ε
λ

⎡ ⎤+ − − =⎣ ⎦ ,η  解得 

2
2

ln ln( 1 1)
,

2

NC
l

λ λη
ε

− + −
=  

故 

2
emp 2

1 2

1
{ sup ( ( ) ( )) } .

1k k
k N

g R Rλ
ηα α ε
λη

−
−

+≤ ≤

≤ ≥  

设 是函数集中最小化期望风险泛函的函数, 是最小化

经验风险泛函的函数 , 因为定理 10 对函数集中所有函数都成立 , 所以对
同样成立. 当 时, 上述的界即为概率测度空间上的界.  

(0)( , )kQ z α ( )( , )k lQ z α

( )( , )k lQ z α 0λ =

这些界就回答了估计经验风险最小化原则的推广能力的第一个问题: 得到
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最小的经验风险泛函的函数提供多大的期望风险. 下面定理回答了第二个问题:  
定理 11  当 时, 不等式 0λ≤

31
( ) (0)

ln lnln ln
( ) ( )

2 2k l k
CNC

R R
l l

ηηα α −−
− +≤  

依至少
1 2

1
λη η

λη
+ −

+
的 gλ成立; 当 时,  > 0λ

2 3
( ) (0)

ln ln( 1 1) ln ln
( ) ( )

2 2

N

k l k
C C

R R
l l

λ λη ηα α
− + − −

− +≤  

依至少
2

2 2
1 2

1 2
η λη

λη λ η
− −

+ +
的 gλ成立.  

证   对于最小化期望风险泛函的函数 , 由不等式 (10)解得(0)( , )kQ z α

3
3

ln ln
,

2
C

l
ηε −

=  所以, 当 时, 0λ≤ 3
(0) emp (0)

ln ln
( ) ( )

2k k
C

R R
l

ηα α −
−≥ 依至

少 31 η− 的 gλ成立; 而 时, 依至少> 0λ 3

3

1
1

η
λη

−
+

的 gλ成立.  

因为 最小化经验风险泛函, 所以不等式

成立. 令

( )( , )k lQ z α emp (0) emp ( )( ) ( )k k lR Rα α− ≥0

{ } { }1 3 2 3
max , max ,η η η η η= 或 , 当 时, 0λ≤

{ }
{ }

( ) (0) 1 3

( ) emp ( ) emp (0) (0) 1 3

( ) emp ( ) 1 emp (0) (0) 3

     ( ( ) ( ) > )

( ) ( ) ( ) ( ) >

( ) ( ) > ( ) ( ) >

2 ,
1

k l k

k l k l k k

k l k l k k

g R R

g R R R R

g R R R R

λ

λ

λ

α α ε ε

α α α α ε ε

α α ε α α

η
λη

− +

− + − +

⎡ ⎤ ⎡− −⎣ ⎦ ⎣

+

∪
≤

≤

≤

ε ⎤⎦
 

所以 

{ }( ) (0) 1 3
1 2( ) ( )

1k l kg R Rλ
λη ηα α ε ε

λη
+ −− +

+
≤ ≥ .  

同理, 当 时,  > 0λ

{ } 2
( ) (0) 2 3( ) ( ) > 2k l kg R Rλ α α ε ε η λ− + +≤ ,η  

故 

{ }
2

( ) (0) 2 3 2 2
1 2( ) ( ) ) .  

1 2k l kg R Rλ
η ληα α ε ε

λη λ η
− −− +

+ +
≤ ≥

当 时, 上述的界即为概率测度空间上的界.  0λ =
定理 11 中的界回答了第二个问题: 对于一个给定的函数集, 由最小的经验
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风险泛函的函数所提供的期望风险和最小的可能风险有所接近. 并且定理 10 和
11 所得到的两个不等式都与给定函数集的容量(函数集中函数数目的对数)有关, 
反映了界与函数集的容量的关系.  

注 7  由定理 2和概率空间上学习过程一致收敛速度的界也可得到 Sugeno测
度空间上学习过程一致收敛速度的界, 限于篇幅, 该部分内容我们将另文讨论.  

3  结论 

本文进一步讨论了 Sugeno 测度这类很重要的有代表性的非可加测度的一
些性质, 在此 Sugeno 测度空间上给出了 gλ随机变量及其分布函数等定义, 分析

了其数字特征, 并证明了一些重要不等式, 在此基础上把学习理论的关键定理、
学习过程一致收敛速度的界以及这些界与给定函数集的容量的关系, 从概率空
间实质性地推广到了比它更大的 Sugeno测度空间上.  

致谢  非常感谢香港理工大学计算学系 Yeung教授给予的指导与帮助. 
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