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摘要 本文对带跳扩散过程的经验似然推断进行了讨论. 基于经验似然方法, 我们可以针对带跳扩散

过程的各项系数构造置信区间. 这种置信区间的性质比基于渐近正态性构造出来的置信区间要好.
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1 引言

在金融时间序列的研究中,连续时间模型扮演着十分重要的角色.从概率论的角度来看,连续时间

模型即是一个连续时间的随机过程. 长期以来, 从事时间序列研究的学者将研究的重点放在连续轨道

的随机过程上 (参见文献 [1–3]). 最近, 带跳随机过程越来越受到时间序列的研究者们的关注, 特别是

带跳扩散过程. 因为带跳扩散过程是连续轨道扩散过程很自然的推广,同时,带跳扩散过程又可以很好

地刻画一些金融现象. 很多统计学家将注意力集中在带跳扩散过程的统计推断上来 (参见文献 [4,5]).

提及带跳扩散过程的统计推断, 我们首先介绍连续轨道扩散过程的统计推断. 正如上文所述, 带

跳扩散过程是连续轨道扩散过程很自然的推广. 关于这两类随机过程的统计推断也存在着一定的联

系. 考虑这样一个随机微分方程:

dXt = µ(Xt)dt + σ(Xt)dWt, (1.1)

这里 Wt 是一个标准 Brown 运动. 连续轨道扩散过程即是方程 (1.1) 的解. 关于连续轨道扩散过程的

统计推断问题, 是从估计函数 µ(x) 和 σ(x) 开始的, 即取得样本后, 设计一定的估计量去估计 µ(x) 和

σ(x), 这就是所谓的关于 µ(x) 和 σ(x) 的非参数估计. 通常, 设计估计量时是基于下列关系的:

E

(
Xt+∆ −Xt

∆

∣∣∣∣Xt

)
= µ(Xt) + o(1), (1.2)

E

(
(Xt+∆ −Xt)2

∆

∣∣∣∣Xt

)
= σ2(Xt) + o(1), (1.3)

这里 ∆ → 0. 因此, 估计 µ(x) 和 σ(x) 可以近似地认为是一个非参数回归问题. 基于这一点, Bandi 和

Phillips[6] 讨论了关于 µ(x)和 σ(x)的 N −W 估计量,并得到了估计量的强相合性和渐近正态性. Fan

和 Zhang[7] 讨论了关于 µ(x) 和 σ(x) 的局部多项式估计量, 得到了弱相合性和渐近正态性. 我们可以

由渐近正态性构造关于 µ(x) 和 σ(x) 的置信区间. 但是, 这种方法构造出来的置信区间有一定的缺陷,
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比如置信区间是对称的, 当估计量变化比较大的时候, 这样构造的置信区间的功效就比较低. 因此, 有

必要对这种方法进行改进. 事实上, 早在上世纪八十年代, 就有学者对传统构造置信区间的方法进行

改进. Owen[8,9] 引入了经验似然方法, 构造了关于 i.i.d 样本均值的置信区间. Owen[10], Kitamura[11]

证明了经验似然方法在构造置信区间或者检验统计量方面的有效性. Chen和 Qin[12] 得到了关于条件

均值函数的经验似然置信区间. Chan 等 [13] 得到了条件方差函数的经验似然置信区间. 针对连续轨

道扩散过程两个系数的非参数统计推断, Xu[14,15] 得到了 µ(x) 和 σ(x) 经验似然置信区间.

关于带跳扩散过程的统计推断, 由于模型的复杂性, 比连续轨道扩散过程的统计推断要复杂得多.

一方面是由于跳的类型有很多, 增加了模型的复杂性. 另一方面, 对于带跳扩散模型得不到类似 (1.2)

和 (1.3) 简洁的结果. Bandi 和 Nguyen[4] 针对带跳扩散模型, 对该模型有关系数的 N-W 估计进行讨

论, 得到了强相合性和渐近正态性. 本文继续对带跳扩散模型进行讨论, 用经验似然方法得到了该模

型中有关系数的区间估计.

本文结构如下: 第 2 节介绍我们要讨论的模型; 第 3 节给出本文的假设和一些有用的引理; 第 4

节利用经验似然方法构造了置信区间, 并给出了本文的主要结果; 第 5 节对主要结果进行证明.

2 带跳扩散模型

我们考虑时间齐次 Markov 过程 Xt, 它是方程

dXt =
[
µ(Xt−)− λ(Xt−)

∫

Y

c(Xt−, y)Π(dy)
]
dt + σ(Xt−)dWt + dJt (2.1)

的强解, 这里 {Wt, t > 0} 是标准 Brown 运动, {Jt, t > 0} 是与 {Wt, t > 0} 独立的纯跳过程. µ(x) 和

σ(x)是足够光滑的函数, λ(x)是跳的条件强度, c(·, ξ)刻画了跳对整个过程的影响,一定程度上控制跳

的大小, ξ 是取值于 Y 的随机变量, Π(y) 是其分布函数.

记 ∆Xt := Xt −Xt−, 有

dJt = ∆Xt =
∫

Y

c(Xt−, y)N(dt, dy), (2.2)

这里 N 是 Poisson 计数测度. 于是

Xt+∆ = Xt +
∫ t+∆

t

µ(Xs−)ds +
∫ t+∆

t

σ(Xs−)dWs +
∫ t+∆

t

∫

Y

c(Xt−, y)ν̄(ds, dy), (2.3)

这里

ν̄(ds, dy) = N(dt, dy)− E(N(dt, dy)) = N(dt, dy)− λ(Xt−)Π(dy)dt (2.4)

是补偿 Poisson 随机测度.

结合 (2.2), (2.3) 和 (2.4), 事实上, 有

∫ t+∆

t

∫

Y

c(Xt−, y)ν̄(ds, dy) =
∫ t+∆

t

dJs − λ(Xs−)EY [c(Xs−, ξ)]ds. (2.5)

这是模型的纯跳部分. 之所以最后写成 (2.4) 的形式, 主要是因为可以由补偿随机测度得到一些鞅的

性质, 这对我们的证明是很有用的. 有关模型的更多细节参见 Jacod 和 Shiryaev[16] 及 Protter[17].
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3 假设及一些有用的引理

在本节中, 我们给出本文的假设. 首先, 我们假设 D = (l, u) 为过程 Xt 的值域, 这里 l > −∞,

u 6 ∞.

假设 1

(1) µ(·), σ(·), c(·, y) 和 λ(·) 至少二阶连续可导. 存在常数 C1 使得对所有属于 D 紧子集的 x 和

z 有

|µ(x)− µ(z)|+ |σ(x)− σ(z)|+ λ(x)
∫

Y

|c(x, y)− c(z, y)|Π(dy) 6 C1|x− z|. (3.1)

进一步, 存在常数 C2 使得对任意 x ∈ D,

|µ(x)|+ |σ(x)|+ λ(x)
∫

Y

|c(x, y))|Π(dy) 6 C2{1 + |x|}. (3.2)

(2) 存在常数 α > 2 和 C3, 使得对任意 x ∈ D,

λ(x)
∫

Y

|c(x, y))|αΠ(dy) 6 C3{1 + |x|α}. (3.3)

(3) 在 D 上, λ(·) > 0 且 σ2(·) > 0.

注 1 假设 1 保证了方程 (2.1) 存在右连左极强解, 且解是唯一的 (具体参见文献 [18]).

假设 2

方程 (2.1) 的解是正 Harris 常返的且满足

1{|Xt−a|< 3√
∆}|Xt+∆ −Xt − E[Xt+∆ −Xt|Xt = a]| = Oa.s.

√
∆log

1
∆

.

注 2 Harris 常返及正 Harris 常返的含义可参考 Bandi 和 Nguyen[4]. 正 Harris 常返保证

了不变测度的存在性和唯一性, 这对我们的证明很有帮助. 第二点假设有些人工化, 连续轨道扩散

过程可以很容易地满足这个条件. 当跳的影响很小, 换句话讲, 函数 c(·, ξ) 非常小或者 ∆ > 0 时,

| ∫ t+∆

t

∫
Y

c(Xt−, y)ν̄(ds, dy)| 6 Oa.s.

√
∆log 1

∆ , 带跳扩散过程也很容易满足这个条件. 这是本文的一个

缺陷, 我们希望可以改进这个问题.

假设 3

(1) 核函数 K(·) : R → R+ 是一个连续可微, 有界且在零点附近对称的函数. 它有有界紧支撑且

满足
∫

R

K(s)ds = 1, (3.4)

K2 =
∫

R

(K(s))2ds < ∞, (3.5)

K1 =
∫

R

s2K(s)ds < ∞, (3.6)
∫

R

∣∣∣∣
dK(s)

ds

∣∣∣∣ds < ∞. (3.7)

(2) 核函数 K±(·) : R± → R+ 是连续可微的有界函数. 它们有有界紧支撑且满足
∫

R±
K±(s)ds = 1, (3.8)
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∫

R

∣∣∣∣
dK±(s)

ds

∣∣∣∣ds < ∞. (3.9)

注 3 本文关于核函数的假设和一般情形下的核函数假设有些不同 (增加了对称性假设). 因为

如果随机过程是平稳遍历的, 其核估计量收敛于其密度函数, 但是当随机过程是正 Harris 常返的, 且

密度函数不存在时, 核估计量的收敛性问题就比较复杂, 与核函数是有关的. 因为带跳扩散过程的局

部时也是存在跳的,在核函数假设中加上对称性假设,这时候核估计量会收敛到局部时的对称版本 (下

文引理 3 会提及).

下面, 我们给出有关右连左极半鞅的局部时的一些引理, 这对估计量的构造和渐近结果的证明很

有用. 引理 1–3 的证明参见 Protter[17] 及 Revuz 和 Yor[19].

引理 1 (Tanaka 公式) 令 X 是一个半鞅, LX(·, a) 是其在 a 点的局部时, 则

(Xt − a)+ − (X0 − a)+ =
∫ t

0+

1(Xs−>a)dXs +
∑

0<s6t

1(Xs−>a)(Xt − a)−

+
∑

0<s6t

1(Xs−6a)(Xt − a)+ +
1
2
LX(t, a)

及

(Xt − a)− − (X0 − a)− =−
∫ t

0+

1(Xs−>a)dXs +
∑

0<s6t

1(Xs−>a)(Xt − a)−

+
∑

0<s6t

1(Xs−6a)(Xt − a)+ +
1
2
LX(t, a).

引理 2 设 X 是一半鞅, 其局部时为 LX(·, a), 令 g 是有界 Borel 可测函数. 则几乎必然有
∫ ∞

−∞
LX(t, a)g(a)da =

∫ t

0

g(Xs−)d[X]cs,

这里 [X]c 是 X 的二次变差过程的连续部分.

引理 3 设 X 是对所有 t > 0 几乎必然满足
∑

0<s6t |∆Xs| < ∞ 的半鞅, 则对任意 a 和 t, 有

LX(t, a+) = LX(t, a) = lim
ε→0

1
ε

∫ t

0

1(a6Xs6a+ε)d[X]cs, a.s.

和

LX(t, a−) = lim
ε→0

1
ε

∫ t

0

1(a−ε6Xs6a)d[X]cs, a.s.

进一步,
LX(t, a+) + LX(t, a−)

2
= lim

ε→0

1
2ε

∫ t

0

1(|Xt−a|6ε)d[X]cs =: L∗X(t, a), a.s.

是局部时的对称化版本.

注 4 在假设 2 的条件下, 带跳扩散过程的局部时可以在证明中起到类似于密度函数的作用.

注 5 对一个带跳半鞅 Xt, 若其跳满足

∑

0<s6t

|∆Xs| < ∞, a.s. ∀ t > 0,
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则其局部时 LX(t, a) 可以找到一个版本, 其在 a 右连续, 在 t 连续. 为方便起见, 我们假设我们讨论的

局部时即在 a 右连续, 在 t 连续.

对随机过程 (Xt)t>0 进行离散采样, 得到 Xt : Xi∆, i = 1, . . . , n, 这里 ∆ = T
n , T 是时间跨度. ∆ 是

采样频度, 本文讨论高频采样下的统计推断问题, 即 ∆ → 0 时的统计推断问题. 利用下面的结果

M1(a) := lim
∆→0

1
∆

E[Xt+∆ −Xt|Xt = a] = µ(a), (3.10)

M2(a) := lim
∆→0

1
∆

E[(Xt+∆ −Xt)2|Xt = a] = σ2(a) + λ(a)EY [c2(a, ξ)], (3.11)

Mk(a) := lim
∆→0

1
∆

E[(Xt+∆ −Xt)k|Xt = a] = λ(a)EY [ck(a, ξ)], ∀ k > 2. (3.12)

(参见文献 [4]). 我们给出关于Mk(a), k > 1 估计量的引理, 这些引理对我们证明本文的主要结果很重

要, 其证明参见文献 [4].

若时间跨度是固定的, 设 T = T̄ , 定义:

ˆ̄LX(T̄ , a) :=
∆
hn

n∑

i=1

K+

(
Xi∆ − a

hn

)
, (3.13)

ˆ̄LX(T̄ , a−) :=
∆
hn

n∑

i=1

K−
(

Xi∆ − a

hn

)
, (3.14)

ˆ̄L∗X(T̄ , a) :=
∆
hn

n∑

i=1

K

(
Xi∆ − a

hn

)
, (3.15)

M̂k
n,T :=

∑n−1
i=0 K(Xi∆−a

hn
)[X(i+1)∆ −Xi∆]k

∆
∑n−1

i=0 K(Xi∆−a
hn

)
, k > 1. (3.16)

引理 4 设 X 是由 (2.1) 定义的随机过程, 且 T = T̄ hn → 0 (当 n →∞ 时). 若

1
hn

(
∆log

(
1
∆

)) 1
2

= o(1), (3.17)

则在引理 1 和 4 下, 有
ˆ̄LX(T̄ , a±) a.s.−−→ L̄X(T̄ , a±)

和
ˆ̄L∗X(T̄ , a) a.s.−−→ L̄∗X(T̄ , a).

这里

L̄X(T̄ , a) =
1

σ2(a)
lim
ε→0

1
ε

∫ T̄

0

1(a6Xs6a+ε)σ
2(Xs)ds, a.s.,

L̄X(T̄ , a−) =
1

σ2(a)
lim
ε→0

1
ε

∫ T̄

0

1(a−ε6Xs6a)σ
2(Xs)ds, a.s.,

L̄∗X(T̄ , a) =
1

σ2(a)
lim
ε→0

1
2ε

∫ T̄

0

1(|Xs−a|6ε)σ
2(Xs)ds, a.s.

引理 5 若当 n →∞ 时, T = Tn →∞, T/n → 0,
(

L̄∗X(T, a)
hn

)(
∆log

(
1
∆

)) 1
2

= o(1), (3.18)
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hnL̄∗X(T, a) a.s.−−→∞, (3.19)

则在假设1–3下有

M̂k
n,T

a.s.−−→ Mk(a), ∀ k > 1. (3.20)

进一步, 若 h5
nL̄∗X(T, a) = oa.s.(1), 则

√
hnL̄∗X(T, a)(M̂k

n,T −Mk(a)) ⇒ N(0,K2M
2k(a)), ∀ k > 1. (3.21)

4 经验似然推断

在本节里, 我们利用经验似然方法对 M1(x) 和 Mk(x) (k > 2) 构造置信区间.

由于讨论 M1(x) 和 Mk(x) (k > 2) 有一定的相似性, 我们只对 M1(x) 进行讨论. 由 (3.10), 记

M1(x) 为 µ(x), 设

fµi
(x, hn, θ) = K

(
Xi∆ − x

hn

)(
X(i+1)∆ −Xi∆

∆
− θ

)
, (4.1)

这里 θ 可以认为是目标量 µ(x) 的估计量. 显然, 有

1
n

n−1∑

i=0

fµi
(x, hn, M̂1) = 0.

令

Rµ(x, hn, θ) = max
(p0,p1,...,pn−1)

{ n−1∏

i=0

npi

∣∣∣∣
n−1∑

i=0

pifµi
(x, hn, θ) = 0, pi > 0,

n−1∑

i=0

pi = 1
}

(4.2)

及

lµ(x, hn, θ) = −2 log Rµ(x, hn, θ). (4.3)

我们给出本文的主要结果, 利用该结果, 我们可以构造 Mk(a) 的置信区间. 我们主要对 k = 1 的

情形进行讨论.

定理 1 设当 n →∞ 时, T = Tn →∞, T
n → 0, 假设 1–3, (3.18) 及 (3.19) 被满足, 则我们有

lµ(x, hn, µ(x)) ⇒ χ2(1), (4.4)

lµ

(
x, hn, µ(x) +

τ(x)√
hnL̄∗X(T, x)

)
⇒ χ2

(
1,

τ2(x)
K2M2(x)

)
, (4.5)

这里 τ(x) 是任意固定的函数, χ2(a, b) 是自由度为 a, 非中心化参数为 b 的卡方分布.

注 6 我们可以构造关于 µ(x) 的置信度为 100(1− α)% 的经验似然置信区间如下:

Iα = {θ : lµ(x, h, θ) 6 χ2
1−α(1)},

这里 χ2
1−α(1) 是 χ2(1) 分布在 1− α 的分位数.

注 7 利用类似的办法, 我们可以通过渐近结果

lµ

(
x, hn,Mk(x) +

τ(x)√
hnL̄∗X(T, x)

)
⇒ χ2

(
1,

τ2(x)
K2M2k(x)

)
, k > 2, (4.6)

对 Mk(x) (k > 2) 构造置信区间, 这里 τ(x) 和 χ2(a, b) 定义同定理 1.
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5 主要结果的证明

首先给出一些引理.

引理 6 令

Aµ(x, hn, θ) =
∑n

i=1 f2
µi

(x, hn, θ)

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2
.

则在定理 1 的假设下, 对任意 θ, 我们有 hnL̄∗X(T, x)Aµ(x, hn, θ) P−→ K2M2(x).

证明

hnL̄∗X(T, x)Aµ(x, hn, θ) =
hnL̄∗X(T, x)

∑n
i=1 f2

µi
(x, hn, θ)

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2

=
hnL̄∗X(T,x)

∆

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2 (X(i+1)∆−Xi∆)2

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2

− 2∆
θ

hnL̄∗X(T,x)
∆

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2 X(i+1)∆−Xi∆

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2

+ ∆
θ2 hnL̄∗X(T,x)

∆

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2

= : Aµ1 + Aµ2 + Aµ3 .

首先考虑 Aµ1 . 由 (2.3), (2.4) 及 Itó公式, 我们有

(X(i+1)∆ −Xi∆)2 =
∫ (i+1)∆

i∆

(
σ2(Xs−) +

( ∫

Y

c2(Xs−, y)Π(dy)
)

λ(Xs−)
)

ds

+ 2
∫ (i+1)∆

i∆

(Xs− −Xi∆)µ(Xs−)ds

+ 2
∫ (i+1)∆

i∆

(Xs− −Xi∆)σ(Xs−)dWs

+
∫ (i+1)∆

i∆

∫

Y

((Xs− + c)2 −X2
s− − 2Xi∆c(Xs−, y))ν̄(ds, dy)

= : Bµ1 + Bµ2 + Bµ3 + Bµ4 .

则我们有

Aµ1 =
hnL̄∗X(T,x)

∆

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∑4
j=1 Bµj

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2
.

考虑 Bµ1 ,

hnL̄∗X(T, x)
∆

·
∑n

i=1(K(Xi∆−x
hn

))2
∫ (i+1)∆

i∆ (σ(Xs−)+(
∫

Y
c2(Xs−,y)Π(dy))λ(Xs−))ds

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2

=
L̄∗X(T, x)

∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

×
1

hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆
(σ2(Xs−) + (

∫
Y

c2(Xs−, y)Π(dy))λ(Xs−))ds
∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

.
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由引理 4, 我们有
L̄∗X(T, x)

∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

a.s.−−→ 1. (5.1)

由引理 4 的证明, 我们有

∆
hn

n∑

i=1

K

(
Xi∆ − x

hn

)
=

1
hn

∫ T

0

K

(
Xs− − x

hn

)
ds + Oa.s.

(
L̄∗X(T, x)(∆ log(1/∆))1/2

hn

)
(5.2)

及

1
hn

n∑

i=1

(
K

(
Xi∆ − x

hn

))2 ∫ (i+1)∆

i∆

(
σ2(Xs−) +

( ∫

Y

c2(Xs−, y)Π(dy)
)

λ(Xs−)
)

ds

=
1
hn

∫ T

0

(
K

(
Xs− − x

hn

))2[
σ2(Xs−) +

∫

Y

c2(Xs−, y)Π(dy)λ(Xs−)
]
ds

+ Oa.s.

(
L̄∗X(T, x)(∆ log(1/∆))1/2

hn

)
. (5.3)

利用 Harris 常返 Markov 过程的极限定理 (参见文献 [20]), 有

1
hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆
(σ2(Xs−) + (

∫
Y

c2(Xs−, y)Π(dy))λ(Xs−))ds
∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

=
1

hn

∫ T

0
(K(Xs−−x

hn
))2[σ2(Xs−) +

∫
Y

c2(Xs−, y)Π(dy)λ(Xs−)]ds + Oa.s(
L̄∗X(T,x)(∆ log(1/∆))1/2

hn
)

1
hn

∫ T

0
K(Xs−−x

hn
)ds + Oa.s(

L̄∗X(T,x)(∆ log(1/∆))1/2

hn
)

→
∫

R
K2(q)σ2(x + qhn) +

∫
Y

c2(x + qhn, y)Π(dy)λ(x + qhn)φ(x + qhn)dq∫
R

K(q)φ(x + qhn)dq

→ K2M2(x),

这里 φ(dx) 是 Xt 的 σ- 有限不变测度, 则有

hnL̄∗X(T,x)
∆

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2 Bµ1

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2
a.s.−−→ K2M2(x). (5.4)

对 Bµ2 , 我们有

∣∣∣∣
1

hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))22

∫ (i+1)∆

i∆
(Xs− −Xi∆)µ(Xs−)ds

∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

∣∣∣∣

6 Oa.s.((∆ log(1/∆))1/2)
1

hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))22

∫ (i+1)∆

i∆
|µ(Xs−)|ds

∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

. (5.5)

类似于 Bµ1 , 我们有 (5.5) 式的右边 = Oa.s.((∆ log(1/∆))1/2)(2|µ(x)|) → 0, 则我们有

hnL̄∗X(T,x)
∆

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2 Bµ2

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2
a.s.−−→ 0, (5.6)

考虑 Bµ3 .
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由 Bandi 和 Nguyen[4], 我们有

max
i6n

sup
i∆6s6(i+1)∆

|Xs− −Xi∆| = Oa.s.((∆ log(1/∆))1/2).

则我们得到

∣∣∣∣
1

hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆
(Xs− −Xi∆)σ(Xs−)dWs

∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

∣∣∣∣

6 Oa.s.((∆ log(1/∆))1/2)
1

hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆
|σ(Xs−)|dWs

∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

=: Oa.s.((∆ log(1/∆))1/2)βn(x). (5.7)

定义 βnum
n (x) 为 βn(x) 的分子部分, 记

(β̂num
n (x))r :=

√
hn(βnum

n (x))r

:=
1√
hn

[nr]−1∑

i=1

(
K

(
Xi∆ − x

hn

))2 ∫ (i+1)∆

i∆

|σ(Xs−)|dWs.

则 (β̂num
n (x))r 的二次变差过程可写作

[β̂num
n (x)]r =

1
hn

[nr]−1∑

i=1

(
K

(
Xi∆ − x

hn

))4 ∫ (i+1)∆

i∆

σ2(Xs−)ds

a.s.−−→
∫

R

(K(s))4dsL̄∗X(rT, x)σ2(x),

(参见文献 [4])利用时间变换 Knight嵌入定理 (参见文献 [19]),我们得到 (β̂num
n (x))r 收敛到连续的局

部鞅

MrT (x) = B∫
R

(K(s))4dsL̄∗X(rT,x)σ2(x),

这里 B 是与 W 独立的 Brown 运动. 于是, 我们有

(β̂num
n (x))r

∆
hn

∑[nr]−1
i=1 K(Xi∆−x

hn
)
⇒ MN

(
0,

∫
R
(K(s))4dsσ2(x)
L̄∗X(rT, x)

)
.

因此, 当 r = 1 和 T →∞, 我们有

βn(x) = OP

(
1√

hnL̄∗X(T, x)

)
,

1
hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2 Bµ3

∆
∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

P−→ 0. (5.8)

Bµ4 可写作

hnL̄∗X(T, x)
∆

·
∑n

i=1(K(Xi∆−x
hn

))2
∫ (i+1)∆

i∆

∫
Y

(c2(Xs−,y)+2c(Xs−,y)(Xs−−Xi∆))ν̄(ds,dy)

∆

(
∑n

i=1 K(Xi∆−x
hn

))2
.
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考虑
1

hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆

∫
Y

(c2(Xs−, y) + 2c(Xs−, y)(Xs− −Xi∆))ν̄(ds, dy)
∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

.

由 (2.4), (5.6) 和 (5.7), 我们有

1
hn

∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆

∫
Y

(2c(Xs−, y)(Xs− −Xi∆))ν̄(ds, dy)
∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

a.s.−−→ 0. (5.9)

随机测度 ν̄(ds, dy) 是补偿随机测度. 由补偿随机测度的性质 (参见文献 [16])
∫ (i+1)∆

i∆

(
K

(
Xi∆ − x

hn

))2 ∫

Y

(c2(Xs−, y))ν̄(ds, dy) =: Wi∆(x)

是鞅差序列, 且 E(Wi∆(x)) = 0,Var(Wi∆(x)) < ∞. 由于这些随机变量满足零均值、有限方差, 利用鞅

差阵列 Lp 收敛定理 (参见文献 [21]), 我们有

n∑

i=1

(
K

(
Xi∆ − x

hn

))2 ∫ (i+1)∆

i∆

∫

Y

(c2(Xs−, y))ν̄(ds, dy)

依概率收敛, 由引理 4 及 (3.19) 式, 我们有

hn
∆
hn

n∑

i=1

K

(
Xi∆ − x

hn

)
a.s.−−→∞,

于是, 我们得到 ∑n
i=1(K(Xi∆−x

hn
))2

∫ (i+1)∆

i∆

∫
Y

(c2(Xs−, y))ν̄(ds, dy)

hn
∆
hn

∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

p−→ 0. (5.10)

则我们有 Aµ1

p−→ K2M2(x).

利用相同方法, 我们有 Aµ2

p−→ 0, Aµ3

p−→ 0. 引理 6 得证.

注 8 利用引理 6, 我们得到

n∑

i=1

f2
µi

(x, hn, θ) v L̄∗X(T, x)hn

∆2
, (5.11)

对于 A 和 B, A v B 意味着 A/B 以概率 1 收敛至非零值.

引理 7 在定理 1 条件下, 对于任意 τ(x), 我们有

lµ(θ) =
(
∑n

i=1 fµi
(x, hn, θ))2∑n

i=1 f2
µi

(x, hn, θ)
+ oP (1), (5.12)

这里 θ = µ(x) + τ(x)√
hnL̄∗X(T,x)

.

证明 利用 Lagrange 乘子法, (4.2) 的解为

p̂i =
1

n(1 + λµ(x, hn, θ)fµi
(x, hn, θ))

, (5.13)

这里 λµ(x, hn, θ) 满足
n∑

i=1

fµi
(x, hn, θ)

1 + λµ(x, hn, θ)fµi(x, hn, θ)
= 0. (5.14)
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考虑

lµ(θ) = 2
n∑

i=1

log(1 + λµ(x, hn, θ)fµi(x, hn, θ)). (5.15)

由于 K(·) 是一个有有界紧支撑的有界函数, θ 又趋近于 µ(x), 由假设 2,

sup
16i6n

|fµi
(x, hn, θ)| 6 Oa.s.

(√
1
∆

log
(

1
∆

))
.

由 Xu[14,15] 的证明, 我们得到
(

1− C
|∑n

i=1 fµi(x, hn, θ)|∑n
i=1 f2

µi
(x, hn, θ)

)
|λµ(x, hn, θ)| 6 |∑n

i=1 fµi(x, hn, θ)|∑n
i=1 f2

µi
(x, hn, θ)

.

利用引理 5, 我们有 √
(hnL̄∗X(T, x)

∑n
i=1 fµi

(x, hn, θ)
Σn

i=1K(Xi∆−x
hn

)
= OP (1),

于是, 我们得到 ∣∣∣∣
n∑

i=1

fµi
(x, hn, θ)

∣∣∣∣ = OP

(
(hnL̄∗X(T, x))1/2

∆

)
. (5.16)

由 (5.11) 和 (5.16), 我们有

|λµ(x, hn, θ)| = OP

(
∆

(hnL̄∗X(T, x))1/2

)
. (5.17)

由 (4.5) 我们得到 |λµ(x, hn, θ)|2 · sup16i6n |fµi(x, hn, θ)|3 = oP (1). 由 Xu[14,15] 的证明, 我们得到

λµ(x, hn, θ) =
∑n

i=1 fµi
(x, hn, θ)∑n

i=1 f2
µi

(x, hn, θ)
+ oP (1). (5.18)

利用 Taylor 展开, 我们得到

log(1 + λµ(x, hn, θ)fµi(x, hn, θ)) = λµ(x, hn, θ)fµi(x, hn, θ)− 1
2
λ2

µ(x, hn, θ)f2
µi

(x, hn, θ) + ηµi(θ),

n∑

i=1

ηµi(θ) 6
n∑

i=1

|λ3
µ(x, hn, θ)f3

µi
(x, hn, θ)|

6 sup
16i6n

|λµ(x, hn, θ)fµi
(x, hn, θ)|

n∑

i=1

λ2
µ(x, hn, θ)f2

µi
(x, hn, θ)

=OP

(
1

(hnL̄∗X(T, x))1/2

√
∆log

(
1
∆

))
.

由 (3.19), 我们得到
n∑

i=1

ηµi
(θ) = oP (1). (5.19)

结合 (5.18), (5.19) 及 (5.10), 我们有 (5.12).

定理 1 的证明 由 (5.12), 我们有

lµ(θ) =
B2

µ(x, hn, θ)
Aµ(x, hn, θ)

+ oP (1),
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这里 Aµ(x, hn, θ) 与引理 6 中相同, 我们还可以得到

Bµ(x, hn, θ) =
∑n

i=1 fµi(x, hn, θ)∑n
i=1 K(Xi∆−x

hn
)

.

由引理 7,

lµ(θ) =
(
∑n

i=1 fµi
(x, hn, θ))2∑n

i=1 f2
µi

(x, hn, θ)
+ oP (1),

由引理 5,我们有
√

hnL̄∗X(T, a)Bµ(x, hn, θ) ⇒ N(0,K2M
2(a)),利用引理 6,我们得到 hnL̄∗X(T, x)Aµ(x,

hn, θ) P−→ K2M2(x). 由卡方分布的定义, 我们可以得到定理 1.
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