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1 ��

����������������, ��������. ������� (Electrical

impedance tomography, EIT) ���������������, �����������

���������	�������. ����� Ω ⊂ R
2����� σ,��� ∂Ω ∈ C1.

��������� g, ����� u ������

∇ · (σ∇u) = 0, � Ω�; σ
∂u

∂n
= g, � ∂Ω�, (1)

�� n ������. 
 σ ∈ L∞(Ω̄) , �� g ∈ H− 1
2 (∂Ω) 	, �	�� [1] ����, ��

���
 Neumann ������������	�	�
 u ∈ H1(Ω). �� H− 1
2 (∂Ω)�

H1(Ω) ����� Sobolev �� [2].

EIT�����	��������
�������	������ σ. EIT���

�

����������. ����������������
��� [3],����

��� [4] �. ��, EIT ����
��	������������, 	�������

	�

�����	����	���� [5−7].

�� EIT ����	
�������	 Caldéron � 1980 ���� [8]. �����

��� Caldéron��.��������������������	������.��

���
����	��� Dirichlet-to-Neumann 
� Λσ : H 1/2(Ω) → H−1/2(Ω) ���

��� σ. Caldéron��� 1980 �	����������	������

.



����: �����������	��
��

� 1 ��� σ ����������

����, ������� σ �����, �� 1 ��, �

σ =

⎧⎨
⎩ σ+, x ∈ D̄,

σ−, x ∈ Ω̄\D̄.

���	�� D ���� σ+ � σ− . �	����	��	����, D̄ 
���	

���, � Ω̄\D̄ ���. ���	�	��, � D ���� u ≈ 0(
��� [9]), 
���

���	� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δu = 0, � Ω\D̄�,
u = 0, � ∂D�,

∂u

∂n
= g, u = f, � ∂Ω�,

(2)

�� f �����
���.

������	������������	 (f, g) ����� D.

�� EIT ��, ���
����
�����, ����	�
�	��	����

���� ∂D. ���
�����	�����: �������. �����	 Hank�

Brühl ����
	� [10−12] ��� Nachman � EIT 	��������� [13−14], ��

	�������	, �
������� Λσ ������		, �	�
��
��


�
�. �����

	�� [3, 15] � Kohn ������ [16], �����
�����

���
. 	��������	��
���, �����	���������. ��

��	�, ���
��� [17–21].

������	����
�����	�. ����,��
��� Osher� Sethian

� 1988 ���� [22], 
�����������������, �����������

���	�

�, 	������
	�����, �������	��������

� [23], ������������������
�. Santosa 
���������	

��	��� [24], ��

�����������	�������
��,� Dorn�

�	
���������
�����	� [25], � Chan � Tai ��� (1) �����

���	� [26, 27], ������
���������, 
���		 u �� ∇u � Ω �

��, �������
������
�� φ �����, �����	�����	�

�. 	���

������
����� ∂D.

��	��
 t, � t 	���� Dt �� D, �� Dt ���� ∂Dt, �������
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���� A �: �� � 39 � � 2 �

u(t, x), 
 u(t, x) ��	������:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δu(t, x) = 0, x ∈ Ω\D̄t,

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Dt,

∂u(t, x)

∂n
= g(x), x ∈ ∂Ω.

(3)

	�
� F : R
2 → L2(∂Ω), ����

F (Dt) = u(t, x), x ∈ ∂Ω. (4)

���� (2)�	�,����������	 Dt ��� ∂Dt ���
��� V(t, x), �

� F (Dt)�� f ,
���� u(t, x)��

 u(x). ��
�����������	
�

�
���: �	 ∂Dt ��� φ(t, x) ����
,��	 ∂Dt ���
����� V(t, x),

������
 Hamilton-Jacobi �	
∂φ(t, x)
∂t

+ V(t, x) · ∇φ(t, x) = 0,

������� ∂Dt ���. ��, ��	������������ V(t, x).

����, ������
�
�, ���������� V(t, x) ��
d

dt
‖F (Dt) − f‖2

L2(∂Ω) < 0.

����	����������������
�����	���
�, 	��
 D

���	�������	�����
�	������	
���, ����
	��,

��
� EIT��	������. 
�,�����	��������������	

����	�.

2 ������������

2.1 �����

�
����
�������, �������
����
� Osher � Fedkiw �

�
 [23]. �	 t 	��� Dt ��� ∂Dt �������� V(t, x) ��, 
�� ∂Dt �

���
�������� ∂Dt ��
����	
dx

dt
= V(t, x), (5)

�������	 Lagrange �
��. ����	 (5) 
����
, ������ ∂Dt


���. �� ∂Dt �
		�����������, �	����	���. ��, �

���� V(t, x) �������
	�� (�� 2 (�)��),�	�
�������
,


���	��	��������
�
�����������, ���������


	��.

���
	���������
,�����
�� φ(t,x)�
��� ∂Dt ���,

�	�

φ : (0,∞) × R
2 → R

1, �� ∂Dt = {(t, x) | φ(t, x) = 0}. (6)

���� φ � ∂Dt �������
� 0, ������ 0 (�� 2). ���
���	�

���	, ����
	�����, ��������
�� φ ��
��, �����

������������. �	�	��
�� φ ��
�����������
�

�, ���	 Euler �
�� [22].
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����: �����������	��
��

� 2 ������� (�) ��������� (�)

����
�� φ, �����������	
∂φ(t, x)
∂t

+ V(t, x) · ∇φ(t, x) = 0. (7)

���	������
�	, ���� Hamilton-Jacobi �	. ������ ∂Dt ���

��� n(t,x), � V(t, x) = v(t, x)n(t, x), ���
��
�	���
∂φ(t, x)
∂t

+ v(t,x) |∇φ(t, x)| = 0. (8)

��
� n(t, x) = ∇φ(t,x)
|∇φ(t,x)| ���. ����	����
, 	�����

����

Euler �, ������
���
�
�, �������, ������
� ENO �

WENO 
� [23].

2.2 �����

�
��	������
��. ����, ���� (2), 
����
����
�

	����: ��� D ⊂ Ω, ��

R(D) = min
D̃⊂Ω

R(D̃), (9)

��

R(D̃) :=
1
2
‖F (D̃) − f‖2

L2(∂Ω) + α

∫
∂D̃

1 ds, (10)

��
� F : R
2 → L2(∂Ω) �	�� (4) �, α

∫
∂D̃

1 ds ��
��, α > 0 ��
�
�,

������� ∂D̃ ������
�. �	�
������������� [28]. ��

	�
�����
�
����, ��


min
D̃⊂Ω

R1(D̃) := min
D̃⊂Ω

1
2
‖F (D̃) − f‖2

L2(∂Ω). (11)
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���� A �: �� � 39 � � 2 �

������, ��������� “	���”, �����, 	 Dt ��� ∂Dt ����

�� V(t, x), ��
d

dt
R1(Dt) < 0.

�� u(t, x) ������ (3), u(t+ δt, x) ��⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δu(t+ δt, x) = 0, x ∈ Ω\D̄t+δt,

u(t+ δt, x) = 0, x ∈ ∂Dt+δt,

∂u(t+ δt, x)
∂n

= g(x), x ∈ ∂Ω.

	� u(t, x) � Euler �� (
��� [25, 29])

u′(t, x) = lim
δt→0+

u(t+ δt, x) − u(t, x)
δt

,


�	
��:

�� 2.1 u(t, x) � Euler �� u′(t, x) ������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δu′(t, x) = 0, x ∈ Ω\D̄t,

u′(t, x) + ∇u1(t, x) ·V(t, x) = 0, x ∈ ∂Dt,

∂u′(t, x)
∂n

= 0, x ∈ ∂Ω.

(12)

������� V(t, x) ���
���, ��������
��� [29].

�� 2.1 (�����) � Dt ⊂ Ω, n(t, x) � Dt �����
. ��� V(t, x) =

v0(t, x)n(t, x), ��

v0(t, x) =
∂u1(t, x)
∂n

∂u2(t, x)
∂n

, (13)

� u1(t, x) � u2(t, x) ����⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δu1(t, x) = 0, x ∈ Ω\D̄t,

u1(t, x) = 0, x ∈ ∂Dt,

∂u1(t, x)
∂n

= g(x), x ∈ ∂Ω

(14)

� ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δu2(t, x) = 0, x ∈ Ω\D̄t,

u2(t, x) = 0, x ∈ ∂Dt,

∂u2(t, x)
∂n

= u1(t, x) − f(x), x ∈ ∂Ω,

(15)


 d
dtR1(Dt) < 0.

�� � u′(t, x) � u1(t, x) � Euler ��, ������ ∂Ω � u2(t, x) ������

� u1(t, x) − f , 
�

d

dt
R1(Dt) =

∫
∂Ω

(u1(t, x) − f(x))u′(t, x) =
∫

∂Ω

∂u2

∂n
u′ds. (16)


����	 Green ��∫
Ω\Dt

Δu′u2 − Δu′2u
′dx =

(∫
∂Ω

∂u′

∂n
u2 − ∂u2

∂n
u′ds

)
−

(∫
∂Dt

∂u′

∂n
u2 − ∂u2

∂n
u′ds

)
.
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����: �����������	��
��

����� u2 � u′ ���� (15) � (12) �, 

d

dt
R1(Dt) =

∫
∂Dt

∂u2

∂n
u′ds.

������ 2.1, �������
d

dt
R1(Dt) = −

∫
∂Dt

∂u2

∂n
(∇u1 · V)ds.


�, ����� V(t, x) = v0(t, x)n(t, x), �� v0(t, x) � (13) ��	�, 


d

dt
R1(Dt) = −

∫
∂Dt

(
∂u2

∂n

∂u1

∂n

)2

ds < 0.

	���.

� 2.3 1. ��� u1|∂Dt = u2|∂Dt = 0, � u1 � u2 ������ 0, v0(t, x) ���

���

v0(t, x) = ∇u1(t, x) · ∇u2(t, x).

2. �	�
���, ���� V(t, x) ��	�, ����, ����

V(t, x) = ω(t, x)v0(t, x)n(t, x),

����� ω(t, x) > 0.

���� (9) � (10) ��� (	���) ��, ���	���
:

�� 2.4 v(t, x) � (13) ��	�, n(t, x) � Dt ������, ��� V(t, x) =

v(t, x)n(t, x), ��

v(t, x) = v0(t, x) − ακ(t, x), (17)

κ � ∂Dt �����, ��
d

dt
R(Dt) < 0. (18)

�� �
�
∫

∂Dt
1ds 
���, �������� [28] ������� [29]. ��

Euler ���� [2]

d

dt

∫
∂Dt

1 ds =
∫

∂Dt

κ(V · n)ds,


��	� 2.1 �����
d

dt
R(t, x) = −

∫
∂Dt

(v0(t, x) − ακ)(V · n(t, x))ds.

��, �� V(t, x) � (17) ����, 
 d
dtR(t, x) < 0.


�, ��� Dt ��� ∂Dt ����
 2.4 ���, 
���� d
dtR(Dt) < 0, �

V(t, x) � R(Dt) ��� “	���”. 
���� V(t, x) = v(t, x)n(t, x) �������

n(t, x), �������
�� φ(t, x) ��

∂φ(t, x)

∂t
+ v(t, x) |∇φ(t, x)| = 0.

2.3 ����

�������,��	��� ∂D �	�. 	����
�������
� f � g,

��
���� (2) �
 ∂D ��� ∂Dk. ���, �����	����� V(t, x) ��


 2.4 ��	������
��.
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���� A �: �� � 39 � � 2 �

���� 1. (���) �	��	����
�� φ0, �

∂D0 = {(t, x) | φ0(t, x) = 0}, D0 = {(t, x) | φ0(t, x) < 0}.
2. (uk

1 � uk
2 ��	) �� k = 0, 1, 2, . . ., �
����⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Δuk
1 = 0, � Ω\D̄k�,

uk
1 = 0, � ∂Dk�,

∂uk
1

∂n
= g, � ∂Ω�,

�

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δuk
2 = 0, � Ω\D̄k�,

uk
2 = 0, � ∂Dk�,

∂uk
2

∂n
= uk

1 − f, � ∂Ω�.

(19)

��
∥∥uk

1 − f
∥∥

L2(∂Ω)
< ε, �� ε �		�����, 
�
��, �

�	��.

3. (�����) �	��
�	��
 G ��
, 
���
�� Ω\D̄k �, ���

vk = ∇uk
1 · ∇uk

2 − ακk, ��� Dk �, ������
���������� vk.

4. (��
�����) �
��
�	
∂φk

∂t
+ vk

∣∣∇φk
∣∣ = 0.

	����� Euler 
��
, �
φk+1 − φk

�t + vk
∣∣∇φk

∣∣ = 0,

�����
�� ENO �� WENO 
� , ��	��� �t ����� �x �����
����
��
	���.

5. (φk+1 ������) ����, � φk+1 
��������� (reinitialization).

6. (Dk+1 ���) � φk+1 ����
 ∂Dk+1 , �

∂Dk+1 = {(t, x) | φk+1(t, x) = 0},
�� Dk+1 = {(t, x) | φk+1(t, x) < 0},
�� 2 �.

������		�, ���	�� 2 ��
��� (19), ��� 3 ��� vk ��	

�� ∂Dk ���������, ��
� vk �
∥∥uk

1 − f
∥∥

L2(∂Ω)
, � ‖F (Dk) − f‖L2(∂Ω) �

�� “	���”, �� F � (4) ��	�. 
���, ������
�� φk, �	�


Hamilton-Jacobi�	 ∂φk

∂t + vk
∣∣∇φk

∣∣ = 0 ��� Dk �� ∂Dk ���. ��, ���
��


��� uk
1 ��
� f ����� L2 ����
�		�� ε . ������, ���

�
 Hamilton-Jacobi�	� (� 3 �), ����, ��� φk+1 
���������, �

���� φk+1 �
������������ (signed distance function). ��
�, ��


����� φk+1 = 0 ���
� ∂Dk+1 , φk+1 ����������, �
�����

����������� ∂Dk+1 ���������. ��������������


��� [23] �� 7 �.

3 �� EIT ���������������

��	������ (2) ��
�������
��. 	���
�, ������

���		, ��	���������
���.

���
 EIT ���	���
	�.

�� Dj ⊂ Ω, j = 1, 2. ���
����� ∂D ��	{
x = ϕj(t),

y = ψj(t),
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����: �����������	��
��

��
� t ∈ [0, T ].

�	 EIT �� ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δuj = 0, � Ω\D̄j �,

uj = 0, � ∂Dj �, j = 1, 2.
∂uj

∂n
= g, uj = fj, � ∂Ω�.

(20)

�� 3.1 �� EIT �� (20), �� ∂Ω � f1 = f2, � g �= 0, 
�

D1 = D2.

������ Laplace �	��	��
� (unique continuation). ����
���

[30–32].

	������	, Sobolev�� W 1,1 ��������	����,���� [32]�

��, ��
����	����
	���:

�� 3.2 �� EIT�� (20),�� ‖g‖L∞ > c0 > 0,� ‖ϕj‖W 1,1 � M, ‖ψj‖W 1,1 � M ,

�� c0 � M ��		���, 

����� Ω, M , c0 ��� C > 0 � 0 < γ < 1, ��

dist(D1, D2) � C

(
1

| log | log ‖f1 − f2‖L2 ||
)γ

. (21)

� 3.3 �	� 3.2 ��
�����, ���
� EIT ���������	��

�.

���������
��� R(D), �	����:

�� 3.4 ���
��� R(D), 
� D∗: ϕ∗(t), ψ∗(t) ∈W 1,1(0, T ), ��

R(D∗) = min
D∈W 1,1

R(D),

�� D ∈ W 1,1 �
�
�
��� ϕ(t), ψ(t) ∈W 1,1(0, T ).

��	������ [33, 34] ������. ����������	, Sobolev ��

W 1,1 ��������	������. ��	���
�, ����������.


�, �������: �	�� [35] ��
, 		� 3.2 ���
	�����	�

�
�
����.

�� 3.5 �� EIT�� (2) ���
� D:ϕ(t), ψ(t), ��	 f ����, ��� f δ,

�� f δ �� ‖f − f δ‖L2 � δ. � D∗:ϕ∗(t), ψ∗(t) �	�����
�:

R(D) :=
1
2

∥∥F (D) − f δ
∥∥2

L2(∂Ω)
+ α

∫
∂D

1 ds,

� α = δ2, 
�

‖ϕ− ϕ∗‖, ‖ψ − ψ∗‖ � C1

(
1

log | log δ|
)γ

, (22)

�� C1 > 0 � 0 < γ < 1 ���.

��	�����	� 3.2 ������ [35] ����������.

4 ����

��������	�, �����	��������������. 	�����

���	�� D �	���
�����,�	�
�	�����������. ���
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���� A �: �� � 39 � � 2 �

���, ����� Ω = (0, 1) × (0, 1), ��������� g = 1. ����, �����

�� f �������, ���	�	��
����
������, ���
��
�

�
�����	 0.02, ������� D ��
�	����	��������. �

	� 4.2 ������, 	�������
������	��� (�� 3). �����

��, ���� ε = 10−6. �	��� Δt �������������
�	��	��

CFL 
	���, ����

� 3

(a) �� 4.2 �������; (b) �� 4.2 ������, �� g = 1.

� 4

(a) ���� D0; (b) k = 50 �������; (c) k = 100; (d) k = 200.
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sup
x

|vk(x)|Δt = αΔx,


� α �	����� [0.75, 0.90] ��, �����

����.

� 4.1 (D ���	����) �� 4 �, ���� D ������� (0.4, 0.5)��

������ 0.2� 0.1���,�� 4�����,�������
 (	�).�����

� D0 �� (0.5, 0.5)������� 0.4��. ����
 k = 100	,��
 Dk ���


D ������, �
 k = 200 	, ���������. 
�, ����
�����	�

��� D �	����	������	.

� 4.2 (D 	
�	�������) �� 5�,���� D	��� D1 � D2 ��,

�� D1 ��, ���� 0.1 , D2 �������� 0.1� 0.05���. ���� D0 ��

4.1 ��, ����
 k = 200 	, Dk �
	� D0 �	�����
�����. k = 500

	, � 5 (b) �
�����
������, ����
����
. ��, �� Vk ��

�
�
, ������, k = 1000	, ��
������� D ���.

� 4.3 (D 	
�	�������) �� 6 �, ���� D 	 3 ��� D1, D2 �

D3 ��,�� 4.2�����������.�����
 k = 100	, ∂Dk � D ����

�����, �� k = 200, 500 	, �����	��������, ������� D �

� 5

(a) ���� D0; (b) k = 100 �������; (c) k = 200; (d) k = 500.

242



���� A �: �� � 39 � � 2 �

� 6

(a) ���� D0; (b) k = 100 �������; (c) k = 200; (d) k = 500.

3 �
���������. ������	���, ��
 k = 2000 	, �����


∂Dk ������, ��, �������
������������� f ���, �


��������
. ����, ���	����
����
������ (10)���

���
��, �����

��, ����
�����������
, �����

�	��������������	������.

� 4.4 (���������) ��
���, ��
���������� 3 ��

���, 
�����������. ��
�����, ���������, ��
��

������
�. �� 7(a) �, � 3 ����, ����
��������, ����

��	�. �	���������, ��� 100 ���		����������, ��

7(b).

� 4.5 (
	�) �����	�
�	������. ��� 4.1 � 4.2, ����


����
������� g ���� 10% �����. ����	�, ��
�
�

α = 10−3, ������� 8(b) �� 9(b), �����		��
	�. 
�, �����


�
�
������, ������
��
�		�� �t ���
.
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� 7

(a) ��������� D0; (b) k = 100 �������.

� 8

(a) ���� D0; (b) k = 200 �������.

� 9

(a) ���� D0; (b) k = 2000 �������.
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5 ��

����, ������	����
�����	������������. 	�

�����	 ∂Dt �������������� ∂D. ��������� V(t, x) ��

���, 
�� R(Dt) �	� t 	�	�. ��	�
�, 
 D ���	�������	

�����
�	�������	�, �	��
���, ����
	��. �� D 	


������	������	, 	�������
����, ����������

	������, ����	�		. 	�
�� EIT ����, �������
���

�����������	����	�.

	� ���������������������.
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