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高维可积模型探索
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.
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摘要 从3 个不同方面对可能存在的高维可积模型作了研 究
.

( 1) 从( 1 十1) 维可

积模型的强对称算子 出发
,

可以构造 一类 ( n 十 1) 维的可积模型
:

高维破裂孤子方程 ;

( 2 )对于广义 V i ar so or 代数的每一个具体 实现
,

可 以得到大量的在具有广义 V iar so or

对称代数意义下的高维可积模型 ; ( 3) 从具有共形不变性的 S c hw ar t z 型的方程 出发
,

可 以得到许多具有 P al ln ve 已性质意义下的可积模型
.

关妞词 高维可积模型 破裂孤子方程 vt r

~
代数 共形不变性

由于在物理
、

数学
、

化学
、

生物
、

等许多自然科学领域的广泛应用
,

孤子理论和实验得到了

深
/ \
的研究〔’ 一 4 ]

.

可是人们目前的研究主要集中于 ( 1 十 1) 维和 (2 + 1) 维的低维情况
.

由于

实际的物理空间是 ( 3 十 1) 维甚至是更高维的
,

人们希望对高维孤子理论亦能作出深入的研

究
.

可惜的是
,

目前理论界对高维 (大于 ( 2 + 1) 维 )情况下的孤子性质知之甚少
.

甚至人们还

未找到一个除了
“
2 十 2

”

维的自对偶杨
一

M ill s
场 〔’

·

’ ]和一些条件可积模型〔6 ]之外的大于 (2 十 1)

维的真正的完全可积模型 (为了区别于传统的完全可积体系
,

我们把方程数多于应变量数的超

定可积体系称之为条件可积体系 )
.

本文试图对如何寻求高维可积体系作出一些尝试
.

对于 ( 1 十 1) 维的可积体系
,

强对称算子 (或称递推算子 )的存在起着非常关键的作用
.

从

强对称算子出发
,

人们可以 同时得到体系的无穷多对称和守恒律〔7〕 ,

双 H a m il t on 结构及 aL
x

对等等其他可积性质
.

利用 ( 1 十 1) 维的强对称算子
,

人们已经非常方便地得到了一类 (2 十 l)

维的可积模型
:
破裂孤子方程 81[

.

本文第 1 节将指出
,

从任何一个 ( 1 十 1) 维的强对称算子出

发
,

戈们可以得到一类特殊的高维可积模型
.

所有这些不同维数下的可积模型具有一个与 ( 1

十 l :维模型共同的强对称算子
.

但是这些高维体系具有更为丰富的对称结构
.

在 ( 2 十 1) 维可积体系的对称性研究过程中我们发现对于某些 ( 2 十 1 )
一

维体系如 K a
do m t

·

s e v 一

l
, e t v i a s h v i一i ( K P )和 T od

a
方程 [ 9〕 ,

它们的对称构成一个广义 w 二
代数

.

而对另一些 ( 2 + 1 )

一 维可积模型如 n
a v e y

一

s t e w a r t
so

n ( D s )方程和 s a w a d a 一 K o r t e r a ( s K )方程
,

它们的对称代数是

一个 iL e 一

K ac
一

M钾d y
一

vi ar so or 代数 [`“ ]
.

然而
,

所有已知的 ( 2 十 1 )维可积模型都具有一个无限

维的广义 iV ar so or 对称代数 (它既是广义 w 。 代数的子代数
,

也是 iL e 一

K ac
一

Moo d y
一

Vi ar so or 代

数的子代数 )
.

而已知的不可积模型不具有这个对称代数
.

根据这一事实
,

我们可提出具有广

义 v Lar so or 对称代数意义下的可积性概念
.

然后
,

利用这个广义 iV ar so or 对称代数的不同实

29 9 6
一

1 2
一

2 5 收稿
.

2 9 97
一

0 7
一

0 3 收修改稿
,

国家自然科学基金和浙江省自然科学墓金资助项 目



中 国 科 学 (A辑 )第7 2 卷

现
,

我们可以得到 无穷多的在此意义下的高维可积模型
.

本文第 2 节我们将根据一个特殊的

实现给出一个在具有广义 iV ar so or 对称代数意义下的高维可积模型
.

对于任意可积模型
,

存在无穷多的对称 (和守恒律 )
.

然而
.

在物理上或几何上仅有有限个

具有 明确的意 义
.

最近
,

我们发现 K d y ( K or t e w eg
一

de v ir e s )方程的无 穷多对称相应于其

cS hw ar t z

形式的无穷维解空间 的共 形不变性 ( M曲 iou
s
变换 不变性 )

.

也 就是说
,

S c hw ar tz

K d V 方程的共形 不变 性对 应于 K dV 方 程的 无穷 多对 称
.

对 于 K P 方程
,

我 们也可 以从

S c hw ar t z K P 方程的共形不变性导出一类无穷多对称
.

因此
,

我们认为寻找高维可积模型的

最佳途径应该从具有共形不变性的 S ch w ar t z 形式的方程 出发
.

另外
,

证明一个模型的可积性

的一个很好的方法是检验一个模型的 P ia nl ve 亡性质
.

本文第 3 节 中
,

我们利用 P ia n lve ` 分析

方法证明一个高维的具有共形不变性的 K d y 型方程是在可变成具有 aP inl ve ` 性质形式意义

下的可积模型
.

1 高维破裂孤子方程

人们已经知道
,

对于一个 ( 1 + 1) 维的可积体系
u , = K ( u )

,

( “ = ( 。 , , 。 2 ,

…
, 。 。

) T , 。 :
= u ` ( x

,
t )

,

i 二 1
,

2
,

…
, n )

,

( 1 )

存在一个遗传强对称算子工4 J
.

将该算子作用于一个 已知的种子对称后
,

我们就可 以得到一族

无穷多对称
.

如
,

若系统 ( 1) 具有强对称算子 中 ( u) 且是 x 平移不变的
,

则 K O三 “ ,

是相应于

x 平移不变性的一个种子对称及 K
。

( u) 二巾
” “ 二 , n = 0

,

1
,

2
,

…
,

都是 ( 1) 式的对称
.

与这些对

称相应的流方程
u ` = K

。

( u )
, n = 0

,

1
,

2
,

… ( 2 )

构成一个所谓的可积族 (梯队 )
.

e a l眼
e
or 和 D e g a s p e r i , 和 氏 g o y o v l e n s k i i [ 8 1以一种特殊方式将

( 1十 1) 方程推广到了 ( 2 十 l) 维的情况
:

破裂孤子方程
.

实际上
,

该类方程可以以下述方式简单

地得到
,

首先将 ( 1) 式 (从而 中 )中的场量
u :

看成不仅仅是 (二
,

)t 的函数
,

而且也是 y 的函数
.

则 ( 1 )式及 巾 ( “ )显然是 y 平移不变的
.

从而
u ,

是 ( 1 )式的一个对称
.

以 u ,

为种子对称
,

我

们可得到 ( 1) 式的又一族无穷多对称 护
u ,

.

相应的流方程就构成一 ( 2 十 1) 维的破裂孤子方程

族
:

u ` = 中
” u , , 刀 = o

,

1
,

2
, ·

… ( 3 )

文献〔8] 中研究的破裂孤子方程正是 ( 3) 式中的
n 二 1 及 中 为 K dV 或 AK N S (A bl o w it z 一 K au p

-

N e w e l l
一

eS g u r
)的强对称算子的情况

.

上述步骤很容易推广到更高维的情况
.

首先我们将 ( 1) 式中的场量 “ 看成不仅仅是 ( x :

“ x
,

)t 的函数
,

而且也是 ( x Z ,

x 3 ,

…
,

x
,

)的函数
,

则 ( 1) 式 (及 中 )显然是 (禹 、 i = 1
,

2
,

…
, n )

平移不变的
.

u 二

( i 二 1
,

2
,

…
,

n) 都可作为种子对称
.

从而可以得到与一般的对称
, 。 M 相应的

高维破裂孤子方程族

U : -

一 咨
, ’ 左

一
, ,

M 一 ( m l ,

一
阴

:
= 0

,

1
,

2
,

…
,

( 4 )

在 m
、
( i = 1

,

2
,

…
, n )全相等的情况下

,

在重新定义 自变量 后
,

( 4) 式可退化为 ( 2 十 l) 维的情

况
.

但 m 、 不全相等时
,

( 4) 式不可能经过变量替换而变成低维的
.
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为了更具体起见
,

我们给出一个 ( 3 + l) 维的
u , = i甄

y + 中 Z u 二 ,

AK N S 破裂孤子方程
:

“ 三 ( q
, : ) T

( 5 )

其中 巾 二 {
一 ” 工 十 2 “ ” ; `· 2 “ ” ; “̀

t 一 Z r 刁二
` r 日二 一 Z r 刁王

,

}
.

( 5 )式的分量形式 “

g J

、 ` = i、 。 一 2 1、 刁二1 (、
r

)
, + 、 x x :

一 2 、
x 刁王` ( 、 r )

: 一 2。 ( qr )
:

+ 2 。刁二’ (切
x 二 一 、 r x :

)
,

( 6 )

r : = 一 i r 。 + 2 i r 日王` ( 、 r ) , + r x x :
一 Z r 二 J二1 ( 。 r )

:
一 2 : ( r 。 )

二
+ Z

r J ; l (
二。二

:
一 、 r 二 :

)
,

( 7 )

( 5 )二弋是熟知的 ( 1 + 1 )和 ( 2 + 1 )维非线性 S e h功d in e r ,

K dV
,

m K d V 方程的推广
.

( 5 )式 (即方

程组 ( 6)
,

( 7 ) )的许多可积性质很容易被得到
.

如
,

( 5) 式有强对称算子 巾 及无穷多对称
.

此

处我们仅给出 ( 5) 式丰富的形式级数对称及其相应的代数结构而略去所有的证明
.

利用文献〔9 〕中发展的形式级数对称方法
,

人们不难证明

嗦 ( f
,

g
,

h
,

w ) 二

: ,

( f
,

g
,

h
,

w ) =

艺 厂
` , ’ g “ 2 ,、 “ 。 , w “ 4 ,

走 l· 直 2
·
掩3

,

走呜 孟 0
k l

! k Z ! k 3 ! k 4 !
K盘

+
气

· * 、 · 2 ; 3 一 , 2 ,

( 8 )

艺
走一 走2

·
盛3

,

乏呜 二 o

f `。 1 ) 、 ( * 2 , 、 ` , 3 , W`* 4

位旨橇抬户
r

一
t
一

,

一
3
一

: ,

` , ,

都是 (3 十 1) 维 AKN S方程的对称
.

其中 x
,
二 ( x : ,

x Z ,
x 3 )二 ( x

,
y

,

2)
.

( f
,

g )是 y 的任意函

数
,

( 、
.

w )是
:
的任意函数

,

f(
` ,二共及 K:

、 , r 。

被定义为

a y
-

K :
`

= 中
” u J : · r ,

= 中
”

( z u :
+ 洲

, + t u ,

)
,

( n = o
,

士 1
,

士 2
,

…
,

)

一般说来
,

对于任意的 (了
,

g
,

h
,

二 )
,

形式级数对称 ( 8) 和 ( 9) 式是非截断的
.

但当 ( f
,

g
,

h

都取
、多项式函数时

,

(8 )和 ( 9) 式成为截断的
.

如
,

( 1 0 )

,

w )

” l 月2 月 3 月 4 4

。孟(夕
月 、 ,

夕
月 z , z ” , , z 雌 4

) = 艺习名习且
止一 o 介2 = 0 介3 ` o 立一石 o , = I

-一工上一一 、

` . , . 、 . 尹 、

k , ! 吸n , 一 走, ) !

i。 ; · ` 4 一 ` Z t ` , · ` , 二 ` 2

一
` 3

一
` 4 , ` 4`

一
` 1`

一
` Z

K氛
十
气

十 * 4十 2、 3 一 、 2
·

(川
在 ( 2 一 l) 维的情况

,

我们已经知道截断对称或非截断对称构成一个广义的 W co 或广义 iV
r a -

so or 代数 19
·

“̀ 〕
.

通过一些复杂的直接计算
,

我们可以 证明 ( 8) 和 ( 9) 给出的非截断对称构成下

述的一般对称代数
:

l
。众( f l ,

9 1 ,

h , ,

w , )
, 。万( f2

,

9 2 ,

h Z ,

w Z )卜 。
,

( 12 )

【嵘 ( fl
,
9 1 ,

h l ,

w ; )
, 。言( f2

,

9 2 ,

h Z ,

w Z )」= 嵘
* 。

( f l

九
,
9 1 9 2 ,

h l 人2 .

二 : w Z ) +

嵘
+ 。

( f ; f2
,

9 1

云
2 ,

h , h Z ,

w 1 w Z ) + i嵘
十 。 + 1 ( f , f2

,

9 19 2 ,

h l h Z ,

w l初 2
)

,

( 13 )

[
。 树 ( f , ,

g ; ,

h , ,

w , )
, 。言( f2

,
9 2 ,

h Z ,

二 2 ) 」= 嵘
十 。

( fl fZ
,

g , 9 2 ,

人 1人2 ,

w 1 w Z ) +

嵘
十 。

( f1 几
,
9 t 9 2 ,

h 1 h Z ,

w 、动2 ) 一 i嵘
十 , 一 ;

( fl fZ
,

g ,
云

2 ,

入 : h Z ,

w , w Z )
,

( 14 )

【
o 蕊( f

, ,

9 1 ,

h l ,

二 l )
,

嵘 ( f2
,

9 2 ,

h Z ,

二 2 )」= 嵘
十 。

( f ,

九 一 少
l f2

,

g , 9 2 ,

人 1入 2 ,

w 1 w Z ) +

嵘
。

( f , f2
,
g ,

宫
: 一 宫

1 9 2 ,

入 1入2 ,

w l w Z ) + i嵘
十 , 十 1 ( f , f2

,

9 19 2 ,

入: 入2 ,

w ,白: 一 初 l w 2 )
,

( 15 )

〔嵘 ( f , ,
g , ,

h , ,

w : )
, 。二( f2

,

9 2 ,

h Z ,

二 2 ) ] =

。氮
十 。

( f l

九
,

9 1 9 2 ,

入 1入2 ,

w l w Z ) + 。
氮

十 。

( f l几
,

9 1

云
2 ,

入1入2 ,

w , w Z ) +



中 国 科 学 (A 辑 ) 第 27卷

i。粼
十 。 十 1( f一 f Z,

g 、 9 2 ,

h 1 h Z ,

w l 初2 ) 一 嵘
, 。

( f , f Z ,

g , 9 2 ,

人, h Z ,

w l w Z ) -

嵘
、 。

( f , f2
,

9 1 9 2 ,

h 1 h Z ,

切 ; 二 2 ) + i嵘
十 , 一 t ( f , f2

,

宫
1 9 2 ,

h , h Z ,

二 1 w Z )
,

( 16 )

[
。轰( f l ,

9 1 ,

h : ,

w , )
, 。二( f Z ,

9 2 ,

h Z ,

w Z )卜
。聂

十 。

( f ,几
,
g , 9 2 ,

人2 h l 一 h l入2 ,

w , w Z ) +

。霖
: 十 。

( f l fZ
,

g , 9 2 ,

入 ,人2 ,

切 2 w l 一 初 , w Z ) 一 i。氛
十 。 一

1 ( f , f2
,

官
2 9 : 一 云

, 9 2 ,

人 ,入2 ,

w 1 w Z )
,

( 17 )

仁
。轰( f 、 ,

g , ,

h 飞
,

w : )
, : ,

( f2
,
9 2 ,

h Z ,

二 2 )卜 ( 。 + 1 ) 。氛
+ 。

( f
l fZ

,

g 、 9 2 ,

h t h Z ,

二 : 二 2 ) -

。氛
十 。

(才
, f Z ,

g : 9 2 ,

h , h Z ,

w 1 w Z ) 一 嵘
十 。

( f l fZ
,

殆
: 9 2 ,

h : 人2 ,

w l w Z )
,

( 15 )

〔嵘 ( f l ,
9 1 ,

h , ,

w l )
, r 。

( f2
,
9 2 ,

h Z ,

二 2 ) 卜
( m + r )嵘

+ 。

( f , f2
,

9 1 9 2 ,

人 ,人 2 ,

w , w Z ) 一 嵘
十 。

(才
, f2

,
9 1 9 2 ,

h 、 h Z ,

w l w Z ) -

嵘
+ 。

( f , f2
,

坛
: 9 2 ,

h ; h Z ,

w ; w Z ) + r m + 。

( j
.

、
少泛

,

g : 9 2 ,

人,入 2 ,

w : w Z ) +

r 阴 十 。

( f ; f2
,

g ,

玄
2 、

入 ,入 2 ,

w , w Z ) + i r , 十 。 十 , ( f l fZ
,

g , 9 2 ,

h : h Z ,

切 t初 2 )
,

(一9 )

{
。氮( f

、 ,

9 1 ,

h , ,

* 1 )
, r 。

( f2
,

9 2 ,

h Z ,

w Z ) 」==

m 。氮
十 。

( f ; f2
,

9 1 9 2 ,

人1人2 ,

w 1 w Z ) 一 。氛
+ 。

(才
l f2

,

g : 9 2 ,

入1 h Z ,

w ,二 2 ) -

a聂
+ 。

( f , f2
,

坛
1 9 2 ,

人 ,入2 ,

w ,二 2 ) + 二 , * 。

( f l fZ
,

g , 9 2 ,

h ,人2 ,

w , w Z ) +

+ : 爪 十 。

( f l fZ
,

g 、 9 2 ,

h , h Z ,

w l切 2 ) 一 i r , 十 。 一 , ( f , f2
,

9 1

宕2
,

h ; h Z
,

w 1 w Z )
,

( 2 0 )

[
r . ( f t ,

g , ,

人、 ,

w , )
, : 。

( f2
,

9 2 ,

人2 ,

w Z )卜 ( m 一 n ) : , + 。

( f l fZ
,

9 1 9 2 ,

h 1 h Z ,

二 1 w Z ) -

r 二 十 。

(才
, f2 一

讥 f : ,

9 1 9 2 ,

人1人2 ,

w : w Z ) 一 r m 十 ,

( f
l fZ

,

坛
19 : 一

殆
2 9 1 ,

人: 人2 ,

二 l w 2 )
,

( 2 1 )

其中 f
,

g
,

h 和 w 上的一点表示对各自宗量 的导数 ; iL
e
乘积 〔A

,

B ]被定 义为
:

仁A
,

B 」二

一im早( 、 ( 。 十 。。 ) 一 B ( 。 + 。A ) ) 一 A
·

B 一 。
,

A
.

在 ( : 十 1 )维可积体系的研 究中我们发现
,

所
屯写扩刁￡ 、 ` “ “ 一

一
`

一
、 一

一
’

“
`
一 一

` 一 `

一
、 一 一 ` 一”

`

”
` ’ ` ’

” ` ” ” “ ’ ` 一

、 ” `

~
一

~ ”
`

有已知的 ( 2 + 1) 维可积模型的对称代数都具有一个广义 V iar so or 子代数
:

[
。 ( f : )

, 。 ( f2 ) ] 二
。 ( f l

了
: 一 f2 犷

, )
,

( 2 2 )

而所有 已知的不可积模型都不具有这个对称子代数
.

对于 ( 3 十 1) 维的破裂孤子方程 ( 5)
,

存在

许多广义 v i r a so r o 型对称子代数
.

如
,

(嵘 ( f )三端 ( f ( y )
,

1
,

1
,

1 ) )
,

t端 ( f , )
,

端 ( f Z )卜 竭 (少
Z
f

t 一 少
; f Z )

.

( 2 3 )

2 广义 Vi ar s or o 代数意义下的高维可积模型

如上节所述
,

由于所有已知的 ( 2 十 1) 维可积模型的对称代数都具有一个广义 V i ar so or 子

代数 ( 2 2 )
.

而所有已知的不可积模型都不具有这个对称子代数
,

因此
,

我们可定义在具有广义

V ir a
so or 对称代数意义下的可积性

.

从 iV ar so or 对称代数的每一个具体实现出发
,

我们就可

以得到大量的具有广义 V i ar so or 对称代数意义下的可积模型
.

本节我们描述如何利用一个具

体的对称代数实现来得到相应的可积模型
.

一般说来
,

vi ar so or 对称代数 ( 2 2) 式可以具有如下形式
:

。 ( f ( , ) ) =

习 f “ , 。 〔* ]
, 。

[ o ] = 、 ` ,

( 2 4 )
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其中
。

可以是任意维空间中的任意分量 的矩阵函数
,

武 k] 中不显含变量

数
.

将 ( 2 4) 式代入 ( 2 2) 式
,

我们发现 武 k] 应满足下述超定方程
:

k ! ( Z k
、 一 k 一 1 、

补云亡育下示
.

“ 仁̀ J + Lo Lk l 」
, 。 Lk 一 k , + I J J 一 。

,

及场
“
对 t 的导

( 2 5 )
走一2勺̀

一一

甘

尼

`25 ,式中【音」表示取含的整数部分
.

一旦一个具体的实现 ( 24 )
、

( 25 )式被给定
,

下一步我们要做的是
,

用标准的群论方法 [川

求出柞应的高阶扩张
.

即求出当场
u
按

“ ~ “ 十 。武 f) 变化时
,

它的各阶导数的变化规律
.

然

后
,

利 )目对称 ( 2 4) 式及相应的高阶扩展求出与对称 ( 24 )式相应的各种群不变量
.

由群不变量

的任意函数构成的方程都具有 ( 2 2) 式的对称代数
.

最后
,

我们要从由群不变量构成的方程 中

选择出那些与 f 无关的群不变方程
.

这些方程就是我们要求的在具有广义 vi ar so or 对称代数

意义下可积模型
.

在 ( 2 + 1) 维情况下
,

我们已经找到了 ( 2 5) 式的许多解
.

如
,

a
[ k 」= 0

,

( k ) 2 )
, 。

[ 1」=
1 2

百 y

八 ,

~
_ 、 。 . :

1
飞 。 月 :

l
又1 ,

) 口 L左 J = U ,

L龙
` 多 j )

, 口 L乙 J = 一 石下 y
一 , 叮 L I J = 万夕“

v + 1
·

J 片 J

( 111) · 〔* 」一 。
,

( * ) 4 )
, · 〔3」一

, 2 , · 〔2 :一
3 , 2 · 二 +

一
, · 〔̀ 〕一 “ 一

; ) X · 二 +

合
( 2 -

c l )洲
, + c l u

·

( i
、 ,

) 。 〔* 」一 。
,

( * 、 3 )
, · 〔2〕一合

( X
.

0 ) ·
, 。 〔l 」一告

( ( X · )
二 ,

( X V )
二

) T
·

( v )。 [乏 ] = o
,

(走) 4 )
, 。

[ 3 ] = ` l ( o
,

o
,

( x + y ) 3 一 ( x 一 y ) 3 ) T , 。
[ z 」= 。 2 ( ( x Z + y Z ) u ,

( X Z + 。 2 ) V ,

0 )… 〔l 」一轰
( ( x U )

二 + 洲
, ,

( X V )
二 + , V , ,

( X W )
二 +

二
,

)`
·

与 ( 2 4 )式的具体实

现 ( i ) 一 ( v )相对应 的典型的群不变方 程分别为三维连续 T o d a
方程

,

N i z h n ik
一

N o v ik o v 一

V e s e lo v

方程
,

E P 方程
,

长波色散方程和 D s 方程 [ 9
,

“̀ 〕
.

实际上
,

对于 ( 2 4) 式的每一个实现
,

都可以得

到无穷 多的群不变方程
.

如
,

对于 实现 ( 11 1)
,

我们已经得到 了一类相应 的无穷多群不变方

程 [ 12 ]
.

根曙( 2 + 1) 维情况下的可积模型都具有 ( 22 )式的对称代数的事实
,

为了寻找 ( 3 + l) 维的

可积模型
,

从 ( 22 )式的具体实现出发将是一条可行的途径
.

本节 中我们从一个具体 的 ( 22 )式

的 ( 3 十 )[ 维实现
,

来构造 ( 3 + 1) 维的在广义 iV ar so or 代数意义下的可积模型
.

容易证明
,

_ , .

~ . 、 。 ~ , 。 刁 :

1
,

口 L左 J = U
,

L左 多 j )
, 口 L乙 J = y z , 口 L I J = 下 L y u )

,
一 z u z

`

是 ( 25 )
.

丈的一个解
,

即

砂飞J节剐吞竹矛产

. ,

/ 1 1 \

“ J ’ = J u r 十 J (百yU
y 十 之 u

一 百
“

{
十

yzI
( 2 6 )

是广义 iV ar so or 代数 ( 2 2) 式的一个 ( 3 + 1) 维实现
.

从实现 ( 26) 式出发
,

人们可以得到许多相

应的群不变方程
,

如
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u x, 一 4 u , u x :
+ Z u x u , 一 Z u z u 。 + u ” = 0

.

( 2 7 )

用本节提出的方法得到的模型虽然是在广义 V i ar os or 对称代数意义下的可积模型
,

但是否是

在其他传统意义下的可积模型有待于进一步研究
.

3 共形不变性及 P ia 川 ve 心性质意义下的高维可积模型

在可积模型的对称性研究中
,

我们发现可积模型的 Sch w ar t z 形式的共形不变性起着一个

非常重要的作用
.

如
,

s e h w a r t z K dV 方程

笋
: .

`

协
, .

,

在解空间 5三 {协
: ,

+ {笋、 : x } + 入
`

= o

i 二 1
,

2
,

…
,

co }的共形不变性正相应于

· ,

入i 并 几, ,

V i 共 2
.

( 2 8 )

K d V 方程的无穷多对称 (及无穷多

一
L

_ 一
、

_ _
、 , 、 , _ . , ,

了笋
、 ,

八
寸但佯 )

.

LZ匕)式 甲 }尹
`

; 了 {三 I 石尸二二 l
、 践

,
工 /

工 f立
2 \ 户

: .
立竺 }
户

r

/
为 S c h w ar t z 导数

.

这个事实告诉 我们
,

如果要构造高维可积模型
,

共形不变的方程可能是最好的候选者
.

一个一般的 N 维共形不变

的模型具有下述形式
,

笋
二

G I {功; x }
,

了止 ,

i
,

、
’

甲x

功
,

其中 G 是一个共形不变量 1八 x 、

}
,

了
二 ,

y, J

一 `
,

2
,

…
,

N

)
一 O

,

( 2 9 )

= 1
,

2
.

…
,

N )及其导数的任意函数
.

我们相信

对于许多类型的 G 方程 ( 29 )可以被变成具有 P al nl ve 已性质的形式
.

本节中我们仅写下一种

特殊的 G 并把相应的 ( 2 9) 式变成具有 aP in lve 已性质的形式
.

我们很容易证明
,

( 29 )式的下述

特殊形式
,

艺
a * }笋; 二* } 十

- 1
,

2
,

一 {一 ( 3 0 )二
,

中

功一式或
g上

可以被变成具有 P ia ln ve 已性质的形式
.

将变换关系 价= e
xP F

, 。 ;
二 F

二 ,

i = 1

丸
“ 是衬 ( `

,

, 一 `
,

“
, ”

` ,

N )的任意多项式函数
·

… N
,

代入方程 ( 3 0 )得
,

N r N f
.

1
,

2

「1 。 \l \ , } “ 打尸
* J “ 打

,

1 1 “ k 介

川 ` 曰 u k l

—
一 下万, 歹 一

L 几一 L
u 乏 乙 u 见

u I J :

二 u ! J -

合
·

;

卜
·

(耸
,

/
,

,

一
2

,

一 )卜
。

,

(川

2
,

…
,

N ( 3 2 )

` , ` ,式中 m ,

) 2 是某些 正整数使得 (
*

毯
· 梦

*

,
g

(贵
,

`
,

、 一 `
,

2
,

一 N

)
仅仅是 一 ( ` · `

·

2

N )的多项式函数
.

为了证明 ( 3 1) 和 ( 3 2) 的 P ia n lve ` 性质
,

我们将
u :

展开为
:

u ,
一

乙 iuj 创
十
气

,

乞 一 1
,

2
,

…
,

N
,

( 3 3 )

其中
, 。 `

和 iu o由领头项分析确定为
:

叭 。 = 中二 2
. ·

… N ( 3 4 )

将方程 ( 3 3 )和 ( 3 4 )代入到 ( 3 1 )和 ( 3 2 )式可得
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(, 十 1 ) ( , 一 1 )乙
a * u *。 u 、 一 f ( u * ; ,

* = l
,

z
,

…
,

N
,

/

( , 一 1 ) ( u 一, u k o 一 u勺 u 10 ) 一 u * ( ,一 )
.
二 , 一 u l ( , 一 )

.
二` ,

簇 ] 一 1 )
,

二 2
,

3
,

…
,

N
.

( 3 5 )

( 3 6 )

( 35 )式 中 f 是一个
。 * : ,

(k = 1
,

2
,

…
,

N
,

i毛 ] 一 1) 的非常复杂的函数
.

从 ( 35) 和 ( 36) 式可知

N + 1 个共振点位于 j = 一 l
,

1
,

1
,

…
,

1 处
.

j = 一 1 的共振相应于奇性流形 中 的任意性
.

而在
一一下一一

N 个 , = 1 的共振点存在 N 个 自恰条件
.

根据标准的 w TC[
` 3〕方法

,

如果这 N 个 自恰条件是

恒满足的
,

则称这个模型具有 P ia nl ve 亡性质
.

从而这个模型是在具有 P ia ul ve 亡性质意义下的

可积模型
.

在完成一些繁琐的计算后
,

相应于 j = 1 的 N 个自恰条件可写为
:

N (
。 ,

)
又不 }

~ “ 初
,
x , 二 } _ n

` 山 “ 走 }甲 J 二 一

—
甲二 } 一 U ,

盛= o
L

之 魂 u 乏0 月
J

( 3 7 )

u ; 0
.

, 一 u , 0
.
二* 一 0 ( k = 2

,

3
,

…
,

N )
·

( 3 8 )

显然
,

由于方程 ( 3 4 )
,

共振条件 ( 3 7) 和 ( 3 8) 是 自然满足的
.

因此
,

方程 ( 3 7) 是在可变换成具有

P ia ul e 花性质形式意义下的可积模型
.

4 结论和讨论

刁“文从几个不同的角度探索了高维可积模型的存在性
.

并给出了几种不同可积意义下的

高维可积模型
.

类似于 ( 2 十 1) 维的破裂孤子方程
,

更高维的破裂孤子方程与 ( 2 + l) 维的破裂

孤子方程具有相同的强对称算子
.

但高维模型具有更为丰富的对称结构
.

同其他 ( 2 十 1) 维的

可积模型一样
,

任意维的破裂孤子方程具有一个共同的广义 iV ar so or 对称子代数
.

由于 已知的所有 ( 2 + 1) 维可积模型都具有广义 V i ar so or 对称子代数
,

而所有 已知的不可

积模型都不具有这个对称子代数
,

因此
,

我们相信更高维的可积模型亦应具有这个对称子代

数
.

因此
,

从广义 v i ar so or 对称子代数的具体实现出发寻求高维可积模型是一条可行的途径
.

本文建立了从广义 V i ar so or 对称子代数的具体实现出发寻求具有广义 V i ar so or 对称代数意义

下的可积模型的一般方法
.

并由此重新得到了 ( 2 + 1) 维的著名可积模型
,

且给出了一个具体

的 ( 3 十 1) 维的具有广义 iV ar so or 对称代数意义下的可积方程
.

共形不变性在现代物理中起着非常重要的作用
.

在可积模型研究中更是如此 如
,

K d y

方程的 Shc w ar t z 形式的共形 不变性决 定 了无穷 多对称性和 守恒律
.

因此
,

从共 形不变的

cS h w : r t z 形式出发
,

人们有可能找到高维的可积模型
.

本文证 明了一个具有任意多项式函数

的 S h
、

va rt z
方程可以变换成一个具有 aP i in ve 亡性质的形式

.

类似于 ( 2 + 1) 维破裂孤子方程
,

高维破裂孤子方程在其他意义下也是可积的
.

如
,

具有

(谱可变 )的 L ax 对
,

强对称算子
,

无穷多守恒律等
.

虽然已知的所有 ( 2 + 1) 维可积模型都具

有广义 V ir a so or 对称子代数及 已知的 ( l 十 1) 和 ( 2 + 1) 维可积模型都可以变成共形不变的形

式
,

但是本文得到的具有广义 iV ar so or 对称子代数意义下的可积模型和在具有共形不变性且

可变成具有 P ia nl ve ` 性质形式意义下的可积模型是否也是在其他意义下的可积模型有待于进

一步研究
.
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