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摘要 本文研究求解一维双曲守恒律方程和抛物方程的间断有限元法的超收敛性质. 具体来说, 对于

双曲守恒律方程和抛物方程, 当分别选择迎风和交替的数值流量时, 本文证明在合适的初始化条件下,

间断有限元解在迎风点上 (双曲方程)或数值迹在节点上 (抛物方程)的逐点误差和区间平均值误差均

以 2k + 1 阶的速度收敛, 其中 k 是间断有限元空间多项式的次数. 这个结果是对 Cao 等人 (2014) 以

及 Cao 和 Zhang (2014) 的超收敛结果的进一步改进和完善, 即把逐点误差的收敛阶由原来的 2k + 1
2

提高到 2k + 1, 而区间平均值误差的收敛阶则从 2k 提高到 2k + 1, 从而与 Cao 等人 (2014)、Cao 和

Zhang (2014) 以及 Yang 和 Shu (2012) 的数值试验结果完全吻合.

关键词 超收敛 间断有限元法 双曲方程 抛物方程 区间平均值 逐点误差估计
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1 引言

间断有限元或间断 Galerkin (discontinuous Galerkin, DG) 方法是一类使用完全不连续的分片多

项式空间作为解空间和检验函数空间的有限元方法. 它最早是 1973 年 Reed 和 Hill [1] 在研究中子

输运方程时提出来的. 随后, Cockburn 和 Shu 采用间断有限元方法进行空间离散去求解与时间有关

的非线性方程 (参见文献 [2–6]), 进一步推动了这个方法的发展. 局部间断有限元 (LDG) 方法是间断

有限元法的一个延伸, 它主要用于求解各种含高阶导数的方程 (由于数值逼近在区间边界上的不连续

性, 间断有限元法不便于直接求解高阶方程). 局部间断有限元方法的基本思想就是把含高阶导数的

方程写成只含一阶导数的方程组形式, 然后再用间断有限元方法一一求解. 为了确保数值格式的稳定

性, 选取合适的数值流量是至关重要的. Cockburn 和 Shu [7] 首次用局部间断有限元方法处理了与时

间有关的对流扩散方程. 此后, 局部间断有限元方法被应用到各种各样的高阶方程, 如含三阶导数的

Korteweg-de Vries (KdV) 方程 (参见文献 [8])、含时间项的双调和方程、完全非线性的 k(n, n, n) 方程

和 Cahn-Hilliard 类型的方程等 (参见文献 [9–12]).
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间断有限元法解偏微分方程的超收敛性质也是近年来学者们比较感兴趣的研究领域,这方面的内

容可参见文献 [13–20]. 最近, Yang 和 Shu [21] 在研究一维双曲守恒律方程的超收敛性质时证明了 DG

数值逼近在右 Radau 点上的误差和单元平均值误差均以 k + 2 的阶数收敛; 同时他们也观测到 DG

数值解在迎风点上和单元平均值误差以 2k + 1 的阶数收敛. 对此, 我们在文献 [22] 中重新研究了文

献 [21] 的数值结果所揭示的超收敛现象, 通过构造校正函数的方法, 给出了 DG 数值解在迎风点上

2k + 1 (平均意义下) 或 2k + 1
2 (逐点估计) 的严格数学证明. 此外, 我们还首次证明了 DG 数值解的

导数在左 Radau 点上以 k+ 1 的超收敛阶逼近真解的导数. 与此同时, 我们还在文献 [23] 中证明了类

似的结果对抛物方程同样成立, 当然, 其证明过程较之守恒律方程要复杂得多 (由于采用 LDG而产生

两个未知函数的影响). 在文献 [22, 23] 中, 我们虽然对求解双曲守恒律方程和抛物方程的 DG 方法的

超收敛性质有了比较完整的研究,但是还遗留了两个问题,一个是节点误差的逐点估计,另外一个是区

间平均值误差估计. 理论上, 我们只能分别证明 2k + 1
2 和 2k 阶, 然而数值算例却表明, 这两者的误差

收敛阶均能达到 2k + 1.

本文的主要目的就是要解决上述两个问题, 即我们将给出逐点和区间平均值误差 2k + 1 收敛阶

的严格数学证明, 以此填补理论证明与数值算例之间的差距. 这里采用了不同于文献 [22, 23] 的证明

方法: 代之以建立数值解 uh 与真解的某个特殊插值函数 uI 的超逼近关系, 本文将证明 uh 与 uI 关

于时间求一次导数之后的超逼近结果, 即建立 ∥(uh − uI)t∥0 的超逼近关系从而得到间断有限元解的
逐点和单元平均值误差 2k + 1 收敛阶的数学证明.

本文的结构如下: 第 2 节首先介绍一维双曲守恒律方程的间断有限元格式, 然后讨论校正函数的

构造过程和性质. 通过校正函数的作用, 我们给出了 DG 数值逼近在迎风点上的逐点误差以及区间平

均值误差 2k + 1 收敛阶的严格数学证明. 第 3 节研究求解一维抛物方程的局部间断有限元格式以及

相应的超收敛性质. 我们证明了间断有限元逼近的数值迹在网格节点上的逐点误差以及区间平均值

误差均以 2k + 1 阶的速度收敛. 为了避免重复, 本文将不再提供数值例子. 有兴趣的读者请参见文

献 [21–23] 中相应的数值实验结果.

若无特别说明, 本文中所出现的符号 “A . B” 均表示 A 可以被 B 乘以一个常数 C 所控制, 其

中常数 C 不依赖于网格长度 h. 对任意的正整数 m 和 p, 我们用 Wm,p(D) 表示子区域 D ⊂ Ω 上标

准的 Soblev 空间, 其中范数和半范数分别用 ∥ · ∥m,p,D 和 | · |m,p,D 表示. 当 D 为我们考虑的整个区

域 Ω 时, ∥ · ∥m,p,D 和 | · |m,p,D 分别简记为 ∥ · ∥m,p 和 | · |m,p. 当 p = 2 时, 我们记 Wm,p(D) = Hm(D),

∥ · ∥m,p,D = ∥ · ∥m,D, | · |m,p,D = | · |m,D.

2 双曲守恒律方程

不失一般性, 我们考虑如下双曲守恒律方程:

ut + ux = 0, (x, t) ∈ [0, 2π]× (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(2.1)

这里假设初值 u0 充分光滑. 我们将研究两种边界条件:周期边界条件 u(0, t) = u(2π, t)和 Dirichlet边

界条件 u(0, t) = g(t).

2.1 间断有限元格式

对区域 Ω = [0, 2π] 作剖分, 节点为 0 = x 1
2
< x 3

2
< · · · < xN+ 1

2
= 2π. 对任意的正整数 r, 记
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Zr = {1, . . . , r}, 并令 τj = (xj− 1
2
, xj+ 1

2
), xj =

1
2 (xj− 1

2
+ xj+ 1

2
), j ∈ ZN 分别表示区间单元和单元中点.

记 hj = xj+ 1
2
− xj− 1

2
, hj = hj/2 以及 h = maxj hj , 并假设剖分是正则的, 即存在常数 c 使得

h 6 chj , j ∈ ZN .

取有限元空间 Vh 为相应于剖分的分片 k (k > 1) 次多项式空间, 即

Vh = {v : v |τj∈ Pk(τj), j ∈ ZN},

其中 Pk 表示次数不大于 k 的多项式的集合.

解方程 (2.1) 的间断有限元法为, 寻找 uh ∈ Vh 使得对任意的 v ∈ Vh,

(uht, v)j − (uh, vx)j + ûh |j+ 1
2
v−
j+ 1

2

− ûh |j− 1
2
v+
j− 1

2

= 0, (2.2)

其中 (uht, v)j =
∫
τj
uhtvdx, v

−
j+ 1

2

和 v+
j+ 1

2

分别表示函数 v 在点 xj+ 1
2
的左右极限; ûh 表示数值流量,

即数值解在单元边界处的取值, 该值往往依赖于不连续的数值解在单元两边的函数值. 本文采用迎风

的流量, 即

ûh |j+ 1
2
= uh(x

−
j+ 1

2

), j ∈ ZN .

对于周期边界条件, 我们取边界点 x = x 1
2
上的数值流量为

ûh | 1
2
= uh(x

−
N+ 1

2

),

而对于 Dirichlet 边界条件, 我们则取

ûh | 1
2
= g.

为了分析的方便, 我们仍记 ûh | 1
2
= uh(x

−
1
2

).

定义空间

H1
h = {v : v |τj∈ H1(τj), j ∈ ZN}.

对任意的 ε, v ∈ H1
h, 我们定义双线性形式

a(ε, v) =
N∑
j=1

aj(ε, v),

其中

aj(ε, v) = (εt, v)j − (ε, vx)j + ε−
j+ 1

2

v−
j+ 1

2

− ε−
j− 1

2

v+
j− 1

2

.

显然, 我们从 (2.2) 可得

a(uh, v) = 0, v ∈ Vh.

同样地, 真解 u 也满足 (2.2), 从而,

a(u, v) = 0, v ∈ Vh.

此外, 当 v ∈ H1
h 满足条件 v−1

2

= 0 或者 v−1
2

= v−
N+ 1

2

时,

a(v, v) = (vt, v) +
1

2

N∑
j=1

(v−
j+ 1

2

v−
j+ 1

2

+ v+
j− 1

2

v+
j− 1

2

− 2v−
j− 1

2

v+
j− 1

2

)
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= (vt, v) +
1

2

N∑
j=1

[v]2j− 1
2
+

1

2
(v−

N+ 1
2

v−
N+ 1

2

− v−1
2

v−1
2

)

> (vt, v),

其中 [v]j− 1
2
= v+

j− 1
2

− v−
j− 1

2

表示函数 v 在点 xj− 1
2
上的跳跃. 从而, 在这两种条件下, 我们都有

1

2

d

dt
∥v∥20 = (vt, v) 6 a(v, v). (2.3)

2.2 分析

给定 v ∈ H1
h, 我们首先定义 v 的 Gauss-Radau 投影 P−

h v ∈ Vh 如下:

(P−
h v, ε)j = (v, ε)j , ∀ ε ∈ Pk−1(τj), P−

h v(x−
j+ 1

2

) = v(x−
j+ 1

2

). (2.4)

注意到算子 P−
h 在间断有限元法的误差分析中经常被使用, 如文献 [21,24].

为了证明 2k + 1 阶的强超收敛结果, 我们采取与传统间断有限元理论分析不同的技术路线, 使用

有限元超收敛理论中的超逼近手段 (参见文献 [25–30]). 具体来说就是构造一个特殊的插值函数使其

以 “尽可能高” 的阶逼近数值解 uh. 对于一般的超收敛结果, 只要比全局最佳收敛阶高出一阶就可以,

而这里则要求高出 k 阶, 传统的方式是无法满足要求的. 为了达到更高阶的超逼近, 我们对 Radau 投

影构造校正函数, 即令特殊的插值函数 uI = P−
h u − w ∈ Vh, 其中 w 是待求的校正函数. 我们的目标

是使得 uI 以 2k + 1 阶的速度超逼近 uh 并且在节点上与 P−
h u 保持一致, 这样就可以证明 uh 在节点

的迎风方向以 2k+ 1 阶的速度收敛于 u. 需要指出的是, 这里的校正函数与文献 [25] 中有限元法所使

用的校正函数的不同之处在于, 我们采用的是构造性而非存在性证明, 即对每一个 k, 我们给出 w 的

显式表达,这一点在数值试验中尤其重要.因为我们证明的是半离散的结果,而数值试验却必须做全离

散, 显式构造对于初值的处理至关重要, 关于这一点详情参见文献 [22, 23].

清楚起见, 我们具体描述一下思路和校正函数的构造过程. 若简单令 uI = P−
h u 不作校正, 那么,

在 (2.3) 中取 v = uh − P−
h u 并利用正交性质以及周期或 Dirichlet 边界条件可得

1

2

d

dt
∥uh − P−

h u∥20 . a(u− P−
h u, uh − P−

h u).

而对于任意的 v ∈ Vh, 由函数的逼近论知识可得

a(u− P−
h u, v) . hk+1, ∀ v ∈ Vh.

最终, 我们只能得到

∥uh − uI∥0 = ∥uh − P−
h u∥0 = O(hk+1).

这与我们想要的超收敛目标相差甚远. 为此,我们需要构造合适的插值函数 uI (或校正函数 w)使得 uI

既具有 P−
h u 的某些性质, 如

uI(x
−
j+ 1

2

) = u(x−
j+ 1

2

), ∀ j ∈ ZN ,

同时又与数值解 uh 是超逼近的, 即存在某些正数 l > 0 使得

∥uI − uh∥0 = O(hk+l+1),
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或者

a(u− uI , v) . hk+l+1, ∀ v ∈ Vh.

任意给定正整数 l, 其中 1 6 l 6 k, 我们在文献 [22] 中给出了校正函数 w = wl 的构造性证明. 具

体来说, 若设函数 u− P−
h u 在任意的区间 τj , j ∈ ZN 上有如下的 Legendre 展开式:

(u− P−
h u)(x, t) =

∞∑
p=0

uj,p(t)Lj,p(x),

其中 Lj,p 表示区间 τj 上的 p 次 Legendre 多项式,

uj,p =
2p+ 1

hj
(u− P−

h u, Lj,p)j , 0 6 p 6 k, uj,p =
2p+ 1

hj
(u, Lj,p)j , p > k + 1,

那么, 由 P−
h 的性质可知, uj,p = 0, p 6 k − 1, 从而, 由 Legendre 多项式的正交性质可得

(u− P−
h u, v)j = uj,k(Lj,k, v)j , ∀ v ∈ Vh.

记 Gi(t) = ∂i
tuj,k(t) 并定义函数 Fi(x), 1 6 i 6 k 使其满足

Fi(x
−
j+ 1

2

) = 0, hj(Fi+1, vx)j = (Fi, v)j , i > 1, hj(F1, vx)j = (Lj,k, v)j .

文献 [22] 证明了 Fi(x) 是存在唯一的并给出了具体表达式. 我们构造校正函数如下:

w |τj := wl =

l∑
i=1

wi, wi(x, t) = (hj)
iGi(t)Fi(x).

校正函数 wi, i ∈ Zl 具有如下性质 (参见文献 [22]):

wi(x
−
j+ 1

2

) = 0, wi⊥Pk−i−1, ∥∂r
twi∥0,∞ . hk+1+i∥∂r

t u∥k+i+1,∞, r = 0, 1, 2. (2.5)

经简单计算, 我们不难得到

(wit, v)j = (wi+1, vx)j , i > 1, (ut − P−
h ut, v)j = (w1, vx)j ,

从而,

aj(w
l, v) = ((wl)t, v)j − (wl, vx)j = (wlt, v)j − (w1, vx), (2.6)

aj(u− P−
h u+ wl, v) = (ut − P−

h ut, v)j + (wlt, v)j − (w1, vx) = (wlt, v)j . (2.7)

定义 u 的插值函数

uI = ul
I = P−

h u− wl.

我们有如下结果 (参见文献 [22]).

引理 2.1 设 u ∈ W k+l+2,∞(Ω), 1 6 l 6 k 是方程 (2.1) 的解, 那么,

|aj(u− ul
I , v)| . hk+l+1∥u∥k+l+2,∞,τj∥v∥0,1,τj , ∀ v ∈ Vh. (2.8)

若 uh 是方程 (2.2) 的解且初值条件满足

∥(uh − ul
I)(x, 0)∥0 . hk+l+1∥u∥k+l+2,∞, (2.9)
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那么, 对于周期和 Dirichlet 边界条件均有

∥ul
I − uh∥0(t) . (1 + t)hk+l+1∥u∥k+l+2,∞. (2.10)

特别地, 如果我们取初值 uh(x, 0) = ul
I(x, 0), 则有

∥ul
I − uh∥0(t) . thk+l+1∥u∥k+l+2,∞. (2.11)

2.3 超收敛

给定函数 v, 记 ∥v∥c 为函数 v 的区间平均值误差, 即

∥v∥c =
(

1

N

N∑
j=1

(
1

hj

∫
τj

vdx

)2) 1
2

.

我们有如下关于函数 u− uh 的区间平均值误差的超收敛结果.

定理 2.2 设 u ∈ W 2k+2,∞(Ω) 和 uh 分别是方程 (2.1) 和 (2.2) 的解. 若选取特殊的初值 uh(·, 0)
使得 (2.9) 对 l = k 成立, 则对周期和 Direchlet 边界条件均有

∥u− uh∥c . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+2,∞. (2.12)

证明 取校正函数 w = wk, 由 P−
h u 的性质可得∫

τj

(u− uk
I )(x, t) =

∫
τj

(u− P−
h u+ wk)(x, t) =

∫
τj

wk(x, t) =

∫
τj

wk(x, t)dx,

其中最后一步用到了 (2.5) 第二式. 从而,∫
τj

(u− uh)(x, t)dx =

∫
τj

(uk
I − uh)(x, t)dx+

∫
τj

wk(x, t)dx.

由 Cauchy 不等式和 (2.5) 第三式, 我们可得∣∣∣∣ ∫
τj

(u− uh)(x, t)dx

∣∣∣∣ . h
1
2 ∥uk

I − uh∥0,τj + h2k+2∥u∥2k+2,∞.

经直接计算并在 (2.10) 中取 l = k 可得

∥u− uh∥c . ∥uk
I − uh∥0 + h2k+1∥u∥2k+2,∞ . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+2,∞.

从而, 定理得证.

接下来讨论数值解 uh 在迎风点上的逐点估计. 在文献 [22] 中, 我们曾利用 uh 与 uk
I 之间的超逼

近结果, 以此证明了 uh 在迎风点上的逐点误差 2k + 1
2 的超收敛阶, 即

|(uh − u)−
j+ 1

2

| = |(uh − uk
I )

−
j+ 1

2

| . ∥uh − uk
I∥0,∞ . h− 1

2 ∥uh − uk
I∥0 . (1 + t)h2k+ 1

2 ∥u∥2k+2,∞.

注意到在上述证明中, 我们用逆不等式损失了 1/2 阶, 从而, 逐点误差的收敛阶相应损失 1/2 阶, 未能

达到最优收敛阶 2k + 1. 为了达到 2k + 1 阶的目的, 本文将采用不同于文献 [22] 的证明方法. 我们的

证明思路是首先建立 uk
I 和 uh 对时间求一次导数后的强超逼近结果, 进而利用 (uh − uk

I )t 的超逼近

结果得到逐点误差 2k + 1 收敛阶的严格数学证明.
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引理 2.3 设 u ∈ W k+l+3,∞(Ω), 1 6 l 6 k 和 uh 分别是方程 (2.1) 和 (2.2) 的解. 若初值

uh(x, 0) = ul
I(x, 0), 则有

∥(ul
I − uh)t∥0(t) . (1 + t)hk+l+1∥u∥k+l+3,∞, ∀ t > 0. (2.13)

证明 由于 u 和 uh 均满足方程 (2.2), 在方程两边同时关于 t 求导可得

aj(ut − uht, v) = 0, ∀ v ∈ Vh.

另一方面, 由校正函数的构造可知, wl
t(x

−
j+ 1

2

, t) = 0, ∀ t > 0, 所以, 对于周期边界条件成立着

(uh − ul
I)t(x

−
1
2

, t) = (uh − ul
I)t(x

−
N+ 1

2

, t),

而对于 Direchlet 边界条件则有

(uh − ul
I)t(x

−
1
2

, t) = (uh − P−
h u)t(x

−
1
2

, t) = 0.

从而, 在 (2.3) 中取 v = (uh − ul
I)t 并利用周期或 Direchlet 边界条件可得

1

2

d

dt
∥(uh − ul

I)t∥20 6 a((uh − ul
I)t, (uh − ul

I)t) = a((u− ul
I)t, (uh − ul

I)t).

对任意的 v ∈ Vh, 我们由 (2.5)–(2.7) 可得

|a((u− ul
I)t, v)| = |((wl)tt, v)| . hk+l+1∥∂2

t u∥k+l+1,∞∥v∥0,1. (2.14)

注意到 ut = −ux 和 ∥ · ∥0,1 . ∥ · ∥0, 我们可得

d

dt
∥(uh − ul

I)t∥0 . hk+l+1∥u∥k+l+3,∞.

从而, 对任意的 t > 0,

∥(uh − ul
I)t∥0(t) = ∥(uh − ul

I)t∥0(0) +
∫ t

0

d

dt
∥(uh − ul

I)t∥0 . ∥(uh − ul
I)t∥0(0) + thk+l+1∥u∥k+l+3,∞.

接下来估计 ∥(uh − ul
I)t∥0(0). 在 t = 0 时刻, 因为 uh(x, 0) = ul

I(x, 0), 所以, 由间断有限元格式可得

0 = a(et, v)(0) = a((u− ul
I)t, v)(0) + a((ul

I − uh)t, v)(0) = a((u− ul
I)t, v)(0) + ((ul

I − uh)t, v)(0).

特别地, 若在上式中取 v = (ul
I − uh)t 并运用估计式 (2.14) 即可推出

∥(ul
I − uh)t∥0(0) . hk+l+1∥u∥k+l+3,∞,

从而, 引理得证.

定理 2.4 设 u ∈ W 2k+3,∞(Ω) 和 uh 分别是方程 (2.1) 和 (2.2) 的解. 若 uh(x, 0) = uk
I (x, 0), 则

对于周期和 Direchlet 边界条件均有

|(u− uh)(x
−
j+ 1

2

, t)| . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞, ∀ j ∈ ZN . (2.15)

证明 记

e = u− uh, ξ = uk
I − uh = P−

h u− wk − uh.

1121



曹外香等: 解一维双曲守恒律方程和抛物方程的间断有限元法的逐点和区间平均值误差估计

在方程 ai(e, v) = 0 中取 v = 1 并利用 P−
h 的性质和 (2.5) 第二式可得

e−
i+ 1

2

− e−
i− 1

2

= −
∫
τi

et = −
∫
τi

(ξ + wk)t = −
∫
τi

(ξ + wk)t.

把 i 从 1 一直加到 j, j > i 可得

e−
j+ 1

2

− e−1
2

= −
j∑

i=1

∫
τi

(ξt + wkt). (2.16)

当边界取 Direclet 边界条件时, 因为 e−1
2

= 0, 所以, 我们从 (2.5) 第三式和 (2.13) 可推导出

|e−
j+ 1

2

| . ∥ξt∥0 + ∥wkt∥0,∞ . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞.

从而, (2.15) 对于 Direchlet 边界条件成立.

当边界取周期边界条件时, 不妨假设函数 ξ 在任意区间 τj , j ∈ ZN 上有如下表达式:

ξ(x, t) = ξ(xj , t) + s(x, t)
x− xj

hj
, ∀x ∈ τj . (2.17)

对任意的 v ∈ Vh, 若 v+
j− 1

2

= 0, 由正交性可得

0 = aj(e, v) = aj(u− uk
I , v) + aj(ξ, v) = aj(u− uk

I , v) + (ξt, v)j + (ξx, v)j ,

其中在最后一步, 我们用到了分部积分公式和 v+
j− 1

2

= 0 这个条件. 特别地, 若取 v = s(x, t)
x−x

j− 1
2

hj
, 显

然, v+
j− 1

2

= 0, 从而,∫
τj

s(x, t)
x− xj− 1

2

hj

d

dx

(
s(x, t)

x− xj

hj

)
= −aj(u− uk

I , v)− (ξt, v)j .

因为 (参见文献 [24])∫
τj

s(x)
x− xj− 1

2

hj

d

dx

(
s(x)

x− xj

hj

)
=

1

4hj

∫
τj

s2(x) +
s2(xj+ 1

2
)

4
,

所以, 由 (2.8) 和 (2.13) 可得

∥s∥20,τj . hj |aj(u− uk
I , v) + (ξt, v)j | . (1 + t)h2k+2∥u∥2k+3,∞∥v∥0,τj .

注意到 ∥v∥0,τj . ∥s∥0,τj , 我们有

∥s∥0,τj . (1 + t)h2k+2∥u∥2k+3,∞, ∥s∥0,∞,τj . h
− 1

2
j ∥s∥0,τj . (1 + t)h2k+ 3

2 ∥u∥2k+3,∞.

另一方面, 在公式 a(e, v) = 0 中取 v = 1 并利用周期边界条件 e−
N+ 1

2

= e−1
2

= 0 可得

d

dt

∫
Ω

(ξ + wk) =

∫
Ω

(ξ + wk)t =

∫
Ω

et = 0.

从而, 对任意的 t > 0,∫
Ω

ξ(x, t)dx =

∫
Ω

(ξ + wk)(x, 0)dx−
∫
Ω

wk(x, t)dx =

∫
Ω

(wk(x, 0)− wk(x, t))dx.
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把 ξ 的表达式 (2.17) 代入上式可得

N∑
j=1

(
hjξ(xj , t) +

∫
τj

s(x, t)
x− xj

hj

)
=

N∑
j=1

∫
τj

(wk(x, 0)− wk(x, t))dx. (2.18)

同理, 由于 e−
j+ 1

2

= ξ−
j+ 1

2

, 从而, 由 (2.16) 可知,

ξ−
j+ 1

2

− ξ−1
2

= e−
j+ 1

2

− e−1
2

= −
j∑

i=1

∫
τi

(ξ + wk)t,

即

ξ(xj , t) = ξ(x1, t) +
1

2
s(x−

1
2

, t)− 1

2
s(x−

j+ 1
2

, t)−
j∑

i=1

∫
τi

(ξ + wk)t.

把上式代入 (2.18) 并利用不等式 (2.5) 和 (2.13) 可得

|ξ(x1, t)| . ∥s∥0,∞ + ∥wk∥0,∞ + ∥wk∥0,∞(0) + ∥wkt∥0,∞ + ∥ξt∥0 . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞.

从而, 对任意的 j ∈ ZN ,

|ξ(xj , t)| . |ξ(x1, t)|+ ∥s∥0,∞ + ∥wkt∥0,∞ + ∥ξt∥0 . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞.

所以,

|ξ−
j+ 1

2

| =
∣∣∣∣ξ(xj , t) +

1

2
s(x−

j+ 1
2

, t)

∣∣∣∣ . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞.

从而, 不等式 (2.15) 对于周期边界条件同样也成立. 定理得证.

注 2.5 在上述定理中, 我们对解的正则性要求略高于文献 [22], 后者为 u ∈ W 2k+2,∞(Ω). 其主

要原因在于, 这里用到了 ∥(uh − uk
I )t∥0 的误差估计而在文献 [22] 中只用到 ∥uh − uk

I∥0 的估计.

注 2.6 初值条件 uh(x, 0) = uk
I (x, 0) = P−

h u0(x) − wk(x, 0) 意味着我们需要对初始误差作校正.

事实上, 我们在文献 [22] 中曾指出, 若对初值不作校正, 例如, 初值直接取为真解的 L2 投影或 Radau

插值, 那么, 当 k > 3 时, 我们在数值上观测不到间断有限元解在迎风点上 2k + 1 的超收敛阶.

3 一维抛物方程

3.1 局部间断有限元格式

考虑如下模型问题:

ut = uxx, (x, t) ∈ [0, 2π]× (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(3.1)

这里仍假设 u0 充分光滑. 我们将研究三种不同的边界条件: 周期边界条件 u(0, t) = u(2π, t) 以及两种

混合边界条件 u(0, t) = g0(t), ux(2π, t) = g1(t) 和 ux(0, t) = g0(t), u(2π, t) = g1(t).

我们采用局部间断有限元法来求解方程 (3.1). 为了构造局部间断有限元格式, 首先把方程 (3.1)

写成两个一阶方程组的形式:

ut = qx, q = ux. (3.2)
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求解方程 (2.1) 的间断有限元法为, 寻找 (uh, qh) ∈ Vh 使得对任意的 v, φ ∈ Vh,

(uht, v)j = −(qh, vx)j + q̂hv
− |j+ 1

2
−q̂hv

+ |j− 1
2
,

(qh, φ)j = −(uh, φx)j + ûhφ
− |j+ 1

2
−ûhφ

+ |j− 1
2
,

(3.3)

这里选取交替的数值流量, 即

ûh = u−
h , q̂h = q+h , (3.4)

或者

ûh = u+
h , q̂h = q−h . (3.5)

当边界为周期边界条件时, 我们取流量 (3.4) 或 (3.5) 并且在边界上取

ûh | 1
2
= ûh |N+ 1

2
, q̂h | 1

2
= q̂h |N+ 1

2
.

当边界条件为 u(0, t) = g0(t), ux(2π, t) = g1(t) 时, 我们选择流量 (3.4) 并且在边界点上取

ûh | 1
2
= u−

h | 1
2
= g0, q̂h |N+ 1

2
= q+h |N+ 1

2
= g1.

同样地, 当边界条件为 ux(0, t) = g0(t), u(2π, t) = g1(t) 时, 我们选择流量 (3.5) 并且取边界上的流量

q̂h | 1
2
= q−h | 1

2
= g0, ûh |N+ 1

2
= u+

h |N+ 1
2
= g1.

对任意的 ε, η, v ∈ H1
h, 我们定义

a1(ε, η; v) =
N∑
j=1

a1j(ε, η; v), a2(ε, η; v) =
N∑
j=1

a2j (ε, η; v),

其中

a1j (ε, η; v) = (εt, v)j + (η, vx)j − η̂v− |j+ 1
2
+η̂v+ |j− 1

2
,

a2j (ε, η; v) = (η, v)j + (ε, vx)j − ε̂v− |j+ 1
2
+ε̂v+ |j− 1

2
.

这里数值流量 (ε̂, η̂) 取 (3.4) 或者 (3.5). 由 (3.3) 我们可得

a1(uh, qh; v) = 0, a2(uh, qh;φ) = 0, ∀ v, φ ∈ Vh.

由于真解 (u, q) 也满足方程 (3.3), 从而有

a1(u, q; v) = 0, a2(u, q;φ) = 0, ∀ v, φ ∈ Vh.

当流量 (ε̂, η̂) 取 (3.4) 时, 经直接计算可得

a1(ε, η; ε) + a2(ε, η; η) = (εt, ε) + (η, η)− η+ε− |N+ 1
2
+ η+ε− | 1

2
, (3.6)

而当 (ε̂, η̂) 取 (3.5) 时, 则有

a1(ε, η; ε) + a2(ε, η; η) = (εt, ε) + (η, η)− η−ε+ |N+ 1
2
+ η−ε+ | 1

2
. (3.7)
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3.2 分析

有别于双曲守恒律方程,在利用校正函数分析抛物方程的超收敛性质时,由于两个变量的缘故 (真

解 u和辅助变量 q = ux),我们需要对两个变量同时校正. 此外,因为变量是相关的,所以,变量的校正

函数也会互相影响,而如何平衡校正函数的相互影响,使得最终达到我们的超收敛目的,是我们在构造

校正函数时需要特别注意的, 这也是抛物方程乃至高阶方程区别于双曲守恒律方程的本质所在.

对任意的函数 v ∈ H1
h, 我们首先定义 v 的另外一个 Gauss-Radau 投影算子 P+

h v 如下:

(P+
h v, ε)j = (v, ε)j , ∀ ε ∈ Pk−1(τj), P+

h v(x+
j− 1

2

) = v(x+
j− 1

2

).

对于抛物方程来说, 我们需要同时构造 u 和 q 的校正函数 wu 和 wq 使得真解的插值函数 (uI , qI)

= (Phu− wu, Phq − wq) 超逼近数值解 (uh, ph), 并且同时满足

ûI(xj+ 1
2
) = û(xj+ 1

2
), q̂I(xj+ 1

2
) = q̂(xj+ 1

2
),

其中 Ph = P−
h 或 P+

h . 由 (3.6) 和 (3.7) 我们可得, 对 ∥uh − uI∥0 + ∥qh − qI∥0 的估计最终会转化到

a1(u− uI , q − qI ;uh − uI) + a2(u− uI , q − qI ; qh − qI)

的估计上去. 事实上, 无论是选择流量 (3.4) 或 (3.5), 在相应的边界条件下, 我们都可得到

(û− ûh)(q̂ − q̂h) |N+ 1
2
= (û− ûh)(q̂ − q̂h) | 1

2
.

所以, 在 (3.6) 或 (3.7) 上取 (ε, η) = (uh − uI , qh − qI) 即可得

1

2

d

dt
∥uh − uI∥20 + ∥qh − qI∥20 = a1(uh − uI , qh − qI ;uh − uI) + a2(uh − uI , qh − qI ; qh − qI)

= a1(u− uI , q − qI ;uh − uI) + a2(u− uI , q − qI ; qh − qI),

其中最后一步用到了正交性质. 因为对任意的 v, φ ∈ Vh,

a1(u− uI , q − qI ; v) = (ut − Phut, v) + (wut, v) + (wq, vx),

a2(u− uI , q − qI ;φ) = (q − Phq, φ) + (wq, φ) + (wu, φx).

所以, 我们需要构造校正函数 (wu, wq), 使得对任意的 v, φ ∈ Vh,

a1(u− uI , q − qI ; v) . hk+l+1, a2(u− uI , q − qI ;φ) . hk+l+1,

其中 l 是某些大于 0 的正数.

文献 [23] 给出了校正函数的构造性证明并研究了它的一些性质. 在阐述校正函数的性质之前, 我

们还需要一些额外的记号. 首先, 对任意的正数 r, ⌊r⌋ 和 ⌈r⌉ 分别表示不大于 r 的最大的整数和不小

于 r 的最小整数. 其次, 记

(Phu, Phq) = (P−
h u, P+

h q), 若 (ûh, q̂h) = (u−
h , q

+
h ),

(Phu, Phq) = (P+
h u, P−

h q), 若 (ûh, q̂h) = (u+
h , q

−
h ).

引理 3.1 [23] 给定正整数 l, 其中 1 6 l 6 k, 存在校正函数

wl
q(x, t) =

⌈l/2⌉∑
i=1

wq,i +

⌊l/2⌋∑
i=1

w̄q,i, wl
u(x, t) =

⌈l/2⌉∑
i=1

wu,i +

⌊l/2⌋∑
i=1

w̄u,i,
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满足如下条件: 当流量 (ûh, q̂h) 取 (3.4) 时,

wl
u(x

−
j+ 1

2

) = wl
q(x

+
j− 1

2

) = 0;

当流量取 (3.5) 时,

wl
q(x

−
j+ 1

2

) = wl
u(x

+
j− 1

2

) = 0.

并且当 l = 2r 为偶数时,

a1(u− ul
I , q − qlI ; v) = ((w̄u,r)t, v), a2(u− ul

I , q − qlI ; v) = (w̄q,r, v); (3.8)

当 l = 2r + 1 为奇数时,

a1(u− ul
I , q − qlI ; v) = ((wu,r+1)t, v), a2(u− ul

I , q − qlI ; v) = (wq,r+1, v). (3.9)

此外, wv,i, w̄v,i, v = u, q 满足

wv,i⊥Pk−2i, w̄v,i⊥Pk−2i−1, (3.10)

并且当 u ∈ W k+l+2,∞(Ω), 1 6 l 6 k 时,

∥wq,i∥0,∞,τj . hk+2i∥u∥k+1+2i,∞,τj , ∥w̄u,i∥0,∞,τj . hk+2i+1∥u∥k+1+2i,∞,τj , (3.11)

∥wu,i∥0,∞,τj . hk+2i∥u∥k+2i,∞,τj , ∥w̄q,i∥0,∞,τj . hk+2i+1∥u∥k+2+2i,∞,τj . (3.12)

利用校正函数, 我们可得到如下的超逼近结果.

引理 3.2 [23] 令 u ∈ W k+l+3,∞(Ω), 1 6 l 6 k 是方程 (3.1) 的解, 则对流量 (3.4) 和 (3.5) 均有

|a1(u− ul
I , q − qlI ; v)|+ |a2(u− ul

I , q − qlI ;φ)| . hk+l+1∥u∥k+l+3,∞(∥v∥0,1 + ∥φ∥0,1), ∀ v, φ ∈ Vh.

此外, 若 (uh, qh) 是方程 (3.3) 的解且初值满足 uh(x, 0) = ul
I(x, 0), 那么,

∥ul
I − uh∥0 + ∥qlI − qh∥0 . (1 + t)hk+l+1∥u∥k+l+3,∞. (3.13)

3.3 超收敛

利用 (ul
I , q

l
I) 和数值解 (uh, qh) 的超逼近结果, 接下来研究 (uh, qh) 的超收敛性质. 同样地, 我们

将改进文献 [23] 中的超收敛结果, 把节点上的逐点误差收敛阶由原来的 h2k+ 1
2 提高到 h2k+1, 而区间

平均值误差收敛阶则从原来的 h2k 提高到 h2k+1.

定理 3.3 设 u ∈ W 2k+3,∞(Ω) 和 (uh, qh) 分别是方程 (3.1) 和 (3.3) 的解. 若初值 uh(·, 0) =

uk
I (x, 0), 则对周期和混合边界条件均有

∥u− uh∥c + ∥q − qh∥c . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞. (3.14)

证明 利用 P−
h 和 P+

h 的性质以及正交性质 (3.10) 可得, 当 k = 2r + 1 为奇数时,∫
τj

(u− uh) =

∫
τj

(uk
I − uh) +

∫
τj

wu,r+1;

当 k = 2r 为偶数时, ∫
τj

(u− uh) =

∫
τj

(uk
I − uh) +

∫
τj

w̄u,r.
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在 (3.13) 中取 l = k 并结合不等式 (3.11) 和 (3.12) 即可得

∥u− uh∥c . ∥uk
I − uh∥0 + h2k+1∥u∥2k+3,∞ . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+3,∞.

同理, 我们可证明相同的结果对 ∥q − qh∥c 也成立. 从而, 定理得证.

与守恒律方程相同, 在分析 (uh, qh) 的数值迹在节点的超收敛性质之前, 我们也需要估计 ∥(uk
I

−uh)t∥0. 为简单起见, 我们记

(eu, eq) = (u− uh, q − qh), (ξu, ξq) = (uk
I − uh, q

k
I − qh).

引理 3.4 设 u ∈ W 2k+5,∞(Ω) 和 (uh, qh) 分别是方程 (3.1) 和 (3.3) 的解. 若初值 uh(·, 0) =

uk
I (x, 0), 则对周期和混合边界条件均有

∥(uk
I − uh)t∥0 . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞. (3.15)

证明 对于三种不同的边界条件, 根据我们对边界数值流量的选择和校正函数的构造可得

(ûk
I − ûh)t(q̂ − q̂h)t |N+ 1

2
= (ûk

I − ûh)t(q̂ − q̂h)t | 1
2
.

从而, 在 (3.6) 或者 (3.7) 中取 (ε, η) = (ξut, ξqt) 并利用上述等式和正交性质

a1(eut, eqt; v) + a2(eut, eqt;φ) = 0, ∀ v, φ ∈ Vh,

我们可得

1

2

d

dt
(ξut, ξut) + (ξqt, ξqt) = a1(ξut, ξqt; ξut) + a2(ξut, ξqt; ξqt)

= −a1((u− uk
I )t, (q − qkI )t; ξut)− a2((u− uk

I )t, (q − qkI )t; ξqt).

由 (3.8) 和 (3.9) 可得, 当 k = 2r 为偶数时,

a1((u− uk
I )t, (q − qkI )t; ξut) = ((w̄u,r)tt, ξut), a2((u− uk

I )t, (q − qkI )t; ξqt) = ((w̄q,r)t, ξqt);

当 k = 2r + 1 为奇数时,

a1((u− uk
I )t, (q − qkI )t; ξut) = ((wu,r+1)tt, ξut), a2((u− uk

I )t, (q − qkI )t; ξqt) = ((wq,r+1)t, ξqt).

鉴于估计式 (3.11)、(3.12) 和 ut = −uxx, 对任意的 k > 1,

|a1((u− uk
I )t, (q − qkI )t; ξut) + a2((u− uk

I )t, (q − qkI )t; ξqt)| . h2k+1∥u∥2k+5,∞(∥ξut∥0 + ∥ξqt∥0),

从而,
d

dt
∥ξut∥20 + ∥ξqt∥20 . h2k+1∥u∥2k+5,∞(∥ξut∥0 + ∥ξqt∥0).

对上式运用 Cauchy-Schwarz 不等式可得

d

dt
∥ξut∥20 . h2k+1∥u∥2k+5,∞(∥ξut∥0 + h2k+1∥u∥2k+5,∞).

从而, 由 Gronwall 不等式可推导出

∥ξut∥0(t) . ∥ξut∥0(0) + th2k+1∥u∥2k+5,∞, ∀ t > 0.
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为了证明 (2.10), 接下来只需分析 ∥ξut∥0(0) 即可. 在 t = 0 时刻, 因为 ξu = 0, 从而, 由间断有限元格

式可得

0 = a2(eu, qu; v)(0) = a2(ξu, ξq; v)(0) + a2(u− uk
I , q − qkI ; v)(0)

= (ξq, v)(0) + a2(u− uk
I , q − qkI ; v)(0).

由 (3.8) 和 (3.9), 我们不难得到

ξq(x, 0) = −w̄q,r(x, 0), 若 k = 2r, ξq(x, 0) = −wq,r+1(x, 0), 若 k = 2r + 1.

从而, 由 (3.11) 和 (3.12) 可得

∥∂m
t ξq∥0,∞(0) . h2k+1∥∂m

t u∥2k+3,∞, m = 0, 1.

另一方面, 不妨设 ξut(x, 0) 在区间 τj , j ∈ ZN 上有如下表达式:

ξut(x, 0) = ξut(xj) + s(x)
x− xj

hj
, x ∈ τj .

若 ûh = u−
h , 则在方程 a2j (eut, eqt; v) = 0 取 v = s(x)

x−x
j− 1

2

hj
并按照定理 2.4 同样的证明方法可推出

∥s∥20,τj . hj |a2j ((u− uk
I )t, (q − qkI )t; v)(0) + (ξqt, v)j(0)| . h2k+2∥u∥2k+5,∞∥v∥0,1,τj , (3.16)

利用 ∥v∥0,1,τj . h
1
2 ∥s∥0,τj 和逆不等式, 我们可得

∥s∥0,τj . h2k+2+ 1
2 ∥u∥2k+5,∞, ∥s∥0,∞,τj . h

− 1
2

j ∥s∥0,τj . h2k+2∥u∥2k+5,∞.

在方程 a2j (eut, eqt; v) = 0 中取 v = 1 可得

ξ−ut |j+ 1
2
−ξ−ut |j− 1

2
= e−ut |j+ 1

2
−e−ut |j− 1

2
=

∫
τj

eqt =

∫
τj

(ξq + wk
q )t.

从而,

ξ−ut |j+ 1
2
= ξ−ut | 12 +

j∑
i=1

∫
τi

(ξq + wk
q )t.

在 t = 0 时刻把 ξut 的表达式代入上式可得

ξut(xj) = ξut(x1) +
1

2
s(x−

1
2

)− 1

2
s(x−

j+ 1
2

) +

j∑
i=1

∫
τi

(ξq + wk
q )t(0). (3.17)

同理, 在方程 a1(eu, eq; v) = 0 中取 v = 1,

N∑
j=1

∫
τj

(ξu + wk
u)t =

N∑
j=1

∫
τj

eut = e+q |N+ 1
2
−e+q | 1

2
.

在上式中取 t = 0 并把 ξut 的表达式代入可得

N∑
j=1

(
hjξut(xj) +

∫
τj

s(x)
x− xj

hj

)
= −

N∑
j=1

∫
τj

(wk
u)t(0) + ξq(x

+
N+ 1

2

, 0)− ξq(x
+
1
2

, 0).
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把 (3.17) 代入上式并利用 ∥s∥0,∞ 和 ∥∂m
t ξq∥0,∞(0), m = 0, 1 的估计式可得

|ξut(x1)| . ∥s∥0,∞ +

1∑
m=0

∥∂m
t ξq∥0,∞(0) +

∣∣∣∣ N∑
j=1

∫
τj

(wk
u)t(0)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ N∑
j=1

∫
τj

(wk
q )t(0)

∣∣∣∣
. h2k+1∥u∥2k+5,∞,

其中最后一步用到了估计式 (3.11)、(3.12) 和∫
τj

wvt =

∫
τj

(w̄v,r)t, 若 k = 2r,

∫
τj

wvt =

∫
τj

(wv,r+1)t, 若 k = 2r + 1, v = u, q.

从而, 对任意的 j ∈ ZN , 我们从 (3.17) 推导出

|ξut(xj)| . |ξut(x1)|+
j∑

i=1

∣∣∣∣ ∫
τi

(wk
q )t(0)

∣∣∣∣+ ∥ξqt∥0,∞(0) + ∥s∥0,∞ . h2k+1∥u∥2k+5,∞.

把 ξut(xj) 和 s(x) 的估计式联立起来即可得

∥ξut∥0(0) . ∥ξut∥0,∞(0) . h2k+1∥u∥2k+5,∞.

从而, 对任意的 t > 0,

∥ξut∥0 . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞,

即当流量取为 (3.4) 时, 不等式 (3.15) 成立. 若 ûh = u+
h , 即流量取 (3.5) 时, 在方程 a2j (eut, eqt; v) = 0

中取 v = s(x)
x−x

j+1
2

hj
并利用等式 (参见文献 [24])

∫
τj

s(x)
x− xj+ 1

2

hj

d

dx

(
s(x)

x− xj

hj

)
= − 1

4hj

∫
τj

s2(x)−
s2(xj− 1

2
)

4
,

我们同样可证得 (3.16). 按照与前面类似的证明方法, 我们可证明 (3.15) 在流量取 (3.5) 时仍成立. 从

而, 结论得证.

定理 3.5 设 u ∈ W 2k+5,∞(Ω) 和 (uh, qh) 分别是方程 (3.1) 和 (3.3) 的解. 若初始时刻 uh(·, 0) =
uk
I (x, 0), 则对周期和混合边界条件均有

|(u− ûh)(xj− 1
2
, t)|+ |(q − q̂h)(xj− 1

2
, t)| . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞, ∀ j ∈ ZN+1. (3.18)

证明 回顾间断有限元格式, 我们可得

ξ̂u |j+ 1
2
−ξ̂u |j− 1

2
= êu |j+ 1

2
−êu |j− 1

2
=

∫
τj

eq =

∫
τj

(ξq + wk
q ),

ξ̂q |j+ 1
2
−ξ̂q |j− 1

2
= êq |j+ 1

2
−êq |j− 1

2
=

∫
τj

eut =

∫
τj

(ξu + wk
u)t.

由 (3.10) 可得

ξ̂u |j+ 1
2
−ξ̂u | 1

2
=

j∑
i=1

∫
τi

(ξq + wq,r+1), ξ̂q |j+ 1
2
−ξ̂q | 1

2
=

j∑
i=1

∫
τi

(ξu + wu,r+1)t, 当 k = 2r + 1,
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ξ̂u |j+ 1
2
−ξ̂u | 1

2
=

j∑
i=1

∫
τi

(ξq + w̄q,r), ξ̂q |j+ 1
2
−ξ̂q | 1

2
=

j∑
i=1

∫
τi

(ξu + w̄u,r)t, 当 k = 2r.

当边界条件为 u(0, t) = g0(t), ux(2π, t) = g1(t), 流量取 (3.4) 时, 因为

êu | 1
2
= e−u | 1

2
= ξ−u | 1

2
= 0, êq |N+ 1

2
= e+q |N+ 1

2
= ξ+q |N+ 1

2
= 0,

所以, 从 (3.15)、(3.11) 和 (3.12), 我们可推导出

|(u− uh)(x
−
j− 1

2

, t)|+ |(q − qh)(x
+
j− 1

2

, t)| . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞, ∀ j ∈ ZN+1.

同样地, 当边界条件为 ux(0, t) = g0(t), u(2π, t) = g1(t), 流量取 (3.5) 时, 因为

êq | 1
2
= e−q | 1

2
= ξ−q | 1

2
= 0, êu |N+ 1

2
= e+u |N+ 1

2
= ξ+u |N+ 1

2
= 0,

从而, 对任意的 j ∈ ZN+1,

|(u− uh)(x
+
j− 1

2

, t)|+ |(q − qh)(x
−
j− 1

2

, t)| . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞.

接下来考虑周期边界条件. 在任意的区间 τj , j ∈ ZN 中, 不妨设

ξu(x, t) = ξu(xj , t) + su(x, t)
x− xj

hj
, ∀x ∈ τj .

按照引理 3.4 同样的证明方法, 我们不难得到

∥su∥20,τj . hj |(ξq, v)j + a2j (u− uk
I , q − qkI ; v)| . (h2k+2∥u∥2k+5,∞ + ∥ξq∥0)∥v∥0,τj ,

其中

v = su
x− xj− 1

2

hj
, 当 (ûh, q̂h) = (u−

h , q
+
h ), v = su

x− xj+ 1
2

hj
, 当 (ûh, q̂h) = (u+

h , q
−
h ).

从而, 由逆不等式和 (3.13) 可得

∥su∥0,∞,τj . h
− 1

2
j ∥su∥0,τj . (1 + t)h2k+ 3

2 ∥u∥2k+5,∞.

同理, 按照引理 3.4 类似的证明思路, 我们可证得对任意的 t > 0 均有

|ξu(xj , t)| . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞.

从而,

|êu(xj+ 1
2
, t)| = |ξ̂u(xj+ 1

2
, t)| . ∥ξu∥0,∞ . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞.

用同样的方法我们可证明

|êq(xj+ 1
2
, t)| . (1 + t)h2k+1∥u∥2k+5,∞.

所以, 无论是选择流量 (3.4) 还是 (3.5), (3.18) 对于周期边界条件都成立. 定理得证.

注 3.6 与守恒律方程相同, 为了证明数值解在节点上的逐点误差以 2k + 1 的速度超收敛, 我们

对解的正则性要求 W 2k+5,∞(Ω) 高于文献 [23] 所要求的正则性条件 W 2k+3,∞(Ω).
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Point-wise and cell average error estimates of the DG and LDG

methods for 1D hyperbolic and parabolic equations

CAO WaiXiang & ZHANG ZhiMin

Abstract In this paper, we study superconvergence properties of the discontinuous and local discontinuous

Galerkin methods for 1D hyperbolic conservation laws and parabolic equations. Specifically, when using upwind

fluxes (for hyperbolic conservation laws) and alternating fluxes (for parabolic equations), we prove for any poly-

nomial degree k, a (2k + 1)-th superconvergence rate for the error of cell average, as well as the point-wise error

estimates of the DG approximation at downwind points (hyperbolic) or the LDG approximation of numerical

traces at nodes (parabolic). These superconvergence results are completely consistent with the numerical results

provided in Cao et al. (2014), Cao and Zhang (2014) and Yang and Shu (2012), and improve the theoretical

results in Cao et al. (2014) and Cao and Zhang (2014), which is 1
2
order and one order higher than that in Cao

et al. (2014) and Cao and Zhang (2014) for the point-wise error estimates and cell average, respectively.
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