
论 文

中国科学 : 数学 2017年 第 47卷 第 1期 : 97∼ 108

SCIENTIA SINICA Mathematica

英文引用格式: Chen F, Yang X, Li Y. Almost automorphic solutions for stochastic differential equations with state-dependent

switching (in Chinese). Sci Sin Math, 2017, 47: 97–108, doi: 10.1360/N012016-00127

c⃝ 2016《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

依状态切换的随机微分方程的几乎自守解
献给张芷芬教授 90 华诞

陈锋, 杨雪, 李勇∗

东北师范大学数学与统计学院数学交叉科学中心, 长春 130024

E-mail: chenf101@nenu.edu.cn, yangxuemath@163.com, yongli@nenu.edu.cn

收稿日期: 2016-06-30; 接受日期: 2016-09-13; 网络出版日期: 2016-09-29; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11301541, 11201173, 11171132 和 11571065)、国家重点基础研究发展计划 (批准号: 2013CB834100)

和中央高校基本科研业务费 (批准号: 2412015KJ002) 资助项目

摘要 本文研究依状态切换的随机微分方程解的一种好的常返性: 几乎自守性. 当该类随机微分方程

的系数满足适当的条件时, 得到依分布几乎自守解的存在唯一性. 同时举例说明, 当随机微分方程的

系数是几乎自守时, 方程可以没有二阶矩意义下的几乎自守解.
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1 引言

在确定系统中, Birkhoff [1] 引入回复运动 (recurrent motion) 来描述动力系统的基本演化行为.

Bohr [2] 显式地构造了一类回复运动: 概周期运动. Bochner [3] 推广了概周期运动, 得到了一类更一般

的回复运动: 几乎自守运动. 许多学者研究了几乎自守函数和微分方程的几乎自守解, 如文献 [4–9].

在概率论中, 人们也关心随机过程类似的回复性质. Kolmogorov 在研究 Markov 链时首次引入了

常返性 (recurrence) 的概念. Harris [10] 研究了常返的 Markov 过程, 该随机过程被称为 Harris 常返的

Markov过程. Maruyama等 [11–13] 研究了时间连续的 Markov过程的常返性. 在此基础上,一个重要的

问题是, 当随机微分方程的系数具有概周期性或几乎自守性时, 其是否有解也具有随机概周期性或几

乎自守性. 许多学者研究了随机微分方程的概周期和伪概周期解, 参见文献 [14–18]. 现在有两种方式

来定义随机微分方程解的概周期行为: 二阶矩意义下的概周期解和依分布概周期解. 最近, Mellah 和

Raynaud de Fitte [17] 通过举出反例证明了当随机微分方程的系数是概周期时,方程没有二阶矩意义下

概周期解. 所以只能研究随机微分方程分布意义下解的概周期行为. 更进一步, 他们在文献 [16] 中得

到了随机微分方程的依分布概周期解. Liu 和 Wang [19] 利用 Favard 分离方法研究了随机微分方程依

分布的概周期解.

Bedouhene等 [20] 指出, Fu和 Liu [21] 于 2010年引入几乎自守过程以后,许多学者研究了随机微分

方程的几乎自守解, 但是只有很少的文献研究了依分布几乎自守解, 即文献 [22–24]. Fu和 Chen [22, 23]
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得到了随机微分方程的依分布几乎自守解. 更进一步, Liu 和 Sun [24] 得到了 Lévy 噪声驱动的随机微

分方程的依分布几乎自守解. Bedouhene等 [20] 引入了依分布伪几乎自守的概念,并得到了随机微分方

程的依分布伪几乎自守解.

Griego和 Hersh [25] 利用有限状态 Markov链来模拟许多现实模型受到随机因素的影响. Hersh [26]

综述了多时间尺度 Markov 链. Hamilton 和 Susmel [27] 建立了依状态切换的 ARCH (autoregressive

conditional heteroskedasticity) 模型. 该类模型是一个具有有限多个状态的随机微分系统, 其中不同状

态之间的切换是由一个与系统状态相关的 Markov 链控制的, 它是金融数学中的一个基本模型, 可以

用来模拟经济形势对有价证券价格的影响, 也可以模拟种群动力学和智能交通控制系统等实际问题.

Yin 和 Zhu [28, 29] 研究了依状态切换的随机微分方程的存在唯一性和稳定性. Bao 等 [30,31] 研究了依

状态切换随机偏微分方程解的动力学行为. 本文将研究该类随机切换系统依分布的几乎自守性. 由于

该类随机微分方程的系数中含有连续时间 Markov 链, 使得这类随机微分方程的结构变得复杂, 因此,

证明几乎自守解的存在唯一性具有一定的复杂性.

本文的第 2 节将介绍随机几乎自守过程的定义; 第 3 节将给出本文的主要结果, 得到依状态切换

的随机微分方程依分布的几乎自守解. 我们也举例说明, 当随机微分方程的系数是几乎自守时, 方程

可以没有二阶矩意义下的几乎自守解. 因此, 研究依分布几乎自守解是恰当合理的.

2 预备知识

设 H 是一个实可分的 Hilbert 空间, 并且记 (Ω,F , (Ft)t>0, P ) 为概率空间, L2(P,H) 表示所有 H-

值使得 E∥x∥2 =
∫
Ω
∥x∥2dP < ∞ 的随机变量. 设 (U, ∥ · ∥U ) 为可分的 Hilbert 空间, L(U,H) 表示从 U

到 H 所有有界线性算子的空间.

定义 1 随机过程 x(t) : R → L2(P,H) 是 L2- 连续的, 如果对于所有的 s ∈ R,

lim
t→s

E∥x(t)− x(s)∥2 = 0.

如果 supt∈R E∥x(t)∥2 < ∞, 则该随机过程 L2- 有界.

定义 2 L2- 连续随机过程 x(t) : R → L2(P,H) 是二阶矩意义下几乎自守的, 如果对于序列

{s′n} ⊂ R, 存在一个子列 {sn} ⊂ {s′n} 和一个随机过程 y(t) : R → L2(P,H) 使得

lim
n→∞

E∥x(t+ sn)− y(t)∥2 = 0, lim
n→∞

E∥y(t− sn)− x(t)∥2 = 0

对于所有的 t ∈ R 都成立.

接下来将介绍依分布几乎自守过程的概念. 令 (X, d) 是可分完备的度量空间, Pr(X) 是 X 上的
Borel概率测度集. 记 C(R,X)为从 R到 X的所有连续函数类, Cb(X)表示范数为 ∥h∥∞ := supx∈X |h(x)|
< ∞ 的所有连续函数 h : X → R 的集合.

对于 h ∈ Cb(X), µ, ν ∈ Pr(C(R,X)), 我们定义

∥h∥L = sup

{
|h(x)− h(y)|

d(x, y)
;x, y ∈ X, x ̸= y

}
,

∥h∥BL = max{∥h∥∞, ∥h∥L},

dBL(µ, ν) = sup
∥h∥BL61

∣∣∣∣ ∫
X
hd(µ− ν)

∣∣∣∣.
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dBL 是 Pr(X) 上的完备度量空间, 它生成一个弱拓扑 [18]. 对于随机变量 x : (Ω,F , P ) → X, 记
µx := P ◦ x−1 为其分布, E(x) 为其期望, 其中 P ◦ x−1(Λ) = P (ω : x(ω) ∈ Λ), Λ ⊂ X 是一个可测集合.

定义 3 一个 H- 值的随机过程 x 称为依分布几乎自守的, 如果

t → µt := µ(x(t)) : R → P (R,H)

是几乎自守的, 其中 µ(x(t)) := P ◦ [x(t)]−1 为在 P 下的分布.

等价地, 如果对于每个序列 {s′n} ⊂ R, 存在一个子序列 {sn} ⊂ {s′n} 使得

lim
m→∞

lim
n→∞

dBL(P ◦ [x(t+ sn − sm)]−1, P ◦ [x(t)]−1) = 0,

则称 x(t) 是依分布几乎自守的.

注 1 [20, 24] 由于对于一个随机变量的 L2- 收敛可以推导出依分布收敛, 因此, 二阶矩意义下的

几乎自守的随机过程是依分布意义下的几乎自守过程; 反之则不然.

3 依状态切换的随机微分方程的几乎自守解

考虑依状态切换的随机微分方程

dx(t) = Ax(t)dt+ f(t, x(t), α(t))dt+ γ(t, x(t), α(t))dW (t), (3.1)

其中 A 是 C0- 半群 (T (t)t>0) 的无穷小生成元, 使得对于所有的 t > 0,

∥T (t)∥ 6 Ke−ωt, (3.2)

且 K > 0, ω > 0, α(t)是具有有限状态空间 S := {1, . . . ,m0}的连续时间 Markov链; f : R×H×S → H
和 γ : R×H× S → L(U,H) 是随机过程, 并且 W (t) 是 U - 值 Brown 运动.

定义 4 Ft- 可测随机过程 {x(t)}t∈R 称为 (3.1) 的温和解, 如果随机积分方程

x(t) = T (t− a)x(a) +

∫ t

a

T (t− s)f(s, x(s), α(s))ds+

∫ t

a

T (t− s)γ(s, x(s), α(s))dW (s) (3.3)

对于任意的 t > a 和每一个 a ∈ R 都成立.

定理 1 假设对每一个 x ∈ L2(P,H), f 和 γ 是关于 t ∈ R 的几乎自守函数. 假设 f 和 γ 满足

Lipschitz 条件, 即存在与 t 无关的常数 L 和 L′, 对于所有的 x, y ∈ L2(P,H) 和 t ∈ R, i ∈ S,

E∥f(t, x, i)− f(t, y, i)∥2 6 LE∥x− y∥2,

E∥γ(t, x, i)− γ(t, y, i)∥2 6 L′E∥x− y∥2,

则方程 (3.1) 存在唯一的 L2- 有界解, 只要

4K2L

ω2
+

2K2L′

ω
< 1. (3.4)

进一步, 该唯一的 L2- 有界解是依分布几乎自守的, 只要

6K2L

ω2
+

6K2L′

ω
< 1. (3.5)
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我们需要下述引理来证明定理 1 (参见文献 [16, 引理 3.3]).

引理 1 (Gronwall 引理的变体) 设 g : R → R 是一个连续的函数, 使得对每一个 t ∈ R, 有

0 6 g(t) 6 α(t) + β1

∫ t

−∞
e−δ1(t−s)g(s)ds+ · · ·+ βn

∫ t

−∞
e−δn(t−s)g(s)ds, (3.6)

其中 α : R → R 为局部可积的函数, β1, . . . , βn > 0 和 δ1, . . . , δn > β 为常数, 并且 β :=
∑n

i=1 βi. 假

设不等式 (3.6) 的右端的积分是收敛的. 令 δ = min16i6n δi, 则对使得
∫ 0

−∞ eγsα(s)ds 收敛的每一个

γ ∈ (0, δ − β), 我们有

g(t) 6 α(t) + β

∫ t

−∞
e−γ(t−s)α(s)ds, t ∈ R.

特别地, 如果 α(t) 是常数, 那么有

g(t) 6 α
δ

δ − β
.

定理 1 的证明 考虑随机过程

x(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s, x(s), α(s))ds+

∫ t

−∞
T (t− s)γ(s, x(s), α(s))dW (s), (3.7)

它满足方程 (3.1), 则随机过程 (3.7) 是方程 (3.1) 的温和解.

第 1 步 L2- 有界解是 L2- 连续的. 利用 Liu 和 Sun 在文献 [24] 中的方法来证明本部分的结果.

设 x(t) 是方程 (3.1) 的一个 L2- 有界解, 并且满足方程 (3.7). 对于 t > t0, 根据 Cauchy-Schwarz 不等

式和 Itô 等距公式, 有

E∥x(t)− x(t0)∥2 6 3E∥T (t− t0)x(t0)− x(t0)∥2 + 3E

∥∥∥∥∫ t

t0

T (t− s)f(s, x(s), α(s))ds

∥∥∥∥2
+ 3E

∥∥∥∥∫ t

t0

T (t− s)γ(s, x(s), α(s))dW (s)

∥∥∥∥2
6 3E∥T (t− t0)x(t0)− x(t0)∥2 + 3M2e2κ(t−t0)

∫ t

t0

ds ·
∫ t

t0

E∥f(s, x(s), α(s))∥2ds

+ 3M2e2κ(t−t0)

∫ t

t0

E∥γ(s, x(s), α(s))∥2ds,

其中 M,κ > 0 是常数. 由于 T (·) 是一个 C0- 半群, 则对于任意的 x ∈ H, 当 t → t±0 时,

∥T (t− t0)x− x∥ → 0.

由于 ∥T (t − t0) − Id∥2E∥x(t0)∥2 < ∞, 其中 Id 是恒等映射, 并且利用 Lebesgue 控制收敛定理, 当

t → t±0 时, E∥T (t− t0)x(t0)− x(t0)∥2 → 0. 由于 f 和 γ 关于 x 和 α 满足 Lipschitz 条件, 关于 s 是二

阶矩几乎自守的, 并且 x(·) 是 L2- 有界的, 因此有

sup
s∈R

E∥f(s, x(s), α(s))∥2 < ∞

和

sup
s∈R

E∥γ(s, x(s), α(s))∥2 < ∞.
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从而, 当 t → t±0 时,

E∥x(t)− x(t0)∥2 → 0.

于是, x(t) 是 L2- 连续的.

第 2 步 L2- 有界解的存在唯一性. Cb(R,L2(P,H)) 记为所有 L2- 连续一致有界随机过程构成的

Banach空间, 其范数为 ∥X∥2∞ = supt∈R E∥X(t)∥2.对于所有的 x(t) ∈ Cb(R,L2(P,H)), 定义 Banach空

间 Cb(R,L2(P,H)) 上的算子 S:

(Sx)(t) =
∫ t

−∞
T (t− s)f(s, x(s), α(s))ds+

∫ t

−∞
T (t− s)γ(s, x(s), α(s))dW (s).

显然, Sx(·) 是 L2- 连续的随机过程. 我们将证明 S(x) 是 Cb(R,L2(P,H)) 上的一个压缩映射. 对

于 x(t), y(t) ∈ Cb(R,L2(P,H)) 和每一个 t ∈ R, 有

E∥(Sx)(t)− (Sy)(t)∥2 = E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s, x(s), α(s))− f(s, y(s), α̃(s))]ds

+

∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s, x(s), α(s))− γ(s, y(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
6 2E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s, x(s), α(s))− f(s, y(s), α̃(s))]ds

∥∥∥∥2
+ 2E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s, x(s), α(s))− γ(s, y(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
=: 2I1 + 2I2. (3.8)

利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 T (t) 的指数耗散性, 可得

I1 6 2E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s, x(s), α(s))− f(s, y(s), α(s))]ds

∥∥∥∥2
+ 2E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s, y(s), α(s))− f(s, y(s), α̃(s))]ds

∥∥∥∥2
6 2K2

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)ds

)(∫ t

−∞
e−ω(t−s)E∥f(s, x(s), α(s))− f(s, y(s), α(s))∥2ds

)
+ I12

6 2K2L

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)ds

)2

sup
t∈R

E∥x(t)− y(t)∥2 + I12

6 2K2L

ω2
sup
t∈R

E∥x(t)− y(t)∥2 + I12. (3.9)

由于 f 中含有连续时间 Markov链,使得 I12 的估计变得复杂,下面将给出 I12 的估计.利用 Hölder不

等式, 可得

I12 6 2

∫ t

−∞
T (t− s)dsE

∫ t

−∞
T (t− s)∥f(s, y(s), α(s))− f(s, y(s), α̃(s))∥2ds

6 2K2

ω
C

0∑
k=−∞

E

(∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(s), α(s))− f(s, y(tk), α(s))∥2ds

+

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(tk), α(s))− f(s, y(tk), α̃(s))∥2ds
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+

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(tk), α̃(s))− f(s, y(s), α̃(s))∥2ds
)

=:
2K2

ω
C

0∑
k=−∞

[I121 + I122 + I123], (3.10)

其中 t−∞ = −∞ 6 · · · 6 tk 6 tk+1 6 t0 = t, 并且 tk+1 − tk = η, 即我们考虑区间 (−∞, t] 上的均匀分

割. 利用 Lipschitz 条件和文献 [28, 估计式 (3.7)], 我们有

I121 6 L

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)E∥y(s)− y(tk)∥2ds

6 L

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)(s− tk)ds

6 L

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s) · ηds. (3.11)

同样地, 我们有

I123 6 C

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s) · ηds. (3.12)

我们将仔细计算 I122 (参见文献 [28, 第 2419–2422 页]):

I122 6CE

(∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(tk), α(s))− f(s, y(tk), α(tk))∥2ds

+

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(tk), α(tk))− f(s, y(tk), α̃(s))∥2ds
)

=:C(Ĩ1 + Ĩ2). (3.13)

我们估计 Ĩ1:

Ĩ1 = E
∑
i∈S

∑
j ̸=i

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(tk), j)− f(s, y(tk), i)∥21{α(s)=j}1{α(tk)=i}ds

6 LE
∑
i∈S

∑
j ̸=i

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)[1 + |y(tk)|2]1{α(tk)=i}E[1{α(s)=j} | y(tk), α(tk) = i]ds

6 LE
∑
i∈S

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)[1 + |y(tk)|2]1{α(tk)=i}

[∑
j ̸=i

qij(y(tk))(s− tk) + o(s− tk)

]
ds

6 L

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)O(η)ds, (3.14)

其中 qij(y) 是依状态切换过程的生成元, 满足 q- 性质 (参见文献 [32]).

由下述估计 (参见文献 [28, 第 2420–2422 页]):

E[1α̃(s)=j | α̃(tk) = i1, α(tk) = i, x(tk), y(tk)]

=
∑
l∈S

E[1α̃(s)=j ,1α=l | α̃(tk) = i1, α(tk) = i, x(tk), y(tk)]

=
∑
l∈S

q(i1, i)(j, l)(s− tk) + o(s− tk) = O(η),
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我们有

Ĩ2 = E
∑
i∈S

∑
j ̸=i

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)∥f(s, y(tk), j)− f(s, y(tk), i)∥2[1{α̃(s)=j}1{α(tk)=i}ds

6 LE
∑
i∈S

∑
j ̸=i

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)[1 + |y(tk)|2]1{α(tk)=i}1{α̃(tk)=i1}

× E[1α̃(s)=j | α̃(tk) = i1, α(tk) = i, x(tk), y(tk)]ds

6 L

∫ tk+1

tk

e−ω(t−s)O(η)ds. (3.15)

由 (3.10)–(3.15), 如果 η → 0, 则

I12 6 C

∫ t

−∞
e−ω(t−s)ηds =

Cη

ω
→ 0. (3.16)

利用 (3.9) 和 (3.16), 我们得到

I1 6 2K2L

ω2
sup
t∈R

E∥x(t)− y(t)∥2. (3.17)

由 (3.2), 有

I2 = E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s, x(s), α(s))− γ(s, y(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
6 K2E

∫ t

−∞
e−2ω(t−s)∥γ(s, x(s), α(s))− γ(s, y(s), α̃(s))∥2ds.

类似于 I1 的计算, 可得

I2 6 K2L

ω
sup
t∈R

E∥x(t)− y(t)∥2, (3.18)

则对每一个 t ∈ R, 我们有

E∥(Sx)(t)− (Sy)(t)∥2 6
(
4K2L

ω2
+

2K2L

ω

)
sup
t∈R

E∥x(t)− y(t)∥2. (3.19)

由于 4K2L
ω2 + 2K2L

ω < 1, S 是 Cb(R,L2(P,H))上的一个压缩映射. 因此, S 有唯一的不动点 x∗(t, ω),

即方程 (3.7) 存在唯一有界的温和解.

第 3 步 L2- 有界解的几乎自守性. 令 {s′n} 是任意的实数系列. 由于 f 和 γ 是二阶矩意义下几

乎自守的, 则存在 {s′n} 的一个子列 {sn} 及函数 f̃ 和 γ̃, 使得对每一个 t ∈ R, x ∈ L2(P,H) 和 i ∈ S,
下述关系式成立:

lim
n→∞

E∥f(t+ sn, x, i)− f̃(t, x, i)∥2 = 0,

lim
n→∞

E∥f(t− sn, x, i)− f̃(t, x, i)∥2 = 0,

lim
n→∞

E∥γ(t+ sn, x, i)− γ̃(t, x, i)∥2 = 0,

lim
n→∞

E∥γ(t− sn, x, i)− γ̃(t, x, i)∥2 = 0.
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令 x̃(·) 满足积分方程

x̃(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f̃(s, x̃(s), α̃(s))ds+

∫ t

−∞
T (t− s)γ̃(s, x̃(s), α̃(s))dW (s).

利用变量替换 σ − sn = s, 随机过程

x(t+ sn) =

∫ t+sn

−∞
T (t+ sn − s)f(s, x(s), α(s))ds+

∫ t+sn

−∞
T (t+ sn − s)γ(s, x(s), α(s))dW (s)

变化为

x(t+ sn) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s+ sn, x(s+ sn), α(s+ sn))ds

+

∫ t

−∞
T (t− s)γ(s+ sn, x(s+ sn), α(s+ sn))dW̃n(s),

其中 W̃n(s) = W (s+ sn)−W (sn) 是与 W (s) 具有相同分布的 Brown 运动.

类似于文献 [16] 中的方法, 考虑随机过程 xn 满足积分方程

xn(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s+ sn, xn(s), α(s))ds+

∫ t

−∞
T (t− s)γ(s+ sn, xn(s), α(s))dW (s).

注意到对每一个 t ∈ R, x(t+ sn) 和 xn(t) 具有相同的分布.

我们将证明对每一个固定的 t ∈ R, xn(t) 二阶矩意义下收敛到 x̃(t). 我们有

E∥xn(t)− x̃(t)∥2 6 2E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s+ sn, xn(s), α(s))− f̃(s, x̃(s), α̃(s))]ds

∥∥∥∥2
+ 2E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s+ sn, xn(s), α(s))− γ̃(s, x̃(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
6 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s+ sn, xn(s), α(s))− f(s+ sn, x̃(s), α(s))]ds

∥∥∥∥2
+ 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s+ sn, x̃(s), α(s))− f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))]ds

∥∥∥∥2
+ 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− f̃(s, x̃(s), α̃(s))]ds

∥∥∥∥2
+ 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s+ sn, xn(s), α(s))− γ(s+ sn, x̃(s), α(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
+ 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s+ sn, x̃(s), α(s))− γ(s+ sn, x̃(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
+ 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s, x̃(s+ sn), α̃(s))− γ̃(s, x̃(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
=

6∑
i=1

Īi.

利用 Cauchy-Schwarz 不等式,

Ī1 = 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s+ sn, xn(s), α(s))− f(s+ sn, x̃(s), α(s))]ds

∥∥∥∥2
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6 6K2E

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)∥f(s+ sn, xn(s), α(s))− f(s+ sn, x̃(s), α(s))∥ds

)2

6 6K2

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)ds

)
E

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)∥f(s+ sn, xn(s), α(s))− f(s+ sn, x̃(s), α(s))∥2ds

)
6 6K2L

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)ds

)∫ t

−∞
e−ω(t−s)E∥xn(s)− x̃(s)∥2ds

6 6K2L

ω

∫ t

−∞
e−ω(t−s)E∥xn(s)− x̃(s)∥2ds,

则

Ī3 = 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− f̃(s, x̃(s), α̃(s))]ds

∥∥∥∥2
6 6K2E

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)∥f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− f̃(s, x̃(s), α̃(s))∥ds

)2

6 6K2

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)ds

)
E

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)∥f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− f̃(s, x̃(s), α̃(s))∥2ds

)
6 6K2

(∫ t

−∞
e−ω(t−s)ds

)2

sup
s∈R

∥f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− f̃(s, x̃(s), α̃(s))∥2

6 6K2

ω2
sup
s∈R

∥f(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− f(s, x̃(s), α̃(s))∥2.

由于 f 关于 t 是几乎自守函数, 并且 E∥x̃(t)∥2 < ∞, 则当 n → ∞ 时, Ī3 → 0.

利用与 (3.16) 相同的计算, 我们有

Ī2 → 0.

同理,

Ī4 = 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s+ sn, xn(s), α(s))− γ(s+ sn, x̃(s), α(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
6 6K2L′

∫ t

−∞
e−2ω(t−s)E∥xn(s)− x̃(s)∥2ds,

并且

Ī6 = 6E

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[γ(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− γ̃(s, x̃(s), α̃(s))]dW (s)

∥∥∥∥2
6 3K2

ω
sup
s∈R

∥γ(s+ sn, x̃(s), α̃(s))− γ̃(s, x̃(s), α̃(s))∥2ds.

与 Ī2 和 Ī3 的估计类似, 当 n → ∞ 时, 可以得到 Ī5 → 0, Ī6 → 0. 因此有

E∥xn(t)− x̃(t)∥2 6αn +
6K2L

ω

∫ t

−∞
e−ω(t−s)E∥xn(s)− x̃(s)∥2ds

+ 6K2L′
∫ t

−∞
e−2ω(t−s)E∥xn(s)− x̃(s)∥2ds,

其中 αn 是数列且 limn→∞ αn = 0. 由引理 1 和 6K2L
ω2 + 6K2L′

ω < 1, 则有下述结论: 对每一个 t ∈ R,

E∥xn(t)− x̃(t)∥2 → 0, n → ∞.
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由于 x(t+ sn)和 xn(t)有相同的分布,则对每一个 t ∈ R,当 n → ∞时, x(t+ sn)
d−→ x̃(t),其中

d−→
表示为依分布收敛. 类似地, 对每一个 t ∈ R, 当 n → ∞ 时, x̃(t− sn)

d−→ x(t). 证毕.

文献 [17] 给出了系数是概周期的随机微分方程存在二阶矩意义下概周期解的几个反例. 因此随

机微分方程不能研究二阶矩意义下的几乎自守解. 所以只能研究随机微分方程依分布的几乎自守解.

我们将给出简单的例子来阐明这个事实.

考虑方程

dx(t) = −αx(t)dt+ βdW (t), (3.20)

其中 W (t) 为标准 Brown 运动, 则方程 (3.20) 的唯一 L2- 有界解满足下述积分方程:

x(t) =

∫ t

−∞
e−α(t−s)βdW (s).

如果方程 (3.20) 存在一个二阶矩意义下的几乎自守解, 则对于每个序列 {s′n} ⊂ R, 存在一个子序
列 {sn} ⊂ {s′n} 使得

lim
m→∞

lim
n→∞

E∥x(t+ sn − sm)− x(t)∥2 = 0.

然而,

E

∥∥∥∥∫ t+sn−sm

−∞
e−α(t+sn−sm−s)βdW (s)−

∫ t

−∞
e−α(t−s)βdW (s)

∥∥∥∥2
= E

∥∥∥∥(e−α(sn−sm) − 1)

∫ t

−∞
e−α(t−s)βdW (s) +

∫ t+sn−sm

t

e−α(t+sn−sm−s)βdW (s)

∥∥∥∥2
=

β2

α
(1− e−α(sn−sm)) 9 0,

这说明 (3.20) 没有二阶矩意义下的几乎自守解. 注意到

x(t+ sn − sm) =

∫ t+sn−sm

−∞
e−α(t+sn−sm−s)βdW (s) =

∫ t

−∞
e−α(t−s)βdŴ (s)

与 x(t) =
∫ t

−∞ e−α(t−s)βdW (s) 有相同的分布, 其中

Ŵ (s) = W (s+ sn − sm)−W (sn − sm),

则方程 (3.20) 有唯一的依分布几乎自守解.
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Almost automorphic solutions for stochastic differential equa-

tions with state-dependent switching

CHEN Feng, YANG Xue & LI Yong

Abstract This paper concerns a kind of reccurence: Almost automorphy for stochastic differential equations

with state-dependent switching. The existence and uniqueness of almost automorphic solutions in distribution

are established provided the coefficients satisfy some suitable conditions. We also give an example to illustrate

that a stochastic differential equation with almost automorphic coefficients might have no square-mean almost

automorphic solution.

Keywords stochastic differential equations, state-dependent switching, distribution, almost automorphic

solutions
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