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摘要 文中提出了一个通过多项式预测模型来描述待辨识系统冲击响应系数的最优自适应滤波算

法. 该算法首先利用具有时不变参数的多项式预测模型, 来描述系统冲击响应的时变/时不变系数.

当视描述的模型为其待辨识系统冲击响应时变/时不变系数进化的状态方程, 而待辨识系统的输入

和输出联系视为对这些状态的观测方程时, 自适应滤波问题可以在 Kalman 滤波的框架下得以解决.

由于在 Gauss白噪声环境中以及状态方程准确的情况下, Kalman滤波是最大似然、最大后验和最小

均方等统计意义下的最优滤波, 因此当待辨识的系统冲击响应系数可以由多项式模型建模时, 文中

模型和相应算法也是这些统计意义下的最优自适应滤波. 在分析的结果验证上述结论的同时, 仿真

的结果也表明: 文中提出的自适应滤波算法的性能优于已知的自适应滤波算法.

关键词 自适应滤波 多项式预测模型 冲击响应系数 状态方程 Kalman滤波 最优

1 引言

自适应信号处理,在噪声和回声的抵消、谱线的增强、信道的均衡、系统的辨识和延迟时间的估计

等应用中起着非常重要的作用 [1−4]. 在过去几十年中,针对这些应用,人们已经提出了许多不同的自适

应滤波算法. 这些方法包括最小均方 (LMS, least mean squares) 以及迭代最小二乘法 (RLS, recursive

least squares)[1−6] 等自适应滤波法. 在这些算法中, LMS 算法是一种经典的自适应滤波算法, 其最优

性和稳定性在文献 [7, 8]中得到了充分的讨论.由此基础上发展的归一化最小均方 (NLMS, normalized

least-mean-square) 的自适应滤波算法, 由于其具有较好的鲁棒性和易于使用, 而成为最常用的自适应

滤波算法 [1]. 这个算法的关键在于其步长参数的选取, 这是因为它的选取能折中算法的收敛性和跟踪

性能. 因此如何选取好而可靠的步长就成为该自适应滤波算法的研究热点 [9−13]. 近年来, 针对不同的

步长选取策略,人们提出了许多具有不同形式的 NLMS自适应滤波方法. 这些方法多以变步长为其特

点 [14−16]. 通过分析不难发现: 虽然这些算法有不依赖于待辨识的系统冲击响应系数的先验信息的优

点,但是这些算法的步长的获取都依赖于先验误差信号的模型和对系统观测噪声方差的估计.然而,由

于没有考虑待辨识的系统冲击响应系数的先验信息,所以通常对先验误差信号模型的估计是有一定误

差的. 同时,系统噪声的方差的估计通常也很难达到十分准确. 由于这两点, NLMS类的算法的性能都

会受到了一定程度的影响.此外,同样可以发现,传统或经典的自适应滤波算法都是通过待辨识系统输
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入输出之间的联系, 试图在诸如最小均方或最小二乘等统计意义下, 获取自适应滤波的算法 [2]. 虽然,

在最大似然和最大后验等统计意义下的自适应滤波算法在文献中也有相关的研究报道 [17,18], 但是由

于其算法过于复杂而未成为应用中的主流.

本文通过利用多项式预测模型来对待辨识系统冲击响应的时变/时不变系数进行建模. 并将建立

的模型视为其系数进化的状态方程, 而将待辨识系统的输入输出之间的联系视为其状态的观测方程.

那么, 自适应滤波问题就可以在 Kalman 滤波的框架下得以解决. 由于在 Gauss 白噪声环境中以及状

态方程准确的情况下, Kalman滤波是最大似然、最大后验和最小均方等统计意义下的最优滤波 [19−21],

因此本文的模型和相应的算法在 Gauss白噪声环境中和模型准确的情况下,可以称之为上述全部统计

意义下的最优自适应滤波算法. 在分析的结果验证上述结论的同时, 在仿真的结果中, 本文提出的自

适应滤波算法的表现也优于对比的自适应滤波算法. 本文中采用的对比算法为 NPVSS-NLMS 算法.

该对比算法在文献中称其性能优于其他的传统算法 [16].

本文的第 2 节给出了滤波器冲击响应系数的多项式预测模型; 第 3 节以一阶多项式预测模型为

例,对该预测模型进行了状态空间描述并给出了相应的迭代最优自适应滤波算法以及算法的性能分析;

第 4 节给出了相关的仿真和分析结果. 最后给出了结论.

2 系统冲击响应系数的多项式预测模型

Weierstrass 逼近定理 [22] 告诉我们: 如果 g(x) 是定义在区间 [a, b] 上的连续实函数, 对任意小的

正数 ε > 0, 存在区间 [a, b] 上的多项式 p(x), 对任意的 x ∈[a, b], 满足 |g(x)− p(x)| < ε. 也就是说, 任

一有界闭区间的的连续函数都可以由该区间内的多项式以任意精度一致逼近.这意味着对任意连续信

号, 可以将该函数的定义域分割成若干小区间, 如果每个小区间可以充分小, 那么就可以由一个低阶

多项式近似到任意精度 [23].

假设待辨识的系统冲击响应系数是时变的, 据 Weierstrass逼近定理, 我们知道如果该系统冲击响

应中任意一个系数,其关于时间的函数的定义域可以分割成若干连续的小区间,并在其每一小区间内是

可以用多项式以任意精度一致逼近.这样,假设在时刻 n,一个长度为M 的待辨识系统冲击响应系数的

向量是: h(n) = [h(n), h1(n), . . . , hM−1(n)]T. 该系统冲击响应的任意一个系数 hi(n)(i = 0, 1, . . . , M−1)

在某一时间区间内可以由如下 L 阶多项式描述:

hi(n) =
L∑

l=0

p(l)nl, (1)

其中, p(l) (l = 0, . . . , L) 为多项式第 l 次幂的系数, L 是该多项式的最高阶.

如果我们希望用 hi(n) 的前 K 个时刻的值 hi(n−K + 1), . . . , hi(n) 来预测 hi(n) 的第 N 个将来

值 hi(n + N), 即

hi(n + N) =
K−1∑

k=0

f(k)hi(n− k), (2)

f(k) (k = 0, . . . , K − 1) 是用来预测的系数. 显然, (2) 式是以 f(k) (k = 0, . . . , K − 1) 为系数的一个

FIR 滤波器. 将 (1) 式代入 (2) 式, 有

L∑

l=0

p(l)[n + N ]l =
K−1∑

k=0

f(k)
L∑

l=0

p(l)[n− k]l. (3)
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由于 (1) 式中不同次幂的系数 p(l) 是独立的, 所以可以将 (3) 式中各个 p(l) 联立为 L+1 个等式, 有

p(0)[n + N ]0 =
K−1∑

k=0

f(k)p(0)[n− k]0,

p(1)[n + N ]1 =
K−1∑

k=0

f(k)p(1)[n− k]1,

· · ·

p(L)[n + N ]L =
K−1∑

k=0

f(k)p(L)[n− k]L.

(4)

消去等式两边的 p(l)(l = 0, . . . , L), 可得等式组:

K−1∑

k=0

k0f(k) = (−N)0,

K−1∑

k=0

k1f(k) = (−N)1,

· · ·
K−1∑

k=0

kLf(k) = (−N)L.

(5)

(5) 式称为多项式预测滤波器系数 f(k) 的约束条件. 但由于通常 L < K, 该方程是欠定的, 所以仅通

过 (5) 式无法唯一确定 f(k), 还需要其他的约束条件.

正如前面所分析的, (2) 式是以 f(k) (k = 0, . . . , K − 1) 为系数的一个 FIR 滤波器. 那么 hi(n) 可

以理解为通过该滤波器的信号.在算法收敛之前, 待辨识的系统冲击响应系数 hi(n)是不准确的, 那么

我们可以把 hi(n) 理解为混有噪声的信号. 当然, 这里的噪声假定为 Gauss 白噪声. 那么我们就希望

其噪声通过该滤波器的增益最小. 为了使噪声通过该预测滤波器的增益最小, 我们有 [24]

NG =
1
π

∫ π

0

|F (ejω)|2dω. (6)

(6) 式中, F (·) 为滤波器的传递函数. 对于 (2) 式描述的 FIR 滤波器, (6) 式可改写为 [24]

NG =
K−1∑

k=0

|f(k)|2. (7)

利用 Lagrange数乘法, 当 N=1, L=1和 N=1, L=2时, 在 (5)式的约束下使得 (7)式最小的最优

解是 [25]

f(k) =
4K − 6k − 4
K(K − 1)

(N = 1, L = 1), (8)

f(k) =
9K2 + (−27− 36k)K + 30k2 + 42k + 18

K3 − 3K2 + 2K
(N = 1, L = 2), (9)

其中, k = 0, 1, . . . , K−1. N=1表明该多项式预测模型对系统冲击响应的每一个系数 hi(n)的预测为一

步超前预测. L=1 和 L=2 分别表示采用的多项式的阶数分别为一阶和二阶. 多项式的阶数可以根据
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实际需要进行选取. 当 N 和 L 为其他值时, 请详见文献 [25] 的计算方法及计算结果. 这里, K 表示用

来进行一步超前预测的系数 hi(n+1)的个数. 通过 (8)和 (9)式可以看出, K 的取值要求为 K > L+1.

在这个要求下, K 的选取是可以根据具体需要自由选取的. 在本文中, 为了算法的实时性和降低算法

的复杂度, K 取 L+1. 例如, 当我们选取一阶多项式预测模型进行一步超前预测时, K=2.

(1)–(9) 式的推导告诉我们, 当 f(k) (k = 0, . . . , K − 1) 由 (8) 或 (9) 式给出时, 一个遵循 (1) 式这

样的多项式规律变化的时变系统冲击响应系数,其变化规律可由一个时不变 FIR预测滤波器 (2)式在

数学上严格等效地来建模. 同时, (8)和 (9)式也表明, (2)式的预测滤波器系数 f(k) (k = 0, . . . , K− 1)

是时不变的且只与 N , K, L 有关. 当 N , K, L 确定时, 预测滤波器系数 f(k) (k = 0, . . . , K − 1) 的长

度和数值大小也唯一确定.

3 多项式预测模型的状态空间描述及其最优的自适应滤波算法

第 2 节的分析表明: 对一个任意连续时变的系统冲击响应系数, 其中任意一个系数都可以用多项

式预测滤波器对其建模. 如果系统系数是不变或缓慢变化的, 或者其在连续的区间中是不变或缓慢变

化的,那么一阶多项式可以足够精确描述或充分逼近每一小区间内不变或缓慢变化的每一个冲击响应

系数. 为了描述简单, 下面我们仅仅介绍利用一阶多项式预测模型来建模待辨识系统冲击响应系数的

状态空间模型及其相应的自适应滤波算法. 更高阶多项式的预测模型的描述方法及其相应的最优自适

应滤波算法可以依理类推.

3.1 一阶多项式预测模型的状态空间描述

由于这里采用一阶多项式一步超前预测模型,即 N=1, L=1,那么采用 (8)式来计算该多项式预测

模型的系数 f(k). 根据第 2节的分析, K 取 2. 那么此时得到的一阶多项式预测模型的系数是 f(0)=2,

f(1) = −1. 采用第 2 节同样的假设, 在时刻 n, 一个长度为 M 的待辨识系统冲击响应系数的向量是:

h(n) = [h0(n), h1(n), . . . , hM−1(n)]T. 因此, 由 (2) 式知, 其待辨识系统中每一个冲击响应系数可以用

下面的模型预测为

hi(n + 1) = 2hi(n)− hi(n− 1), i = 0, . . . , M − 1. (10)

由 (10) 式可以看到, 对于每一个系统冲击响应的系数, 其一阶多项式预测模型的形式是一致的. 所以,

由全部冲击响应系数组成的向量就满足如下的多项式预测模型:

h(n + 1) = 2h(n)− h(n− 1). (11)

这里, (11) 式可以改写成如下状态空间方程:

H(n) = FH(n− 1), (12)

其中

H(n) =


 h(n + 1)

h(n)


 , F =


 2IM −IM

IM 0M


 ,

IM 表示 M ×M 的单位阵, M 为系统冲击响应系数 h(n) 的向量长度, 0M 为 M ×M 的零矩阵.
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3.2 一阶多项式预测模型下的最优的自适应滤波算法

待辨识系统的输入输出模型可以描述为 [16]

y(n) = h(n)Tx(n) + v(n), (13)

其中, n 为时刻序号, T 表示转置, h(n) = [h0(n), h1(n), . . . , hM−1(n)]T 表示 M 个待辨识系统冲击响

应的系数向量, x(n) = [x(n), x(n− 1), . . . , x(n−M + 1)]T 为系统最近的 M 个输入信号, v(n) 是与待

辨识系统输入信号 x(n) 独立的系统观测噪声, 通常假定是 Gauss 白噪声, y(n) 为待辨识系统的输出.

σ2
v = E[v2(n)] 为系统观测噪声的方差.

对于这样的一个系统辨识问题, 一个直接的方法是采用最小二乘法 (LS, least square) 来解决. 使

用最小二乘法的明显的好处就是简单快捷. 但是最小二乘法的精度是随数据量递增而提高的, 要想得

到足够精度则需要大量的数据. 这个数据量可能数以万计的. 这样的话,计算复杂度就太大了. 同时由

于通常的最小二乘法对于数据是批处理的, 难以应用于实时处理. 而实际应用中通常需要进行实时处

理. 所以这样的系统辨识问题通常都采用基于最小均方、归一化最小均方以及迭代最小二乘法 [1−16]

等的自适应滤波方法. 本文提出的基于多项式预测模型的最优自适应滤波算法也是解决这样一个问题

的自适应滤波算法. 本文接下来的部分将会具体介绍该自适应滤波算法, 并证明了在模型准确的情况

下, 本算法是最优的.

对于待辨识的时不变系统, 其系统冲击响应系数虽然是未知的, 但是它是不随时间的改变而改变

的. 即对于任意时刻 n 其时不变冲击响应系数向量都应该满足如下递推关系:

h(n + 1) = h(n) = h(n− 1), (14)

即对于任意时刻 n 每一个滤波器系数都满足

hi(n + 1) = hi(n) = hi(n− 1), i = 0, . . . , M − 1. (15)

如将 (15)式代入 (10)式,可以发现 (10)式成立. 因此 (15)式为 (10)式的一个特例,即 (14)式为 (11)

式的一个特例. 这说明待辨识时不变系统其冲击响应系数也可以用一阶多项式预测模型准确描述. 即

(12) 式的状态空间方程也可以描述待辨识的时不变系统冲击响应系数向量 h(n).

(13) 式可以视为对待辨识系统的冲击响应 h(n) 的观测, 对应 (12) 式将其改写为

Y (n) = X(n)H(n) + w(n), (16)

其中 Y (n) = [y(n + 1), y(n)]T,w(n) = [v(n + 1), v(n)]T,

X(n) =


 xT(n + 1) 0

0 xT(n)


 , H(n) =


 h(n + 1)

h(n)


 .

其噪声 w(n) 的协方差阵为

R = E[w(n)wT(n)] =


 σ2

v 0

0 σ2
v


 .

一旦将 (12)和 (16)式分别看作 Kalman滤波器的状态方程和观测方程,那么系统 h(n)的自适应

滤波问题可以转化为一个 Kalman 滤波问题来解决了. 即: 利用一阶多项式预测模型描述的待辨识时
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变/时不变系统冲击响应系数的自适应滤波算法, 可以递推表示为 [21]

P (n) = FΣ(n− 1)F T, (17)

G(n) = P (n)XT(n)[X(n)P (n)XT(n) + R]−1, (18)

Σ(n) = [I −G(n)X(n)]P (n), (19)

Ĥ(n) = FĤ(n− 1) + G(n)(Y −X(n)FĤ(n− 1)). (20)

其中, P (n) 和 Σ(n) 分别为 Kalman 滤波的预测误差的方差和 Kalman 滤波的估计误差的方差; G(n)

为 Kalman 增益; Ĥ(n) =
[ ĥ(n+1)

ĥ(n)

]
为 Kalman 滤波器对 H(n) 的估计.

众所周知, 在 Kalman 滤波器开始工作的初始时刻以及状态发生突变的时刻, Kalman 滤波器需

要经历一段过渡过程才能跟上状态的变化. 而对于 (12) 式描述的待辨识时变/时不变系统冲击响应系

数的多项式预测模型, 虽然其状态模型 (12) 可以准确描述任意系数的一阶多项式变化的规律, 可是,

如果系统冲击响应系数的状态在某一时刻突变到另一个状态 (例如: 系统冲击响应系数发生了阶跃突

变),那么包含突变点的冲击响应系数的状态的变化规律就不能由一阶多项式完全描述. 由于这样的突

变点, 基于 (12) 式描述的状态模型的 Kalman 滤波跟踪需要经历一段过渡过程才能跟上状态的变化.

针对这种状况,下面我们将讨论如何探测待辨识时变/时不变系统冲击响应系数是否发生突变,如何缩

短 Kalman 滤波器跟踪时的过渡过程, 如何加速自适应算法收敛到稳态值的方法.

假如在从时刻 n 到时刻 n+1 的时候, 某一待辨识的系统冲击响应系数发生了突变, 从而包含突

变点的状态不能用 (12) 式精确描述, 即 n + 1 时刻的 h(n + 1) 不能通过 (12) 式由前 2 个时刻的 h(n)

和 h(n− 1) 准确预测. 那么我们可以将 (12) 式写为

H(n) = FH(n− 1) + u(n), (21)

其中 u(n) 为附加的状态噪声, Q = E[u(n)uT(n)] 为状态噪声的协方差阵, 即认为此时状态方程存在

模型不确定性, 而其不确定性的用一个附加的状态噪声描述. 文献 [26] 告诉我们只要该噪声取得足够

大, 就能保证该状态方程 (21) 能够准确描述状态的变化. 此时, 就可以将 Kalman 递推方程 (17)–(20)

式改写为

P (n) = FΣ(n− 1)F T + Q, (22)

G(n) = P (n)XT(n)[X(n)P (n)XT(n) + R]−1, (23)

Σ(n) = [I −G(n)X(n)]P (n), (24)

Ĥ(n) = FĤ(n− 1) + G(n)(Y −X(n)FĤ(n− 1)). (25)

那么如何来检测系统状态突变的发生呢? 由于当 Kalman 滤波的状态方程准确时, Kalman 滤波

器的新息序列为零均值的 Gauss 白噪声 [27], 那么可以通过新息序列的均值检验来判断多项式预测模

型是否准确, 即系统状态是否发生了突变. Kalman 滤波器的新息表达式为

S(n) = G(n)(Y −X(n)FĤ(n− 1)), (26)

新息方差可以表示为

Ps(n) = G(n)P (n)GT(n) + R. (27)
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根据文献 [27], ST(n)P−1
s (n)S(n)为具有 m个自由度的 χ2 变量, m为新息的维数. 因此可以通过

常用的 χ2 检验法来验证新息均值是否为零. 即在显著性水平 α 之下, 如果 ST(n)P−1
s (n)S(n) > χ2

α,

则认为新息均值不为零,即此时存在多项式预测的状态模型不能描述的系统状态突变情况. 此时,由于

(12)式的模型是存在模型误差的,因此状态预测也是不准确的,此时,应设法加大观测值对状态估计的

修正作用. 数学证明表明: 状态噪声 Q 值取得越大, 信息加权 G(n) 就越大 [27]. 因此, 当 (12) 式不能

准确描述系统状态时, 采用 (21) 式以及足够大的状态噪声 Q, 可以实现 Kalman 滤波器在系统状态发

生突变的时候使算法的收敛. 因此我们可以在显著性水平 α,当 ST(n)P−1
s (n)S(n) > χ2

α 时,即系统状

态发生突变时, 取 Q = βR, β 为一个较大的正整数, 使得在 (12) 式多项式预测的状态模型不准确时,

用新息来加快 Kalman 滤波算法的收敛速度; 而在同样的显著性水平 α, 当 ST(n)P−1
s (n)S(n) < χ2

α

时, 即 (12) 式多项式预测的状态模型能正确描述系统状态时, 让 Q = 0.

更高阶的多项式预测模型的自适应滤波算法可以用相同的方法得到.

3.3 性能分析

这里 Kalman 滤波在极限情况下的形式取为

Σ = lim
n→∞

Σ(n), P = lim
n→∞

P (n), G = lim
n→∞

G(n), (28)

将之代入 (17)–(19) 式后可得极限 P 是如下 Riccati 方程的唯一半正定解 [28]

P = F [P − PXT(n)(X(n)PXT(n) + R)−1X(n)P ]F T, (29)

⇔ FPF T − P − FPXT(n)(X(n)PXT(n) + R)−1X(n)PF T = 0. (30)

通常, 该 Riccati 方程只能通过迭代的办法进行数值求解, 而没有解析解 [29]. 然而, 显然将 P = 0 代

入可以使得 (29)式成立. 既然 (29)式只有唯一解, P = 0又是 (29)式的解,那么可以得出结论 P = 0

为 (29) 式的唯一解. 因此, 递推 (17)–(20) 式中的 Kalman 滤波器的预测误差 P (n) 是逼近于 0 的. 根

据 (19) 式, Kalman 滤波器的估计误差 Σ(n) 也是逼近于 0 的. 因此, 本算法的估计性能是最优的. 同

时, 可以看到, P = 0 的结论与系统的观测噪声阵 R 没有关系. 因此这里还可以得到本算法对系统观

测噪声的估计误差鲁棒的结论.

虽然 NPVSS-NLMS 算法在理论上也可以得到与本算法相同的结论 [16], 但是通过分析可以看出

该算法中这样的结论的得出是建立在对先验误差的估计及系统的观测噪声的方差的准确已知的基础

上的. 如果这两个量的估计不够准确, 那么 NPVSS-NLMS算法就不能达到最优. 而 NPVSS-NLMS算

法中采用的估计先验误差的方法是一种对估计误差的进行滑动平均的方法. 这样的估计方法会导致一

定的估计误差. 同时, 在实际中, 对系统观测噪声的估计也不能达到十分准确. 而上述分析表明: 本文

算法则不需要像 NPVSS-NLMS 算法那样要估计先验误差和准确知道观测噪声的方差. 因此, 在实际

应用的意义上 (即: 一般估计得到的先验误差和观测噪声的方差不准确的时候), NPVSS-NLMS 的算

法性能将不如本文提出的自适应滤波算法. 当然, 本文算法也有其自身的局限性. 本文算法由于使用

Kalman滤波器, 从而引入了很多矩阵相乘计算以及矩阵求逆的运算,而 NPVSS-NLMS算法的运算多

为简单的标量运算. 另外, NPVSS-NLMS 算法不需要进行模型建模和额外的状态判断, 而本文算法需

要对待辨识的系统冲击响应系数预先进行多项式建模, 而且需要对系统是否发生突变进行判断. 因此

本文算法的计算量会比 NPVSS-NLMS 算法要大一些. 由于计算复杂度的分析并不是本文的重点, 因

此这里就不进行详细的分析了.
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另外,众所周知在 Gauss白噪声环境中以及状态模型准确的情况下, Kalman滤波是最大似然、最

大后验和最小均方等统计意义下的最优滤波 [19−21]. 这也从另一个角度证明了本算法的最优性.

本算法的性能优势是建立在多项式预测模型是否可以描述每一个滤波器系数变化的准确程度的

基础上的. 因此, 我们需要通过多项式的阶数和采样数据的密度来进行折中, 显然, 如果使用的多项式

模型不能准确描述每一个滤波器系数变化, 那么本算法的性能是不能达到最优的. 因此对于快变的非

多项式规律变化的系统冲击响应系数的辨识的应用场景, 我们需要缩短数据的采样时间（即加大数据

的采集密度）和使用高阶的多项式预测模型来提高算法性能; 而对于辨识缓变的或不变的系数则可以

采用低阶多项式预测模型以及较低的数据采样密度.

由于更高阶的多项式预测模型下的算法采用的递推方程也满足 (17)–(20) 式的形式, 因此这里的

性能分析也可以推广到高阶的多项式预测模型的情况.

4 算法仿真

这里, 假设需要辨识的系统冲击响应系数的长度为 M=64, 采样率为 8 kHz. x(n) 采用一个白

Gauss随机信号作为系统的输入. 系统输出 y(n)中加入了一个独立的 Gauss噪声 v(n). 输入信号与该

噪声的信噪比为 30 dB. 仿真时间长度为 10 s. 采用的对比方法为文献 [16] 中的 NPVSS-NLMS、SM-

NLMS 的方法以及一种定步长 NLMS 方法. 其中 NPVSS-NLMS 是最近的文献报道的一种新的自适

应滤波算法. 该算法理论上也是一种最优算法, 其性能相比传统算法有一定优势. 但是根据第 3 节

的分析, 本文提出算法的性能应优于该算法. 仿真的结果也验证了这一点. SM-NLMS 方法和定步长

NLMS 方法是用来作为对比的两种经典的自适应滤波算法 [13,14]. 采用的性能指标为自适应滤波领域

中一个通用的性能指标, 称之为归一化偏差 (dB): 20 log10(‖h(n) − ĥ(n)‖2/‖h(n)‖2). 本文共仿真了 7

种不同的情况: 在系统 h(n) 为时不变的情况下, σ2
v 准确知道的情况以及 σ2

v 的估计值与真实值偏差

10%和 50%的情况. 另外还有 σ2
v 准确知道的情况下,两种系统 h(n)呈线性变化的情况、系统 h(n)呈

正弦变化的情况以及系统 h(n) 发生阶跃式突变的情况. 所有仿真的算法的初始值相同: X̂(0) 取 0 向

量, Σ(0) 取单位阵. 显著性水平 α 取为 0.01, β 取为 1000. 仿真的结果表明了在这几种情况下, 本算

法的性能都优于对比算法.

图 1 为系统 h(n) 时不变, σ2
v 测量准确情况下 4 种算法的比较. (1) 为 SM-NLMS 算法, (2) 为

NPVSS-NLMS 算法, (3) 为定步长 NLMS 算法, 步长为 0.055[δ + xT(n)x(n)]−1, (4) 为本文算法. 其中

δ 为避免除 0而引入一个小的常数. 可以看到在系统 h(n)时不变, σ2
v 测量准确的情况下, 本文算法比

对比算法有将近 10 db 的性能优势.

图 2, 3 分别为系统 h(n) 时不变, σ2
v 测量偏差 10%以及 50%的情况下, 4 种算法的比较. (1) 为

SM-NLMS算法, (2)为 NPVSS-NLMS算法, (3)为定步长 NLMS算法,步长为 0.055[δ+xT(n)x(n)]−1,

(4) 为本文算法. 可以看到本文算法受 σ2
v 测量偏差的影响较小, 而对比算法, 尤其是 NPVSS-NLMS

算法受 σ2
v 测量偏差的影响较大.

图 4, 5 皆为系统 h)n) 线性变化, σ2
v 测量准确的情况下的 4 种算法的比较. (1) 为 SM-NLMS 算

法, (2) 为 NPVSS-NLMS 算法, (3) 为定步长 NLMS 算法, 步长为 0.055[δ + xT(n)x(n)]−1, (4) 为本文

算法. 系统 h(n)的变化情况分别设定为: h(t) = h0 +0.4t及 h(t) = h0 +0.08t,其中 h0 同上述各仿真,
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图 1 系统 h(n) 时不变, σ2
v 测量准确

Figure 1 Misalignment of the algorithms when h(n) is time-invariant and the measurement of σ2
v is accurate.

图 2 系统 h(n) 时不变, σ2
v 测量偏差 10% 图 3 系统 h(n) 时不变, σ2

v 测量偏差 50%

Figure 2 Misalignment of the algorithms when h(n) Figure 3 Misalignment of the algorithms when h(n)

is time-invariant and the measurement of σ2
v has a de- is time-invariant and the measurement of σ2

vv has a de-

viation of 10% viation of 50%

t 为时间, 单位为秒 (s). 由于仿真中测量噪声的方差并没有随着系统的改变而改变, 因此系统的信噪

比会随着系统的改变而提高. 这就解释了为什么图 4 的最终的性能指标要略好于图 5 的性能指标. 从

图 4, 5 可以看出, 本算法相比对比算法的性能优势相当明显.

图 6为系统 h(n)呈正弦变化, σ2
v 测量准确的情况下,本方法与其他方法的比较. (1)为 SM-NLMS

算法, (2) 为 NPVSS-NLMS 算法, (3) 为定步长 NLMS 算法, 步长为 0.055[δ + xT(n)x(n)]−1, (4) 为本

文算法. 系统 h(n) 的变化情况为: h(t) = h0+0.5sin(7π/16+πt/160), 其中 h0 为与上述仿真相同的初

始系统响应, t 为时间, 单位为秒 (s). 可以看到本算法较对比算法的性能优势.

图 7为系统 h(n)在第 5 s时发生阶跃突变, σ2
v 测量准确的情况下本算法和其他方法的比较. (1)为

SM-NLMS算法, (2)为 NPVSS-NLMS算法, (3)为定步长 NLMS算法,步长为 0.055[δ+xT(n)x(n)]−1,
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图 4 系统 h(n) 线性变化: h(t) =h0+0.4t, σ2
v 图 5 系统 h(n) 线性变化: h(t)=h0+0.08t,

测量准确 σ2
v 测量准确

Figure 4 Misalignment of the algorithms when h(n) Figure 5 Misalignment of the algorithms when h(n) is

is time-variant with h(t) = h0 + 0.4t and the measure- time-variant with h(t) = h0 + 0.08t and the measurement

ment of σ2
v is accurate of σ2

v is accurate

图 6 系统 h(n) 呈正弦慢变: h(t)=h0+ 图 7 系统 h(n) 在第 5 s 时发生突变, σ2
v

0.5sin(7π/16+πt/160), σ2
v 测量准确 测量准确

Figure 6 MMisalignment of the algorithms when h(n) Figure 7 Misalignment of the algorithms when h(n) is

is time-variant with h(t) = h0+0.5sin(7π/16+πt/160) and time-invariant but a step change happens at 5 s and the

the measurement of σ2
v is accurate measurement of σ2

v is accurate

(4) 为本文算法. 突变方式为 h = 4h0, 其中 h0 为与上述仿真相同的初始系统响应, h 为发生阶跃突

变后的系统响应. 可以看到在突变前后, 本算法的性能都优于对比算法. 同仿真 4、5, 由于突变后系统

的观测噪声并没有改变, 因此系统的信噪比会变大, 性能指标会好于突变前. 图 1 至图 7 的仿真结果

均表明: 在本文的几种仿真情况下, 本文算法的性能都优于已知的算法. 这是因为 Kalman 滤波理论

特性保证了本文算法的性能.

5 结论

本文提出了一种描述待辨识的自适应滤波系统冲击响应系数的多项式预测模型以及相应的最优
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自适应滤波算法. 该多项式预测模型可以准确或足够精确的逼近描述系统冲击响应的时变/时不变的

系数的状态. 因此以此多项式预测模型为状态方程,以系统输入输出关系作为观测方程,用 Kalman滤

波的方法来解这个自适应滤波问题的方法是在最小均方误差意义下最优的. 同时, 由于该方法中的噪

声是 Gauss 的, 因此该方法也是最大似然和最大后验意义下最优的. 文章给出了算法的模型、递推方

程和性能分析, 并通过了大量不同的仿真结果验证了算法性能的优越性.
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An optimal adaptive filtering algorithm with a polynomial
prediction model
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Abstract A new approach to the optimal adaptive filtering is proposed in this paper. In this approach, a

polynomial prediction model is used to describe the time-variant/invariant impulse response coefficients of an

identified system. When the polynomial prediction model is viewed as the state equations of the identified

impulse response coefficients and the relationships between the inputs and outputs of the system are regarded as

the measurements of the states, our adaptive filtering can be achieved in the framework of the Kalman filter. It is

understood that Kalman filter is optimal in the sense of the MAP (maximum a posteriori), ML (most likelihood)

and MMSE (minimum mean square error) under the linear and Gaussian white noise conditions. As a result,

our algorithm is also optimal in the statistical senses as Kalman filter does, provided that the impulse response

coefficients can be modeled by a polynomial. Not only do the analytical results of the algorithm but also the

simulation results show that our algorithm outperforms the traditional known algorithms.
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