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摘 要

抽长沐的飞行器在飞行中考虑 了既有刚性运动又有弹性振动的运动
.

由于

刚性运动对弹性振动的影响
,

通过安装在 飞行器上面的仪表所测得的角速度作

为反馈信号输入 到控制器
,

由控制器输出端输出信号 到执行机构来实现反馈控

制
.

把刚性运动飞行器
、

弹性振动飞行器同时考虑作受控对象
.

这里我们研 究

了由刚性飞行器
、

弹性飞行器和控制器 三者形成的闭环系统的弹性振动问题
,

得

到 了求闭环系统的频率和振型的公式
.

设计控制器使得闭环系统渐近稳定的条

件和能控性
、

能观测性的条件
.

用两端自由梁来描述细长体的飞行器的弹性振动时
,

只考虑有惯性力和弹性力的自

由弹性振动情况下的零阶振型代表飞行器的刚性运动
.

即是本征值问题
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因此属于本征值 又 一 o 的本征子空间 匀
。
是 2 维的

.

细长体的飞行器在推力
、

重力
、

控制力和气动力作用下飞行时的弹性振动方程
,

在本

征子空间 匀
。

上投影时
,

就得到飞行器的质心运动方程和绕质心的转动方程的刚性运动方

程
.

因此
,

在下面的数学模型中
,

飞行器的刚性运动方程用常微分方程组来描述
.

用两端

自由弹性梁来描述飞行器的弹性振动
.

用常微分方程组来描述控制器
.

只考虑到飞行器

刚性运动对弹性振动影响
,

弹性振动的角速度作反馈信号输入到控制器
,

由控制器输出信

号到执行机构以实现反馈控制飞行器的刚性运动和弹性振动
.

经过物理上的简化和数学

上的处理
,

得到了刚性运动飞行器
、

弹性运动飞行器和控制器三者形成的闭环系统的数学

模型
.

即是分布参数系统同集中参数系统的藕合模型
.

基于这种模型
,

得到了求闭环系

统频率和振型的公式
,

镇定的条件和能控性
、

能观测性的条件
.
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考虑到飞行器刚性运动

对弹性振动的影响和控制器输出量到执行机构对弹性振动的影响
,

细长体的飞行器的弹
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如果是前面的自由梁的弹性振动方程
,

算子
_ d

, , ,

f `

I’ 一 —
, 2性 即 ~ 月 l

d x J o

己
,
y (

x , , )

d t 口x

g 。

(二 )口x

表示飞行器的角速度的平均值
.

考虑到飞行器弹性振动角速度
、

刚性运动角速度输人到

控制器后
,

控制器的运动方程为
:
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,
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于是弹性振动闭环系统的方程为
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… )

是算子

八习犷。 0 \

了 一 气
。
了少

的本征值和本征矢量的全体
.

定理 2
.

假定 a p
(
`
丫

。

) 门
。

( F ) ~ 吸
, 。 。

( J 犷
。

) 门
a

沙 ) 一 吸
, , ,

(
b 名了。

) 自
a

(萝 ) ~

议
,

这里坟表示空集
.

』

~
`

/ O 、

( ,夕又p ( 尹“ 一了
。

) 一
`

又。 ⑧ 砂
* + , ② 二*

)
, g 。

) 笋 o (友一 ’ , ’
· ` ’ ` , 厂

+ ”
)

·

( 2 ) <p甲* , g 。

>笋 O (友~ l , 2 ,

… )
,

( 3 ) <盖
,

价二> 笋 。 (左~ l , 2 ,

…
, ,

·

+
,

)
,

( 4 ) <b ② D
Z

(
2, *

) k + g ⑧ D
4

(
, * )盖

, 切*
> 尹 o (友~ 土 l , 士 2

,

… )
,

则 a ,

(
。

了 )

门a ,

(
L

了
:

) = 议
.

证
.

若是 外 (了 ) n ` (了
,

) 笋 议
,

则有 从任外 (了 ) 门外 (了
l

)
,

于是仅有下面两

种可能情况
:

l) (从
,
口口是

`
了

;

的本征值和相应的本征矢量
.

2 ) 存在 “ * 〔 少 (
` 。犷)

, u * 铸 。 ,

使得 (礼
,

巩 ) 是
吃
习厂 1

的本征值和相应的本征矢量
.

第 l) 种情况是

J 了
l

田* = 又*切 * 和
L

了 w * = 又*叨 * ,

因此

卜 (二
;

号)郡
一

(絮)
因此

,

留
Zy *

~ o
,

爹
: 。 * ~ 0

.

如果 及= 1 , 2 ,

…
, 犷

+ , ,

则 。 * ~ o , 少* ~ X* , o ~

/ 0 \

留
Z
y *

~ (
,

~
,

.

~ )
,

故 b ⑧ 价* 十 g ⑧ 气 ~ O这同定理 2 的假设 ( l) 矛盾
.

\ o 四 甲左 十 g 四 z 女 /

如果 反~ 士 1 ,

土 2 ,

…
,

则

y 左 ~ 0
, 砂左 ~ 甲女

,
n

_ ~
_ 。

_ 一 1 / ~

U
一 岁

,

叽 一 岁甲* ~
一

万早 、 r 甲妇 g0 户介
,

V 2
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因为 盖笋 。 ,

故 <p叭
,

g0 >一 。 这同条件 ( 2 ) 矛盾
.

因此第 l) 种情况不能出现
.

第 2 ) 种情况 是
:

( 1 6 )

( 1 7 )

如果 左~

/ “ 玉\

之

夕 U
`

~ 1 1 -

\ 业夏 /

。

了
。

试 + 箩
2

试 ~ 又、试
,

留
l

试 十 乡厂 u又一 从。孰
· , r + , ,

则 又、 一 )’k ,

用 功
、 于 ( 1 7 ) 式两端取 内积得

:

伙 <
u爱

,

么 > 一 <留
Lu 乏

,

币
*
> + <

.

犷
u 乏

,

币沙
二

<留
.

碱
,

叭 > +
, *

<试
,

人 )
.

因此 又子
,

试
,

币沙一 0
,

令 试 一 (豹
.

但是

<多
Lu又

,

功
、
> 一 <p。 袅

,
, , g 。

><几
,

价乏>
,

由条件 ( 3 ) 式得 <p u护
, g。> ~ o ,

因此 多
L

试 一 0
.

由方程 ( 1 7 ) 得 了试 ~ 仪峨
,

于是

试 ~ X*
.

由方程 ( 16 ) 解 出 试
,

得

/ 0 \

ltt 一 * ( * * ;

、
。

) 、
Z U : 一 R (

,、 ;

`
。

) 气。 ⑧ , * + , 。 名*

)
’

因此
,

/ 0 \

一 <: U、
,
2 ,

、 。

) 一 < , R (
,

4

左 ;

了
。
) 气。 。 , * + , ② 二

)
, g 。

夕

这同条件 ( l) 矛盾
.

如果 友~ 士 1
,

士 2 ,

…
,

又* ~
二 * ,

用 甲、
于 ( 16 ) 式两端取内积

,

得

(
二

了声夏
,

甲* ) + <留
2。乏

, 甲*
) 一

, 、
<。乏

, 甲小
故 <留

Z u爱
, 甲*

) ~ o ,

因此

O ~ <留
Z u毛

, 甲* > ~ <b ⑧ 。夏
,

,
+ g ② 。又

,
, ,

甲、
>

.

( 1 8 )

从方程 ( 1 7 ) 解 出 试 得

“ 爱

子弋入 ( 1 8 ) 式
,

得

`

/ n
Z

(
二 *

) k \

一 R (
二 * ; 乡犷 ) 莎

、

碱 ~ 又p u 左
’ ` ,

g 。
) { _

,
一

、 ,

)
,

\
刀

;又刀 友) R /

<尸。义
,
, , 9 0

) <b ⑧ 口
2

(
, * ) k + g ② D

;

(
, ,

) k
, 甲 , > = o ,

从条件 (叻 式得

<尸u斗
, ’ , g。

) 一 0
.

因此
,

试 一 。
,

由方程 ( 1 6 ) 式得
L

了
。u 义一 笼*

碱 ~
J, 、“ 义

,

故

( 1 9 )

了iu’
,、 1 尸以叭 、

巩 ~ 气
二 ,

) 一 一于二 、 少
,

、 “ 影
一 2

V Z 、 甲凌

把

1

吸
一

~
一~

.

万下 明凌
,

V 2
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代入 (1 9) 式得 (凡 *
,

g0 >一 0 ,

这同定理 2 的条件 ( 2 ) 矛盾
.

定理 2 证毕
.

依定理 1 和定理 2 容易证明

定理 3
.

假设在满足定理 2 的条件十
`

, 几议武 F )
,

凡议式小 )
,

则 又 ` 外 (
二

了
:

) 必须且只

频 又是下面方程的根
,

凡<尸R b
,

g。>⑧ D Z
k + 又<尸天 g , g。

>⑧ 刀 4
掩~ 1

.

在方程 ( 2 ) 的右端
,

在工程上
,

不仅 b ⑧ 场这项反映飞行器的刚性运动对弹性振动

的影响
,

而且 g ⑧ z 这项也反映一部分刚性运动对弹性振动的影响
.

考虑一种特殊的情

况
,

即令 b ;

一 b Z

-
· ·

一
b

r

一 o , g ,

一 g ,

一
· ·

一
g

,

一 。 ,
g

,

笋 0
.

对于这种情况有下

面的镇定方面定理
.

定理 4
.

在定理 3 的条件下
,

再设
叹

乡尸 的每一个木征值 介 ( i ~ l ,
2

,

…
, r 十

。

) 是 负

实数
.

( g
; , 甲 ,

>( p沪 , , g。

> > o ( l ~ 1
,

2 ,

一 )
, :

} (盖
,

价{) < o ( i 一 1 , 2 ,

…
, ,

·

+ ,
)

,

这

里 弓表示 吞 的第一个分量
,

则每一 又〔 二。
(

.

月犷
:

) 具有负实部
.

并且 如 果 几〔 , ,

(
`

了
;

)
,

则 又。 a ,
(了

,

)
.

证
.

依定理 3 , 又〔 外 (
` 已厂」

) 必须且只须 又是下面方程的根
,

一

蒸华料
弓

息 <g , , 甲 ,

>灯p甲 , ,
g

〕

>
又一 劝

( 2 0 )

令

= { l
, 2

,

…
, ,

·

_ .

_ <k
,

切 ,

—

—{又一
+ ,

}
,

J
Z

典
二

} < 。

~ {士 1
,

士 2 ,

…

( i 〔 J
I

)
,

_ ( g , ,

甲 `
)灯尸甲

, ,

g 。

) \
。

—

—
产尸 U

又一 劝
( l 〔 J

Z

)
.

于是方程 ( 2。 ) 可写成
:

艺
a ,

( 、 一
,
·

,

)
i 〔 J

,
艺
l 〔 J z

夕,
(又一 云 ,

) ~ ( 2 1 )

几一 入 十 }ut
Z ,

一

(暮一) (暮
2

, 止

)
,

一

(石
1

今

一 (暮一) (恩
2

“￡、
)

石2

一

(暮
,

一 )
·

于是方程 ( 2 1) 可写成两个实方程
,

几欢 一 幻几
,

一
· : 、 : +

( E 夕,功 `

)
石￡、 2

一 1 一 。

、
l ` J

( 2 2 )

, 一` 1` 2

一
` 2

+ 〔̀ 2

一 , 1
;

I

J
(艺

夕功 : ,

)
一 。

、
l 〔 J I

( 2 3 )

如果

b Z

一 b l又,

~ 0 今 又,

- 鱼 < .0

b I
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如果 “2

一 `! `!

` o,

从方程 ( , , ) 解出

(恩
:

“ 了田 Z

)
代
肪

程 ( , 2 ,
,

经整理后
,

得

一 。 l石1又{ + (
a t占,

十 a : b l

狱 l + ( b :

一 a l b床盆一
a : b Z

》
;

一 右2

~ o ,

由此方程知
, R e 又 ~ 又,

< 0
.

如果 又 〔 丐 (
L

了
,

)
,

凡是方程 ( 20 ) 的根
,

于是

<k
,

诱圣) 弓 艺
亡〔 J :

左丛上处丛左望纽鱼乏
凡一 脚

+"r艺洲

<盖
,

请}乏
.

几一 七

又 <g丝 处处望处」应一
户六 几一 2,’

. 、 J Z

ō艺闪
一一

依定理 3 ,

又〔 外 (
`
习犷,

)
.

定理 2 证毕
.

四
、

能控性
、

能观测性

在这里讨论细长休的飞行器
,

既有刚性运动又有弹性振动
,

把飞行器的刚性体和弹性

体都作为受控对象
,

考虑到刚性运动对弹性振动的影响
,

飞行器的角速度作为反馈信号输

人到控制器这样一个系统的能控性和能观测性问题
.

这一系统描述为
:

必 、 ” ? 一 ” ④ ’ 干 g

户
”

汉

票
一 ” 干 ”

汹
’ , 。 。

一

。。 ( 2 4 )

这里 11 是
犷
维列向量

.

u(
, ) 是数值函数是控制量

.

量测方程是
。 ( t ) ~ <尸夕

,

肠 ) + <必( t
)

,

h >
.

令
f/、\

一一gl碑 (
“ ` ,

、
,

、 。 一 <、
2 ,

。。

>、

、
y

男
。

必 ~

、、、,..,z
了

0Fo雳巾K了
。对

户
口声了了...、、、、

一一了

了
9 1

、 /
”

、
男

“ (` , 一

(
、

了!
“ (` ,

’ ` 一

(亡)
·

尸是 由 匀 x 匀 x 厂 x 万
“

到 匀 x rE K 尸 的投 影算子
,

即 (
。 ; , t,z ,

沙
,
二 ) 〔 匀 X 匀 x

石
·

x 石
刀 , 尸(

。 ; , 。 2 ,

必
, z ) 一 (

。 , ,

诱
, z ;

)
.

这里
z t

是 z 的第一个分量
.

C `

垒 {
“ ( t ) }日

` ,

> 0 , * ( t ) 〔 C ,

[ o , t :

] }
,

依线性算子半群理论
,

对任一 叨
。 〔 必 (

`

了
2

)
,

方程 ( 2 4 ) 的解可写为
:

。 (才)

一
。 。

+

!;
。 〔!

一`
·

(
·

) “二
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L “ 一
。 “ 一 ’

·

才 ’

劣
“

(
:

)六
,

定义 ’
·

如果
(从

·
( 君 ,

)
-

J O

;

( t ) ~ {p L
, : `

}
u 〔 C ’

}
.

匀 x E
犷

x 尸 称系统 ( 2 4 ) 完全能控
.

以 劝 ( i 一 1
,

2
,

…
, ,

·

) 表示
r

x
r

矩阵 少 的
犷

个不同的本征值
, 甲 ,

表示相 应 于 朴

的本征矢量
.

( `
、 ,

咖 ) 表示矩阵 少的转置矩阵 中
*

的本征值和相应本征矢 量
.

5 ,
( i ~ 1 ,

2 ,

…
, ,

) 表示
, x 刀 矩阵 F 的 n 个不同本征值

.

f,
是相应于本征值

, ` 的本征矢量
,

(马
,

F ,
) 表示矩阵 F 的转置矩阵 F *

的本征值和相应本征矢量
.

定理 5
.

假设
a *

(
, 一

了
。

) 门 a ( F ) = 公
,

a ,

(』犷
。

) 门 a
(少) 一 吸

, a
( F ) 门

a
( 必) 一 仪

,

( 1 ) (必
, ,

H > 笋 o ( i ~ I ,
2

,

…
, ,

·

)
,

( 2 ) <g ,
+ b ② R (

1, , : 巾) H
,

甲 ,

> 笋 o ( l ~ 士 1
,

士 2
,

… )
,

( 3 ) <材 欠。
,
补

r

了
。

) g ;
+ M刀 (

s , 扒
产

了
。

)厉
。 R。 、 ; 少)月 十 g 尺。 , : 小 )月

, F ,
) 笋 。 ( i 一

1
,

2
,

…
, n

)
,

则系统 ( 2 4 ) 完全能控
.

证
.

任一 *u ` 匀 x 尸

<p L 不￡了 , U ’

) 一

}}

X 五 ’

、p

一
` ·

(
·

)
, “ ·

>“一 {;
·

(
· )`

·

一
才尸一

、 ·

一 0
,

V , ` 〔 C ,

系统 ( 2 4 ) 完全能控 炸今 。 *
一 0

.

由

t > 0

厉
* 。 `

·` ,

尸* “ *

一 。
,

V t > O ( 2 5 )

要证 “ *

~ o

又〔 户 (
.

了才) 门 户 (中
*

) 门 户 ( F *

) ” z 〔 夕(
砚

月 / 梦)
,

并且
刀 ( 又:

。
了曹)

{
刀 ( 又: ` 才)

一
}
“ ( 又; 中

’
夕房才“ ( 几: ` 才)

\ U

0

R ( 又; 中 *

)

`)

刀 (又: 丫含) 几f 禾衬 (又; F *

)
刀 (又; 中 *

)男才刃 ( 又; 才岔) M* R ( 又

尺( 又

: 万
*

) + R (又: 中 *
)灵

* 刀 (又: 厂*

)

: F *
)

由 ( 2 5 ) 式及半群 公式得

勿
* R (又

令

= o
,

V又〔 户 (
L

月厂梦)
.

沪犷扩了矛r下..,、、、
、

一一仪P

四称沼武l认
、

o 一 留
* 尺 ( 又:

。

丫璧) p * u *

~ ( g
, ,

R (又: `
丫才)

。 * + 尺 ( 又: 七习犷才)耐
* 尺 (又 ; F

*

)二
*

>

+ <H
, R (又 ; 中

*

)男犷R ( 又; 阅了才)
。 *

) + <万
, R (又; 少

*

)必
*

)

+ <月
, 尺 (又; 中

*

)劣才R ( 凡; ` 习犷才) M * 尺 (几; F
*

)二
*

)

+ <H
, R (几 ; 中

*

) K * R (又: F *

)二
*

)
.

( 2 6 )
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以 c、
表示以 几为心的足够小的圆

,

使得在 c , 内不包含 F *

的其余本 征 值 和 了梦
,

巾
*

的任何本征值
,

从 ( 2 6 ) 式得

0 一

{
。 ,

`
’ “ ( ` ;

“ , p ’ U’ d`

+ M R (
s、 ;

L习犷。

)翻
。 R (

s,

~ 2二 i <
二 * ,

f、>(八了R (
; , ;

。

了
。

) g ,

中 )万 + g R (
; , ; 中) H

, F ,

>

( i ~

由条件 ( 3 ) 式得 <二
* ,

f ,
) ~ 0 ( i ~ 1

,

…
n
)

,

故 才 ~ 0
.

2 ,

…
, n 、

以 c `表示以 刃 , 为心的足够小的圆
,

使得在 C ,
内不包含

b

了岔的其余本征值 和 少* ,

F * 的任何本征值
,

由上面 已证 二*

~ 0
,

从 ( 26 ) 式得

。 一

{
。 ,

`9 1 , R ( ` ;
·

、 才,二 )“ ` +

{
C,

<H
, R ( ` ; 中

·

,` , R (` ;
·

、 梦)二 >“

~ 2二 i <,
, ,

沪 ) <g ,
+ 石⑧ R (

二 , ; 中 ) H
, 甲 ,

> ( z一 士 1 , 士 2 ,

… )
.

由条件 ( 2 ) 得 (甲
, , 。 *

> ~ O ( l 一 土 I
,

士 2
,

… )
,

故 才 = 0
.

类似可证 必
*

一 。 ,

因此 “ *

一 0
.

因此系统 ( 2 4 ) 式完全能控
.

定义 2
.

系统 ( 2 4 ) 称为完全能观测是指对每一 叨
。 〔 少 (

t

习厂2

)
.

从

M
。
口 (

t
) ~ M

o e `澎
,

叨
。
一 o , V t 李 0 今 田

。
一 0

.

这里 M
。

是泛函
:

M
。
一 ( <尸

·
, g 。

>
,

h
, o ) M

。。 ~ ( p 。 : , g。> + <h
,

诱>
.

定理 6
.

假设 外 C月了
。

) n 式必) 一 吸
,

如果

( l ) <p中 , , g。> 笋 。 ( z ~ l
,

2 ,

… )
,

( 2 ) ( p R ( : , , L

习犷。

)男即
, , g 。

> + (甲
J ,

h > 笋 o ( 1 ~ 1
,

…
, r

)
,

则系统 ( 2 4 ) 完全能

观测
.

证
.

依线性算子半群公式

R ( ` ; 、
2

)。
。
一

!二
·

一
` 。

“
·

v R · ` > 留 。·

因此

M
。尺 ( 又;

L q厂 2

) 切
。
一

于是系统 ( 2 4 ) 式完全能观测必须且只须

入f 。及 (兄;
` q厂2

)。
。

~ o ,

e一 孟̀ M
o e `了

2

叨
o d又

.

V几任夕 (
`

丫
2

) 、 。
。

~ 0
.
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余下证明类似于能控性证明
,

从略
.

定理 6 的条件 ( l) 是弹性振动系统能观测性的

条件
.

条件 ( 2 ) 是考虑到刚性运动对弹性振动的影响所产生的条件
.
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