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对称 群表 示 的既约分解

石 赫
〔中国科学院系统科学研究所

,

北京 )

摘 要

s
。

是
,

个文字的对称群
, T `

为 C卜
: , x Z ,

…
, x 。

] 中 d 次齐式所成的子空间
.

丁 J
做为凡

N经为 二 (
a

)

模所确定的 S
,

的表示记为尸
.

式a) 为与分析
a
相对应的既约表示

.

记

进入 。 `
的重数

.

做为文献 〔` ] 的继续
,

本文简化了幂级数艺 N护 所

满足的递推公式
,

并具体求出了母函数 凡 ( t) 二 艺 N护 的表达式
.

设 S
。

为 n
个文字的对称群

, a
~ ( (

,
) 友

· ,

(
n 一 , )左卜

! ,

…
,

( 1) 天
!

)
,

艺 左
、 ·

i 一
,2 ,

为 。

的一个分析
.

对称群表示的经典事实是
: S

,

的既约表示 由
n 的分析所确定

.

今后我们把分

析
a 所确定的既约表示记为 、 ( a)

。

记 T 一 C 【x : ,
介

,

…
, x 。

〕 为复数域 C 上的多项式环
.

对于 。 ` S
。 ,

了〔 T ,

定义算子

。 f (二 ) ~ f (。
一 ,二

)
,

( 一)

则 T 是 s
。

模
.

记 州 为 T 中全体 d 次齐式所成子空间
,

则 州 亦为 s
,

模
.

州 中全体 s
。

不变

的齐式所成子空间记为 尸
.

它的维数 id m尸
,

即线性无关的
、 S

。

下不变的 d 次齐式的个数由

M
o l ie n

公式 (见文献 [ 2 ] ) 和 C h e v a l lcy 定理 (见文献 [ 3 ]) 给 出
:

生 夕
-一一三一一 一

” !鑫式 d e t又I 一 t 才 )
见 ( d `m l 浮) “ 一 n 一共二

,

f 二 1 戈1

一
Z

- 一

少

( 2 )

其中 I 为 n 阶单位方阵
,

w 为 。 ` s
,

所对应的置换矩阵
.

如果从群表示的角度来考察 ( 2 ) 式
,

则其意义为
: T “

作为 S
。

模
,

由 ( l) 式所给出的 又

的表示一般不是既约的
,

因此它可以分解成既约表示之和
.

而每一恒等表示显然对应着 尸 中

的一个元素
.

因此 M iol en 公式实际上给 出了恒等表示进入由 ltT 所决定的表示
,

记为 夕
,

的

重数
.

由此观察出发
,

钟家庆 lt1 对 ( 2 ) 式进行了下述推广
:
将 州 看成 S

。

的表示空间
,

对于任给

分析
a ,

既约表示
二

( a) 进人以上表示 尸 的重数记为 N盆
,

则 N 度的计算有赖于形式幂级数

艺 N护 的计算
.

我们将此形式幂级数记为
d

本文 1 9舒 年 9 月 2 4 日收到
.
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;
。

( t), 艺 、 : , J ,

文献 【1] 中主要结果之一是证明了 (文献 〔1] 定理
.

约

凡m 一 生 , 一二茎述三 )一
.

, !
田

斌
d e t ( I 一 t w )

`
( 3 )

其中 x
。

为 , ( a) 的特征
.

鉴于 C x[
: , x Z ,

…
, x ,

] ~ O T 己
是 s

。

的最重要的表示空间
,

因而具体算出完全确定了其

既约分解的这一母函数 F
。

(t ) 自然是有意义的
.

为此 目的
,

文献 【lJ 的另一主要结果是给出了计算 凡 ( )t 的递推公式 (见文献 【1 ]
,

定理

6 )
.

并利用此递推公式求得一些特殊情况的母函数
,

例如 :

F ( , ,。 , . ” ,。) ( t ) ~
( 1 一 t ,

) ( 1 一 t `

)…
F ( 1 , , ,… , : )

(
t ) ~

z号
” (卜 。

( l 一 t ,

) ( l 一 t ,

) …

西二 , n

)
’

(一
, ,

)
’

以及 F ( , 一 :
,

,
, 。 ,

…
, 。) ( t )

, F (。 一 *
,

*
,。 ,… , 。 , ( t ) 等

,

其中 F ( 。 ,。 , 二 ,。 ) ( t ) 的结果实际上就是 M
o l i e n

公式
.

但是
,

如何对一般的
a
给 出其统一的公式

,

则仍是一个尚待回答的问题
.

本文从此递推公式出发 (即第一节中的公式 (幻 )
,

加以变化
,

使之成为便于应用的形式

(即第一节中的公式 ( 1
.

1 0 ) )
,

对一般的既约表示 式 a) 具体求出了母函数 凡 ( )t (即第三节

中的基本公式 )
,

这是本文的主要结果
.

须要强调指出的是
,

在计算过程中
,

所谓勾形 ( H oo k ) 函数 ( , ,

( 1) 友) 起着重要作用
.

联

系到 “ H oo 广 在对称群表示的近代理论中所扮演的角色重要而又有若干神秘
,

这一事实是颇

为耐人寻味的
.

一
、

符号和递推公式

我们沿用文献 【1] 中的符号
:

<、 >一

立
( ,

三
,` )

,

反) 2 ; <l ) “ l ,

( o ) “ l 一 t ,

并

且记

山几
一

、、、.....万/尹
<O> <l >

O

<
n

)

(
, 一 l >

:
·

<
’

l >

<O )

( 1
.

1)ù一
一一…

/叮了了l皿.、、、

一一

、、、吮....产夕
J矛

一

礼机…飞
.

祝

…

.

…
.

…
.

1

::
J几

.

丸石n曰à又
/夕了....、、、

一一A

如果把分拆
a 记为

a = (。
, , m , , 全

, ,

切 i ) m 、 + , ,

并把与
a
相应的母函数记为 F

文献 [ 4 ]
,

定理 6 )
.

…
, 。

,

)
,

(
t ) 二 ( 。

1 ,

m Z ,

…
,

(。
: , m Z ,

…
, 。

,

) 一 ( <m :

>
,

( m ,
十 1 )

,

…

。 ,

)
,

则母函数满足如下的递推公式 (见

,

( 阴
`

+
” 一 l ) )

·

入卜
:

·

乙
,

(
。

)
,

(
z
)

其中 L
,

( a) 为列向量
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、

!
/

( O,

(一 l , 。 2 ,

, 2 ,

…
, 。

,

)

…
, 。

,

)

<一
,

+ 1
,

。 2 ,

…
, m办

.

2
了̀.....、、、

一一
、 ./

a了
、

,L

这里我们采用如下的符号规定 : 当 , , < 。 、 + :

时
,

则

<切
, ,

…
, 阴 , , 阴 、 l ,

…
, , 办~ 一 <。

; ,

…
, 。 +l :

一 1 , 阴 ,
+ 1 ,

:.
, , 办

.

l(
.

2 )

若换到最后一位的数字仍为负的时
,

该母函数为零
.

为简化这一递推公式 (的
,

首先计算 A
。 .

引理 L l
.

设 A
,

由 ( 1
.

1) 式给出
, 又

。

为 A
,

中元素
,

则有

:
,

一 (一 1 )一
、

牛
· 了

、 (
n

)
, , 一 l , : ,

又U厂
( 1

.

3 )

其中

搜 (
n

) 一乡产 ( ,
,

,
, ~ . , 工) ( t )

t去
” ( , 一 l)

一 ( l 一 , ,

) (一
, 3

)… ( l 一 , ,

)
’

证
.

根据 A
,

的定义可知
,

又
n

<o > + 兄卜
,

( l > + … + 又。

(
n

) 一 0
.

( 1
.

4 )

另一方面
,

由公式 (幻知
,

左 (
n

) 一 ( <一)
,

<2 )
,

…
,

<
,

) )
·

八
, 一 :

·

乙
,

( ( l )
”

)
.

但由 ( 1
.

2 ) 式知
, 乙

。

( ( l )
”

) 内只有 <一
,

+ 1 ,

( l )
” 一 `

> = (一 l )
” 一 ,

( o )
,

其余各项均为零
,

故

有
,

左 (
n
) 一 (一 l )一

`

<o ) {丈
沪

卜 ,

< l > + 、
。 一 2

( 2 > + … + 、 。 <
。

) }
,

( 1
.

5 )

代人 ( 1
.

4 ) 式得到

刀 (
n

) = (一 r )
”

( o )
,

·

又
。 .

引理 1
.

1证毕
.

形如 ( m ,

( 1尹) 的分拆
, 阴 ) 1 ,

友) 1 称为勾形分拆
,

简称为勾股 (见文献 〔4 )J
.

我

们称相应于勾股的母函数为勾形函数
.

根据公式 (幻
,

对勾形函数有

( ,
,

( l ) 夜) 一 ( <m >
,

<m + l )
,

<m + 左) )八*乙 , + ,

( (。
,

( l )左) )
.

但是
, L * + 1

( ( m ,

( 1)
“

)) 中只有最后一项为 (一 l) “ < 吟
,

其余各项均为零
.

所以

(。
,

( l犷 ) 一 (一 l ) “ <o >{* 0

( m + 友> + ; 1

<。 + 左一 l > + … + ` * (。 ) }
,

反一 12
,

… 、 ( 1 6、

然而这恰好是 ( <。 )
,

<m 十 1 )
,

…
,

<。 + 左) ) A * 中相应的项
.

因此有

引理 L 2
.

母函数满足下列等式

( (胡 )
,

( m + 1>
,

…
,

<m + 左) ) 、 、 一兴 ( <。 )
,

(一 以
m

,

1 )
,

…
,

(一 l ) ` ( m
,

( 1 ) ` ) )
.

火U Z

( 1
.

7 )

这样公式 (幻可以简化为如下的形式

<。
1 ,

m Z

…
, 柳

,

)一共
、 ( ( , l

)
,

( 一 1 ) <用
l ,

1 >
,

…
,

( 一 1 )一 (切
, ,

( l )一 ) )
·

:
,

(
。

)
,

( 1 8。
<O)

、 丫 ~ ` / ’ 、 一 厂 “ `

叹
’ 一 /

”
、 ` / 、

`

,’1
’ 、 ` ’ / ` 一叭 一 , ’

这个递推公式当
,
较小时是很方便的

.

但对一般的分拆
“ ,

则还须对列向量进行一些讨论
.

现
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取分拆
a

有如下的形式
a

~ ( ( m )`
, 了 ,

( m 一 l )灸
m一 , ,

…
,

( l )
走,

)
,

天
, ) l ,

友、 ) O ,

则根据 ( 1
.

2 ) 式的约定
, L

,

(
a

) 中最多有 , 项不为零
,

其余全为零
.

向量
,

则不失一般性
,

i 一 1 ,

…
, 阴 一 l ,

即若把 L
,

(
a

) 转置为行

了:
,

(
。

) 一 ( o
,

…
, o ,

(一 l )
`
:
一`

( ( m 一 1 ) * 二 + * , 二1 ,

( m 一 2 ) * 二一 2 ,

o ,

(一 l )
`

: 二{ < ( m 一 1 ) “
。一 ,

( , 一 2 )*
,

一
+ * , 一+ 1 ,

( z )
户`

>
,

O
,

…

( l )友
`

>
,

o ,

…
o

,

(一 l )
“
:
” 一 `

< (
, ,

l

一 l ) *
,

一
: ,

( m 一 2 ) * , 一 , , 二
、 ,

( i 一 l )
、 ! + *卜 l + 1 ,

…

( l尹
,

>
, o ,

…
, o ,

(一 )
“

犷
一 ’

<( m 一 l )
“ 阴一 ` ,

( 。 一 2 ) “
胡一 ,

… ( l )夜
2+ 友` + `

>

o ,

…
,

o ,

(一 z )
“
犷
一 `

<( 。 一 l ) * 川 一` ,

…
,

( l ) `
2 ,

( o ) `
; + 1

) )
,

( 1
.

9 )

其中 罗 一 艺 左, ,

l 二 i

化的递推公式
.

定理 L l
.

设

约表示为
二

(
a

)
.

~ l犷 2
,

…
,

、 这样
,

如果把表达式 ( 1
.

9 ) 代入 ( 1
.

5) 式中
,

就得到简

a 一 ( ( , )蝙
,

( m 一 1 )友
,儿 一 1 ,

…
,

( l )勺 ) 为
。 的一个分拆

,

相应于
“ 的不可

则与 ,
(

a
) 相应的母函数

、

F
“

( )t 满足如下的递推公式

( ( , )友
二 ,

( m 一 l )交
,” 一 , ,

…
,

( l )女
`

>二 F
。

( t )

一 兴
·

夕 (一 , )
淤一 <。

,

( l )
·

;
’

一 >
.

( ( 。 一 , )
* , , 一 , , 二

又U ) 不二几

( i 一 l )
女! + 交̀ 一 , + , ,

…
,

( l )左
`

)
一

( 1
.

1 0 )

其中当 邓 一 i < 0 时
,

<m ,

l( s) 犷
一

协一 .0

这一递推公式是我们计算母函数 F
。

( )t 的基本工具
.

值得指出的是
,

递推公式 ( 1
.

1 0) 和

( 3 ) 式结合起来
,

可以提供计算对称群表示特征的新途径
.

这将在另文中进行讨论
.

由足理

1
.

1 立即可知

推理 L l
.

对一般的分拆
a ,

相应的母函数 F
“

( )t 是勾形函数的多项式
.

而对于勾形函数
,

我们可以具体算出它的表达式为

引理 .1 3
.

相应于勾股 ( m ,

( l犷) 的母函数为
:

<
。 ; ,

( l )左> 一

证
.

由 ( 1
.

6 ) 和 ( 1
.

3 ) 式可知
,

( 0 >
A (友)

r交

l 一 t ` n + 友
( 。 一 l >

.

( ]
。

1 1 )

(形
,

( ` )
左

卜丫
`A ( 0 ,

·

( m + “ > + (一 ` )“ ( ` ) <叨 + 友一 ` > + …

+ (一 1 )“ A (左) <。 ) }
,

其中 A ( 0 ) 二 ( l 一 r
)

, A ( l ) “ 1
.

所以如果令

户,

( t ) 一 A ( O )
·

( m + 友) 一 刀 ( l ) ( m + 友一 l )
,

则直接计算可得

P: ( t
) 一 (一 l) 一

三~ <m + 反一 2 )
.

1 一 t’’
杏 ` 飞
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而且如果命 p“ ( )t 一 lP ( )t 十 寸( 2 ) <用 十 左一 2 >
,

则经过计算可得

一般设

;
2

( !

卜
A ( 2关袱几而

<m + 、 一 3 )
·

。
了

( 君卜 (一 ` )
!

“ ( `)
一

1
一

券
、 * <m + “ 一 ` 一 ` )

,

则有

P
; + ,

( t ) 一 P
;

( t ) + (一 l )
z十 ` A ( i + l ) <。 + 左一 i 一 l >

一 (一 ` )
、一 A ( ` + ` ,

祥认
* ( m + “ 一 ` 一 2 ,

·

所以

, 、 (
, ) 一 (一 l ) , 、 ( , )一共

二 <m 一 1 )
.

1一 t’’
卜 ` 、

引理 1
.

3证毕
.

然而根据 A伏 ) 的定义
,

显然有

A (友十 z’) 一 A (左十
左+ i一 1

一 l) 一一
、二

1 一 t 飞
’ `

因此我们可得勾形函数的另一种表达方式
.

推论 L 2
.

母函数 <m ,

( 1) “ ) 可以表示为
:

/ _ _ 、 、 、 * \
_ ( 。 一 1 )

<。
,

( l )
左
) 一 业笠不 、 `

之
-

<0 >

_ <塑 一 1 >
_

<O)

A (反)
t女

1 一 t ” ,+ 交

“ ( “ 十 ` ,
仁狱 ( 1

.

12 )

恤二 J乏
<的

左 (左+ m 一
l )生二翌竺 i 里三竺竺竺士

.

1一 ,胡 + 左 , , n
一

卜 、 一 “

l 一 t 交+ 1

t及+ 1

这个表达式将在证明基本公式时用到
.

二
、

两个组合引理

本节证明两个有关有理函数的组合引理
,

是为第三节证明基本公式做准备
.

现 引入下列符号
: f ( ()/ 二 产

,

叮的 二 ( 1 一 ,
(友) ) 一 ( l 一 t

勺
,

左为正整数 ;

为书写简便
,

汀一 艺 左, ,

一 艺 (左
,
十 ` ) ~ 弓 + ( J 一

:
十 l )

, 。 李 了 ) i ) 1
.

首先我们引人下而的有理函数
, `

已

将在引理 2
.

2 中出现
.

设

砂
· ,

#() 二 n 到衅 一 ` 十

试11 : (
r

: ) II T (
r
{
一`

)
l = 了 l 二 1

n
,
(

,
·

:
一 `

)
,

,

2
,

…
,

脚
,

( 2
.

1 )

其中 。 ) 2 ,

p 为非负整数
.

则有
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引理 2
.

1
.

设有理函数 天l
阴 , (户)

,
i 一 l , 2 ,

…
,

力 2 , 由上式给出
,

则下列等式成立
.

艺 (一 ` )
` 一 , R I

” ,
( , ) 一 o

·

( 2
.

2 )
二 1

证
.

对卿 做归纳法
.

ù一刃刃
t/
、叮了、幻”RRm ~ 2时

,
1

T (
; { )

~ 斑叹刃
,

引理显然成立
.

。 ~ 3 时
,

R {
, ) (户 ) ~

及互
, , (户) ~

T (
;令一 2 + P )

灭不丁天舜了
’

T (
,

卜
2 + p )

一
灭瓦画万厂

’

T (
r

卜
2 + p )

丁 (
: 圣)了 (

,
·

{)

.

,
(

, 孟)
.

直接计算可得

R }
, ,

其中

川 s)( 月 一 R I
幻 ( p ) 一 一 R尹 (刃

,

引理成立
.

假设 m 一 1 时引理成立
,

( P ) 三
·

QI
, 一。

( P + 左,
)

, i ~ l , 2 ,

…
,

m 一 l ,

即若命

( 2
.

3 )

、、.了/
、 ,/

一
r

了、
T

T (
r

梦
一 ,

)

树 一 1

口{
,

一
` ,

( , + 友m
) 一 n T (

r

r
王= 3

一 ` 十 力

呵
i 一 1

T (
r

: ) n n
,
(

,
;
一 ,

)
二 1 二 2

衍一 2

~ ll T (
: 梦

一 `
一 l + , + 友

们
)

·

I = 2

(万
T (

·

, )

亘
丁 (

,
·

:一 )
)
一’

·

n
,
(

r
{
一 `

)
, ( 2

.

4 )

则由归纳法假设
,

口蛋~
` ,

( P + 反二 )
, i ~ l

,

2 ,

…
, m 一 l ,

适合
衍 一 1

艺 (一 ` )
`一 `
口l

’ 一 , , (户十 ` ) 一 ”
·

二 1

再者
,

如果记 口l
” 一 , , (户) 是把 夕l

阴 一 ` , (户 ) 中的指标 友
;

换为 反
2 ,

左
2

换为 左
: ,

…
亦即

( 2
.

5 )

,

反
, 一 ,

换为 及
, ,

毛孟

1.r..L+川1.J巴

甲已

2

1
、明 一 1 ~ 1

口}
阴 一` , (。 + 友

, ,

) 一 n
T (

;

汽
1

一 ` + , )

·

11
,
(

r

{)
·

T (
· 一̀ ,

立
T (

,

: )
)

同样
,

根据归纳法假设
,

则有

艺 (一 , )
`一 ,

口l
’ 一 ” ( ; + 反。 ) 一 o ,

( 2
.

6 )
= 2

少是由 ( 2
.

5 ) 式可知
,

及 i
` , (力

~ 刘
;

犷一 2 + p

了 (
;

r
一 `

)

·

p气
` 一 ` ,

( P + 友,

)

用 一 l

. . .

(T
; r

一`

)
艺 (一 , )

`。 l
舰 一 1) ( ; + 畏

m
)

·

二 2

翰
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但经直接计算可知
,

- 」一万
T (

r
生
一`

) L

汀衅 一 2 + p ) _

叹衅
一`

)

互宜上卫止匕丝下
T (

r

梦
一 `

) J
一 一 t

(
:

梦
一`

)
T (

,
·

黑一 2 + 户)

不
丫卜

`

)丁 (
;

了
一 `

)
’

将此等式
1
一

扫

i ~ 2
,

3
, ·

T (
,

·

了一 2 十 P )
T (

,
4

了
一 `

)

二 , m 一 1
.

代入上式
,

并根据 必~ l)( p 十 友
、

) 的定义可得

( 2
.

7 )

阴 一 1

R lm , (户 ) 一 艺 (一 ` )
`

R }
’ )叱p )

T (
,
·

黑一 2 十 P )

叹
;

犷
一 ,

)

夕}
’ , , 一 `’ ( 户 + 友阴 )

·

艺
,
(

;

了
一 `

)叮
;
生
一`

)
二 2

牛
二 (一 l)’

嘴“ 少

川一 1

一 艺 (一 ` )
` R {

’ ” ) ( , )一 互瑞 一 2 十 p )
.

T (
;

犷
一 `

)

,
(

r

罗
一 `

)
·

艺 (一 ` )
`

夕{
” J一 ”

(。 + 天二 )
= 2 二二 7

川 一 l

一 艺 (一 ` )
`

R {
” ” ( , ) 一业牛吕李丝

,
(
犷

: 一 )
一

了又
r l

一 `

j

·

(一 1 )
阴 一 `

口汾
一 `

)( p 十 夜二 )
.

= 2

最后一步用到 ( 2
.

6 ) 式得到

州 一 1

、 l
,· ’ ( , ) 一 艺 (一 ` )

!

: }
阴 , ( , ) + (一 ` )

阴“ {尹, ( , )
.

二 2

这里再次用到 口穿
一

l)( p 十 毛
,

) 的定义及 ( 2
.

4 )
,

( 2
.

3 ) 式
,

就可证明了引理 2
.

1
.

引理 .2 .2 若命
-

了 (
,
·

T (
r

尸 {
” , ,

( o )
, i 一 l , 2

,

…
,

m
,

附i一阴

烈
’ ” 、
一

一 。 )
.

一 l )

则下式成立

(竺 了
_

业
.

<0 >
(一 1 )

` 一 ’ p {
” , , =

r
(
·

:
,

一 2 )
(立

了 (
,

4

:
J

1 )

万
才
( ` ,

)
一`

( 2
.

8 )
..1月.

.

上卜

。

艺ō

证
.

尹拟 二二二

对 m做归纳法
.

2时
,

约
已

2 ) 一
T (

,

{ 一 2 )

叹
,
·

} 一 1 ) T (
:

{)
’

P }
2) 一

T (
,

4

1
了(

,
·

; 一 1 ) 了(
,

{)
’

经过计算
,

可得

约
尸{

2 ) 一 尸卿 ~
,
(

,

了一 2 )
,
(

,
·

〕一 2 )

了 (
,

f一 l )了 (
,
·

{一 1 )

1 一 t

t
(

,
·

{一

即对 。 一 2 引理成立
.

现假设引理对 m 成立
,

即如果记

、 、

1
2

、
,

了

一
犷

了行、

T户{
m一 ` ,

= 11
了 (

r ;
:

一 , )
(
” 了一 2

一 1

·

II

t 一 1

n T (
r

l ) n
,
(

,
4

;
一`

)
·

l = 1 二 2

1

丁 (
r

犷一 l )
’

i 一 1
,

2 ,

…
,

m 一 l ,

则有

爪 一 1 仍 一 1
一

l
一

丫 ( 一 l) `一 :

科
二 一 。 一

(吟 允月
、 n

,
(

r

r 一 2 ) (万T (
, 尹

l = 2

一 ` )

斌
r
( ` ,

)
一 1 1

(。 一 2 >
’ ( 2

.

9 )
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我们需要计算的是

熹 艺 (一 l )
`一。 :

, , 一兴 习 (一 1 )
`一 `

\ u
/ 亡二 i \ u / ￡二 z

击{馨
(一 ` ’ `

一`

瑞于;母胃
“ :

’ ” ’
( 0 ’

采普壬斋
“ ;

阴 ’
( 0 ’

+ (一 1 )
, 一

孕荃二共 )
* 纷

)
(。 )飞

了如篇 一 l 少 J

但由引理 2
.

1可知
,

州 一 1

(一 1 )
, 一 ` ; 沙,

( O ) 一 一 艺 (一 ` )
`一 ` R }

, ,
( O)

.

f = 1
-

一兴岁 (一 1 )
;一

万里伞牛李孕一黔婆二浮孕飞
: :

二 ,
(。 )

又U ) 花 1
` 了戈r了一 1) I L r 书一 l 夕 J

( 2
.

1 0 )

因此上式等于

击馨
(一 ` ’ `

一`

必”

`
(

r

黑一 m ) ( l 一 t , 一`

)
T (嵘 一 l)

上(0)一一

形 一 1

.

、 手了一 1丫
一 1

` 扁 J 、 一 /

萝 = 1

式
,

少
一 `
一 。 )

.

T (畔 一 l)

·

R I
脚 ,

( o )
.

根据 烈
“ 一 ` ) 的定义和归纳法假设

,

可得

(t
;
:雾一 m ) T ( 。 ~ l)

形 , 1

忘暮
(一 ` ’

` 一 ’ “ }” 三
T (

;

器一 1 )

.

兴 又 (一 , )
`一 `

户{
” ’ 一 ` ,

久0夕二几

t
(

,
粱一 m )叹叨 , 里)

叹碟 一 l)

仍一 1

n (tr r 一 2 )

(沙
(

/: 一娜
(` )

)
一 ’

石丢万
一

加
泞 一 2 )

(加
(畔 一 ` )

沙
(
的

一 `

咬丽端
即引理对 m成立

,

引理 2
.

1 证毕
.

三
、

母函数的基本公式

这一节继续使用第二节中符号
.

设 a 为 ,

(l 户 )
,

见 天; ·

` 一 n .

由 。
确走的既约表示

N纽
,

则与 11 (
。

) 相应的形式幂级数为
:

的一个分拆
, a 一 ( ( m )搜

用 ,

( m 一 l犷
邢一 ` ,

…
,

式 a) 进入由 洲 所决定的表示 尸 的重数为

;
“

( , ) 二 艺 N : , d ,

d = 0

则本文的主要结果是

基本公式
.

如上所定义的母函数 F
“

( )t 等于

F
。

( t ) ~
1

( 0 >
, 一`

A (考 一 l)
·

刁 (
r梦一 l) … A (

r

需一 1 )
·

n ( , )
,

( 3 1 )
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其中

。 (。) 一

万 (一一一孕粤毕冬卫`毛共乒一丁丁一
:

、
.

不药 t \火巧
-

一 勿 十 子一l 夕
`

t又l r一 阴 十
t夕”

’

从l r一 刁
/

(3
.

2)

而 A (交) 在公式 (1
.

3) 中给出
, t

(的
,

和 T (的 是第二节中的符号
.

容易看出
,

如果应用推论 1
.

6 中公式 ( 1
.

12 ) 和符号 (
:

奋一 弓 +
` ,

一 i
一

卜 1 )
,

基本公式可

以改写为下面的形式 :

F
·

( r , 一

命
A (

`
梦,“ (

`
梦)… A (

`
: ’

·

“ ( m ,
,

( 3
.

3 )

其中

。 ( , ) 一节 (粤华华黔井异牛澳共李坚共、
.

不几 \ 1 戈万
’

十 1少
` 1 娜万

’

十 刁
.

” 1 戈厅 十 m 一 勺
/

( 3
.

4 )

基本公式的证明
.

对 m做归纳法
,

, 一 l 时
,

<( l ) 交̀ ) 一 A (及
:

) 一

公式成立
.

。 ~ 2 时
,

由递推公式 ( 1
.

10 ) 知
,

t去人
1 (天i一 l)

( 1 一 t ,

)… ( 1 一 t左` )

( ( 2 ) “
2 ,

( 1) “ 1

) 一兴 { ( z ,

( 1 ) `
1+ “ 2一 )

气U Z

<( 1 )及
, 一 ,

) 一 <2 ,

( 1 )
灸, 一 ,

>( ( l ) “
` 卜“ ,

) }

_ 上万边丛止臼过二业
.

( 0 > t ( o >

t灸i + 花2一 1

l 一 了乏i + 走: + 1

·

( l >
·

左 (左
:

一 1 )

_ A (左
,

一 2 )

二
, 左,一 ,

( 0 ) l 一 , : + * 2一 2 ( 1 )

1

( 0 )
,

刀 (天
1

+ 左
:

一 l ) A (友
;

一 2 )

, (*
咨

+ *
1

)
}

{轰繁专
~

粉粽光
_ t (互

2

一 2 )
t
(左

;

+ 天
2

一 l )
T (左

2

) T (左
:

十 友
2

)

一兴
, (左

:

+ 灸
2

) , (左
:

)

又U夕

T (天
,

+ l )
T (夜

,
+ 左

2

+ l )
’

公式成立
,

现假设基本公式在 。 一 1 时成立
,

因此有

<( 。 一 l )左
阴一 , ,

( 。 一 2 )灸
, 一 , ,

…
,

( i 一 1 ) 及̀
+ 左̀ 一 ` + , ,

…
,

( l )友
`

)

1

<o )
’ 一 ,

/ 一一一` 、 、
左 (

;

梦一 2 )刀 (心 一 2 )… A (
r 犷一 2 )… 理 (心 一 2 )

·

11 ( , )

·

11
,
(

;

{
一 ,

) 11
,
(` )

·

11
,
(

,梦一 l )

·

(万
· (

·
)̀

·

亘
· (

,
·

,一 ,
)
一’ ,

2 ,

…
, 切

.

( 3
.

5 )

其中 百获念泛)表示该项不出现 n ( 。 ) 由 ( 3
.

2 ) 式给出
,

但由推论 1
.

2 知道
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俪
.

自 )于一
,、 一 <竺二 1乏

, (
, : 一 : 、互哎二皿工互兰二二业

!
巡三兰二二二

.

<o )
、 ` 一 /

(T 玲 一 l )t (心
,

一 3 .) 二 t
(r 犷一 。 )

`

i ~ l , 2 ,

…
,
份

- ({3
.

6 )

把 ( 3 5 ) 和 ( 3
.

6 ) 两式代人递推公式 ( 1
.

1 0)
,

我们得到

( ( , )
乏。 ,

(。 一 l )灸
, 一 ` ,

…
,

( l )友
:

>

一

命馨
(一 ` ’ i 一`

(。
,

( l )
`

梦
一 ’ 一 ,

>
·

<( 。 一 l )友
,

厂 ` ,

( m 一 2 )灸
、 一 , ,

…
,

( i 一 z ) 凌̀
+ 女̀一 , + , ,

… ( z )
左,

)

<O)
艺 (一 l )

` <m 一 1>
, `

. ,。

_
。 、

Z(
,

少性 2 ) T (少二全
一 丁臼梦二 塑 )

一万万只尸一 一 月 、 I 萝 ` / 一三丁万, 二一一丁万万下
一一 二 { 一

一
一

舀 于
又U ) 1 又叮

’

一 l jt 又心
’

一 j 夕
’

“ 代叮
’

一 那夕
·

<( m 一 1 )左
。 一 ` ,

…
,

( i 一 l )
走̀ + 夜̀ 一 `+ ` ,

…
,

( l )灸
`

>

~ 丁

梁二 (夕 (一 , )
矛一 二̀于业

。 }
, )

、
.

二 ( , )

火U Z
“

“ 、福二万 火U ) /

·

(莎l() 卜
: 一 2 )

·

“ (理 一 .)z
“ (考 一 2 ,… “ (心 一 )z, .vs()

其中玲时 是由引理 2
.

2中给出的有理函数
.

因此根据引理 2
.

2可知
,

,
。

()t 一 二一戒
,
·

: 一 2 ..)
·

双
,
·

; 一 2 )
·

斌。 .)
,
(

; 梦一 2 )
·

衬
,

l()
.

又u ) ,’’
`

万三 i

·

{如而旦客
(一 ,

`

一 ;
` ” ’

}
价 俨一 2 )…

,
(碟 一 2 )

<o )
,” 一`

理 一 1 )… 了 (
,
·

:江一 l)

·

11 (。 )
了气了、

、

了T

<o )
’ ” 一`

A (
,
·

犷一 2 )… A (
,

4

架一 2 )

A (泞 一 l )… 刀 (
r
黑一 l)

·

刀 ( m )
.

最后一步再次用到推论 1
.

2
.

基本公式证毕
.

值得注意的是
,

从基本公式 ( 3
.

1) 可以看出
,

母函数 F
“

( )t 是 名 的有理函数
,

具有有限乘

积的形式

F
。

( t )
t几

~

—
,

其中

指数

又 , 入厂 , 乃i , i

11 ( l 一 , ` !

)
i = 1

一 1 , 2
,

…
,

N 都是 由 a 决定的正整数
.

这一事实是很有趣味的
.

特别是

乃
: ,

在对称群表示论中具有的意义
,

将在今后的文章中进一步讨论
.
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