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摘要 本文概述了欧氏空间中极小子流形 Gauss像值分布问题的最新研究进展,包括高维极小超曲面

Gauss 像分布的丘成桐问题, 以及高余维极小子流形的 Lawson-Osserman 问题; 介绍了作者及其合作

者近年来在这两方面的研究结果和研究方法, 并提出了进一步的相关研究问题.
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1 Bernstein 定理和 Nirenberg 猜想

极小曲面有悠久的历史, 250 多年来, 很多大数学家研究过极小曲面, 并做出重要的贡献.

设 D ⊂ R2 是平面上的区域, f 是 D 上的光滑函数, 并满足下列偏微分方程:

(1 + f2
y )fxx − 2fxfyfxy + (1 + f2

x)fyy = 0, (1.1)

则 (x, y, f(x, y)) 定义了 R3 中的极小图. 这就是非常有名的极小曲面方程. Lagrange [1] 是一个分析学

家, 他研究变分法得到了上述方程.

极小曲面方程的几何解释是曲面的平均曲率为零.

显然, 任何仿射线性函数都是极小曲面方程的解. 有没有非线性解呢? 当然是有的. 最简单的是

悬链面和正螺面. 还有很多有趣的极小曲面.

1915 年, Bernstein [2] 证明了极小曲面方程 (1.1) 在全平面的解一定是仿射线性函数, 它的图就一

定是平面.

Bernstein 定理告诉我们, 在无穷远加了条件以后, 对方程的解 f 是很强的约束, 它一定是仿射线

性函数, 它的图是平面. 这就是著名的 Bernstein 定理. 这个定理在各方面的推广, 构成 Bernstein 问

题. 极小曲面研究中最主要的是 Plateau 问题和 Bernstein 问题, 而且两者也是密切相关的.
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对曲面可定义 Gauss 映照, 曲面上面的每一点有单位法向量, 把它平行移到坐标原点, 这就定义

了曲面到单位球面的 Gauss 映照 γ. 注意到极小图的 Gauss 像落在开半球内. 据此有下列猜想:

猜想 1.1 (Nirenberg 猜想) R3 中完备的非平坦的极小曲面, 它的 Gauss 像在球面 S2 中是处处

稠密的.

2 参数极小曲面

Osserman [3] 于 1959 证明了 Nirenberg 的猜想:

定理 2.1 对 R3 中的非平坦完备极小曲面, 它的 Gauss 像在 S2 中是稠密的.

很多年后, 在 1981 年 Xavier [4] 证明了下面的定理:

定理 2.2 对 R3 中的非平坦完备极小曲面, 它的 Gauss 像在 S2 中最多缺 6 个点.

另一方面, 我们有下面的定理:

定理 2.3 [5] 设 E 是 S2 中 k (k 6 4)点的集合,则在 R3 中存在一个完备的极小曲面,它的 Gauss

像恰好缺少 E 中的点.

考察具体的极小曲面, 我们有 (1) Riemann-Schwarz 曲面, 它的 Gauss 像取满球面上所有的点;

(2) Enneper 曲面, 它的 Gauss 像缺少球面上一个点; (3) 悬链面和正螺面, 它的 Gauss 像缺少球面上

两个点; (4) Scherk 曲面, 它的 Gauss 像缺少球面上四个点.

最后, 日本数学家 Fujimoto [6] 证明了如下最佳结果:

定理 2.4 [6] 设 M 是 R3 中完备的非平坦的极小曲面, 则它的 Gauss 像至多缺少球面 S2 中的 4

个点.

定理 2.4 证明的主要方法是 (1) R3 中的极小曲面的 Weierstrass 表示; (2) 亚纯函数的值分布论.

关于极小曲面的基本方法和技巧, 参见文献 [7].

3 高维极小超曲面图

极小曲面的概念很容易推广到高维. 在 Rn+1 中, 极小超曲面图的定义函数满足方程

(1 + |∇f |2)
∑
i

∂2f

(∂xi)2
−
∑
i,j

∂f

∂xi

∂f

∂xj

∂2f

∂xi∂xj
= 0, (3.1)

其中 f 是定义在 Rn 中一个区域中的函数.

方程 (3.1) 在全空间的解是否为仿射线性函数呢? 这就是 Bernstein 定理的高维推广. 经过 Fed-

erer、Fleming、De Giorgi、Almgren、Simons [8] 和 Bombieri等[9] 大数学家的努力,运用几何测度论,这

个问题在 20 世纪 60 年代已解决. 结论是: 当维数 n 6 7 时, 方程的解只有仿射线性函数; 当 n > 7

时, 存在非线性解的反例.

Heinz [10] 首先做出了极小曲面的局部曲率估计,而将 Bernstein定理作为他的曲率估计的推论.后

来, Schoen等[11]对一类广泛的稳定极小超曲面,做出了新的曲率估计,从而,给出了 n 6 5时 Bernstein

定理的直接证明.

Moser [12] 建立了一致椭圆算子的 Harnack不等式,作为其中一个应用,得到了下列弱的 Bernstein

型定理:
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定理 3.1 [12] 设 z = f(x1, . . . , xn) 定义了 Rn+1 中极小超曲面. 如果 |∇f | 6 β < ∞, 那么, f 是

仿射线性函数, 它的图是超平面.

4 极小超曲面

问题 4.1 (丘成桐问题) Yau [13] 叙述了 R3 中极小曲面 Gauss 像的值分布问题的一系列结果后

(如第 2节所述),提出 “Can one generalize these assertions to three-dimensional minimal hypersurfaces?”

前面的结果都是 2 维的, 而对欧氏空间中高维的极小超曲面, 行之有效的复变函数论的方法和技

巧就不适用了.

应用几何测度论的方法, 有下列结果:

定理 4.1 [14] 设 M 是 Rn+1 中整体体积极小的超曲面. 如果 H1(M) = 0, 并且它的 Gauss 像缺

少 Sn−2 在 Sn 中的管状邻域, 那么, M 是超平面.

丘成桐在 1988 年重申了上一问题, 并引用了 Solomon 的结果[15]. 长期以来, 这是这个方向的唯

一结果.

1992年,在 “几何中的开问题”中, Yau [16] 说: “The work of Osserman-Xavier-Fujimoto has settled

the question of the value of the Gauss map for complete minimal surfaces in R3 (it is still not known where

the Gauss map of a complete minimal surface with finite total curvature can miss three points). There is

basically no generalization to higher dimension except the beautiful work of Solomon for all minimizing

hypersurfaces with zero first Betti number. Can one find a suitable generalization of Solomon’s theorem

by weakening the last two assumptions?. . . ”

5 我们解决丘成桐问题的方法

由于我们所考虑超曲面的 Gauss 映照是到球面的调和映照, 据此, 我们可应用球面上的凸几何和

椭圆型偏微分方程的正则性理论. 我们得到下面的定理:

定理 5.1 [17] 设 Mn ⊂ Rn+1 是完备嵌入体积整体极小的超曲面, 如果它的 Gauss 像缺少 S
n−1

+

在 Sn 中的邻域, 那么, M 一定是仿射线性子空间, 其中 S
n−1

+ 表示 Sn 中 n− 1 维的上闭半球.

事实上, 这是下列更一般结果的推论.

定理 5.2 [17] 设 Mn ⊂ Rn+1 是完备嵌入的极小超曲面. 如果 M 欧氏体积增长, 并且, 存在常数

C > 0, 对任意 y ∈ M 和 R > 0, Neumann-Poincaré 不等式对 v ∈ C∞(BR(y)) 成立:∫
BR(y)

|v − v̄BR(y)|2 ∗ 1 6 CR2

∫
BR(y)

|∇v|2 ∗ 1,

其中 BR(y) = {z ∈ M : |z−y| < R}.并且还假定它的 Gauss像缺少 S
n−1

+ 在球面 Sn中的邻域,那么, M

一定是仿射线性子空间.

与 Solomon的结果相比较,我们的定理去掉了 Solomon的定理中第一实系数同调群消没的拓扑条

件,因此很好地回答了丘成桐的问题.由于我们没用几何测度论,因此也不一定要整体体积极小的条件.

在美国数学会出版的Mathematical Reviews有如下的点评: “This interesting paper features a surprising

new result for a classical problem . . . ”

证明要点 (1) 凸支撑集;
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(2) 证明球面 Sn 上的极大凸支撑集是 Sn\Sn−1

+ ;

(3) 对任一紧子集 K ∈ Sn\Sn−1

+ 构造 K 上的严格凸函数, 并且在任一预先给定的点取最小值.

有了那一系列凸函数, 就可应用 Giaquinta-Hildebrandt 方法, 但具体论证过程仍然是很困难的.

(1) 要用磨光 Green 函数及其估计;

(2) Gauss 像的收缩迭代法;

(3) Moser 的 Harnack 不等式及 Giaquinta-Hildebrandt “望远镜” 技巧 · · ·
具体细节可参见文献 [17].

6 高余维数极小子流形及 Lawson-Osserman 问题

设 Ω ⊂ Rn 是开区域, f : Ω → Rm 是光滑映照. 如果它满足方程组
∑
i

∂

∂xi
(
√
ggij) = 0,∑

i,j

∂

∂xi

(
√
ggij

∂f

∂xj

)
= 0,

(6.1)

其中 gij = δij +
∑

s
∂fs

∂xi
∂fs

∂xj , (g
ij) = (gij)

−1, g = det(gij), 那么, 它的图 M 是 Rm+n 中的极小子流形.

Lawson 和 Osserman [18] 揭示了高余维数的极小子流形与极小超曲面不同的方方面面, 并提出了

很多有价值的问题, 其中之一是 Moser 的弱 Bernstein 定理 (见前述定理 3.1) 的高余维推广. 除了这

个问题, 其他问题迄今稀有研究. 关于 Moser 定理的高余维数推广有如下结果:

(1) Chern 和 Osserman (1967) 证明 2 维是对的, 即 Moser 结果可推广到高余维的 2 维极小曲面;

(2) Barbosa (1979) 说明了 3 维时也是对的;

(3) 在 4 维时, Lawson 和 Osserman 发现了反例: 在 R7 中有 4 维的极小锥, 它是 R7 中 4 维极小

子流形的无穷远锥. 他们在文中提出 “定量” 推广 Moser 结果问题.

对一般情形, Hildebrandt 等 [19] 给出了下列结果:

定理 6.1 [19] 设 zα = fα(x), α = 1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn 是极小曲面方程组 (6.1) 的 C2

解. 如果存在 β, 满足

β < cos−s

(
π

2
√
sK

)
, K =

1, 若 s = 1,

2, 若 s > 2,
s = min(m,n)

对任何 x ∈ Rn 使得 ∆f (x) = {det(δij + fα
xi(x)fα

xj (x))}
1
2 6 β 成立, 那么, f1, . . . , fm 是 Rn 上的仿射线

性函数, 它的图是 Rm+n 中的 n- 平面.

定理 6.1 中 ∆f (x) 是 Moser 定理中 |∇f | 在高余维数时的自然推广. 它的上界按 Lawson 和

Osserman 的反例不能任意大. 后来, 上述结果被改进为如下定理:

定理 6.2 [20] 设 zα = fα(x), α = 1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn 是 Rm+n 中定义极小子流形的

光滑函数. 如果存在 β, 满足

β <

2, m > 2,

∞, m = 1

对任何 x ∈ Rn 使得 ∆f (x) = {det(δij + fα
xi(x)fα

xj (x))}
1
2 6 β 成立, 那么, f1, . . . , fm 是 Rn 上的仿射线

性函数, 它的图是 Rm+n 中的 n- 平面.

846



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 6 期

最近,我们在进一步研究 Grassmann流形几何性质的基础上,对这个问题的研究又有很大的发展,

将结果作了本质的改进.

定理 6.3 [21] 设 zα = fα(x1, . . . , xn) (α = 1, . . . ,m) 是定义在 Rn (n > 3, m > 2) 上的光滑

函数, 使它的图 M = (x, f(x)) 是 Rn+m 中的极小子流形. 如果存在 β < 3, 且满足 ∆f := [det(δij

+
∑

α
∂fα

∂xi
∂fα

∂xj )]
1
2 6 β, 那么, f1, . . . , fm 是仿射线性的.

定理 6.4 [22] 设 zα = fα(x1, . . . , xn) (α = 1, . . . ,m) 是定义在 Rn (n > 3, m > 2) 上的函数, 使它

的图 M = (x, f(x)) 是 Rn+m 中的极小子流形. 如果存在 β0 < +∞ 并且 β1 < 3, 满足

∆f :=
[
det

(
δij +

∑
α

∂fα

∂xi

∂fα

∂xj

)] 1
2 6 β0,

对某 α 以及 i 满足 ∆f 6 β1(1 + (∂f
α

∂xi )
2)

1
2 , 那么, f1, . . . , fm 是仿射线性的.

前面说了, Lawson 和 Osserman 有例子, 它是 7 维欧氏空间中的 4 维锥, 由 3 维球面到 2 维球

面著名的 Hopf 映照生成. 也就是说, 存在 7 维欧氏空间中的 4 维光滑极小子流形, 它的无穷远锥为

Lawson-Osserman 锥. 它的 ∆f 恰为 9. 前述定理 6.3 和 6.4 的结果与此数还有差距.

7 其他相关问题

Calabi [23] 提出了 Minkowski 空间中类空极值超曲面的 Bernstein 问题, 并给出了维数不超

过 5 时的肯定回答, Cheng 和 Yau [24] 完全解决了问题. 对 Minkowski 的常平均曲率类空超曲面情

形, Palmer [25] 做了第一个结果; Xin [26] 和 Aiyama [27] 大大改进了 Palmer的结果.后来, Xin和 Ye [28]

将结果做到了最佳, 类似的结果随后也由 Cao 等[29] 得到.

对高余维数情形有 Jost和 Xin [30] 的结果.对双曲空间 H3 中常平均曲率曲面, Yu [31] 巧妙地运用

了 Bryant [32] 的 H3 中常平均曲率曲面的表示,得到了 Fujimoto定理的双曲版本. 对高维双曲空间 Hn

中的常平均曲率的超曲面的相应问题还尚未有结果, 这是值得探讨的问题.
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The value distribution under the Gauss map for a minimal
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Yuanlong Xin

Abstract In this paper, some new aspects for the value distribution of the image under the Gauss map for a
minimal submanifold in Euclidean space are reviewed, including Yau’s problem for minimal hypersurfaces and
Lawson-Osserman’s problem for higher codimension. Among them the author’s joint work with his collaborators
in recent years is described.
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