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摘要 现代金融的很多决策问题在数学上可以表述成最优停时或奇异控制问题.这些问题从偏微分方

程角度属于变分不等式问题, 相应的自由边界对应于最优策略. 本文给出金融中的一些典型的变分不

等式模型、结果及尚待解决的问题.这些模型来自现代金融的 3个重要研究方向:金融衍生品定价、投

资组合选择及公司金融.
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1 引言

在金融中, 很多问题在数学上可以建模成最优停时问题或者奇异控制问题, 而这些问题的值函数

可以由变分不等式刻画. 最优停时问题值函数满足标准的变分不等式 (参见文献 [105]),而奇异控制问

题值函数满足带梯度控制的变分不等式或拟变分不等式 (参见文献 [65]). 这些变分不等式问题都自然

推导出自由边界, 而这些自由边界对应于金融问题的最优策略. 通过研究这些变分不等式问题及其自

由边界可以刻画最优策略. 本文给出金融中的一些典型的变分不等式模型, 这些模型来自现代金融的

3 个重要研究方向: 金融衍生品定价、投资组合选择及公司金融.

金融衍生品定价起源于 Black-Scholes 的期权定价理论 (参见文献 [13]). 美式期权定价是金融中

广为所知的最优停时问题. 与仅可在到期日行权的欧式期权不同, 美式期权可在到期日及到期日之前
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的任何时刻行权. 因此, 对于美式期权, 不仅要确定其价格, 也要给出最优行权 (执行) 策略. 稍后可以

看到, 这两个问题可以同时解决: 美式期权价格由变分不等式确定, 而变分不等式隐含的自由边界对

应最优策略. 除了美式期权, 还有很多其他衍生品 (如叫价式期权、可转化债券以及一些投资问题) 可

以用最优停时问题描述.

Merton 是连续时间投资组合选择研究的先驱. Merton [100] 将 Brown 运动和效用函数引入到投

资组合模型, 由此推导出了随机控制问题. 引入比例交易费到 Merton 模型会导致奇异控制问题, 其

值函数满足的变分不等式包含两个梯度约束, 由此推导出的两条自由边界分别对应买卖边界 (参见文

献 [65]). 类似地, 带资本利得税的投资组合问题也是奇异控制问题.

Modigliani-Miller (MM) 定理 [102] 是现代公司金融理论的基本定理. MM 定理表明: 在无摩擦的

经济中, 公司的融资策略 (指股权融资或债务融资)不会影响公司价值,从而公司的市场价值与其资本

结构无关. 但是在现实中, 公司面临着税收、交易成本、破产成本和委托代理问题等诸多摩擦, 所以公

司的资本结构会影响其市场价值. 引入这些摩擦可以研究股权与债务估值、内生违约、资本结构、分

红和融资策略等. 相应的模型可以用最优停时或者奇异控制问题描述.

本文余下内容的安排如下. 第 2 节介绍由最优停时推导出的变分不等式问题及相关结果. 首先以

美式期权为例,接着介绍其他一些相关的期权定价问题,然后介绍某些用最优停时描述的投资问题,最

后给出公司资本结构与估值问题推导出的一个最优停时问题.第 3节介绍两个涉及最优停时的博弈问

题.首先介绍可转换债券定价非零和博弈问题,其债券持有者和原始股东是博弈的两个参与者,分别拥

有债转股与赎回、违约权利.该问题可以被一组变分不等式刻画. 随后介绍一个实物期权决策博弈问

题. 第 4 节介绍奇异控制问题. 首先给出带比例交易费的投资组合问题, 其次介绍类似的带资本利得

税的投资组合问题, 最后介绍动态公司金融中的奇异控制问题.

2 最优停时问题

2.1 普通美式期权

不失一般性, 在 Black-Scholes框架下考虑该问题.假定在风险中性世界, 股价 St 服从几何 Brown

运动:

dSt

St
= (r − q)dt+ σdBQ

t , (2.1)

其中, r > 0、q > 0 和 σ > 0 都是常数, 分别代表无风险利率、股票的红利率和波动率, BQ
t 是风险中性

概率空间 (Ω,F ,Q) 上的标准 Brown 运动.

以有限到期日 (T > 0)且执行价格为K的美式看跌期权为例,记 φ(S) = max(K−S, 0) ≡ (K−S)+

为其收益函数. 对于 t 6 u 6 T ,记 F (t)
u 为价格过程 {Sv}v∈[t,u] 所生成的 σ-域.令 Tt,T 为取值于 [t, T ]

的关于 σ- 域流 F (t)
u (t 6 u 6 T ) 的停时集合, 则美式期权在时刻 t 6 T 的无套利价格可表示为下述最

优停时问题:

V (S, t) = sup
τ∈Tt,T

EQ[e−r(τ−t)φ(Sτ ) | St = S], (2.2)

其中 EQ 是风险中性测度下的条件期望. 可以证明 (2.2) 中的上确界在最优停时

τ∗ = inf{u ∈ [t, T ] | V (Su, u) = φ(Su)}
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达到 (参见文献 [78, 定理 2.1] 和 [85, 定理 D.12]), 即美式期权价值首次触碰其内在价值的时刻.

类似于物理中的障碍问题 (参见文献 [121,第 3和 7章]),美式期权定价问题也可以用变分不等式

描述. 事实上, 最优停时问题 (2.2) 等价于如下变分不等式问题:

min{−LBSV (S, t), V (S, t)− φ(S)} = 0, (S, t) ∈ (0,∞)× [0, T ), (2.3)

V (S, T ) = φ(S), ∀S > 0, (2.4)

V (0, t) = K, ∀ t < T, (2.5)

lim
S→∞

V (S, t) = 0, ∀ t < T, (2.6)

其中微分算子

LBSV =
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2 ∂

2V

∂S2
+ (r − q)S

∂V

∂S
− rV.

通过比较期权价格和收益函数, 可以定义执行区域

E = {(S, t) ∈ (0,∞)× [0, T ) | V (S, t) = φ(S)}.

期权所有者在该区域上应该立刻行权,而在该区域之外持有. 不难证明,存在一条边界 S∗
p(t), t ∈ [0, T ),

使得

E = {(S, t) | 0 < S < S∗
p(t), 0 6 t < T}.

称 S∗
p(t) 为最优执行边界.

根据变分不等式理论,问题 (2.3)–(2.6)没有古典解,在 S 方向仅一阶导数连续.利用这个性质, 可

以将该问题转化为自由边界问题: 求解 (V (S, t), S∗
p(t)) 满足

LBSV (S, t) = 0, 对 S > S∗
p(t), t ∈ [0, T ), (2.7)

终端条件 (2.4)、边界条件 (2.6) 及

(价值匹配) V (S∗
p(t), t) = K − S∗

p(t), (2.8)

(光滑黏贴)
∂V

∂S
(S∗

p(t), t) = −1. (2.9)

这里价值匹配条件 (2.8)和光滑黏贴条件 (2.9)分别意味着价格 V (S, t)和对冲率 ∂V
∂S (S, t)在最优执行

边界上是连续的. 关于价值匹配和光滑黏贴条件的讨论可参见文献 [121, 第 3和 6章]、[104, 引理 4.3]

和 [24]. 人们也经常将条件 (2.9) 称为自由边界条件, 称最优执行边界 S∗
p(t) 为自由边界. McKean [98]

首先注意到美式期权定价问题可转换为自由边界问题.

当美式看跌期权没有到期日 (即永续美式期权) 时, 其价格与时间无关, 方程 (2.7) 退化成常微分

方程, 可以通过求解上述自由边界问题得到解析解. 该方法常被用到实物期权定价.

变分不等式问题 (2.3)–(2.6)通常没有解析解.二叉树方法、基于有限差分离散的投影松弛法 (pro-

jected successive overrelaxation)和惩罚方法 (penalty method)是数值求解变分不等式问题的常用方法

(参见文献 [47, 66, 121]). 二叉树方法本质上等价于一种特定的显示差分格式 (参见文献 [82]), 利用黏

性解方法可以证明二叉树方法的收敛性 (参见文献 [82, 83, 110]). Liang 等 [91, 92] 证明了二叉树方法最

优收敛阶. 惩罚方法本质上是利用非光滑 Newton 法数值求解变分不等式方程 (2.3) 的惩罚逼近方程:

LBSV + λ(φ− V )+ = 0,
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其中 λ > 0 为惩罚参数. 值得指出的是, 光滑化的惩罚逼近方程很早就被用来证明变分不等式方程强

解的存在性 (参见文献 [67]).

利用偏微分方程理论, 不难证明最优执行边界 S∗
p(t) 的一些性质, 例如, S∗

p(T−) = min(K, rK/q),

S∗
p(t) 严格单调且连续

1). 有很多研究者给出了 S∗
p(t) 在靠近到期日的渐近展开 (参见文献 [21, 26, 87,

118]). 此外, Chen 等 [27] 和 Ekström [64] 证明了当分红率 q 为 0 时, S∗
p(t) 关于时间 t 是凸的. 二者的

证明都基于 Friedman 和 Jensen [68] 关于 Stefan 问题的经典结果. Chen 等 [28] 证明了当 0 < q − r ≪ 1

时, S∗
p(t) 会丧失凸性.

2.2 期权定价中的其他最优停时问题

2.2.1 叫价式期权

叫价式期权 (shout option) 给予持有者一次重置执行价格为当前标的资产价格的权利. 以叫价式

看跌期权为例, 其无套利价格可表示为下述最优停时问题:

V (S, t) = sup
τ∈Tt,T

EQ[e−r(T−t)(max(K,Sτ )− ST )
+ | St = S].

当期权持有者在到期日 T 之前的某一时刻 t叫价时,到期时收益为 (St−ST )
+. 这相当于在叫价时刻持

有者拿到一份平价 (at the money)欧式看跌期权. 由经典的欧式期权定价公式可知,其价格为 SP (t),其

中 P (t) = e−r(T−t)N(−d−)− e−q(T−t)N(−d+), d± = 1
σ (r − q ± 1

2σ
2)
√
T − t,N(x) = 1√

2π

∫ x

−∞ e−y2/2dy.

因此, 叫价式期权价格函数 V (S, t) 满足如下变分不等式: 对于 S > 0 和 t ∈ (0, T ), 有

min{−LBSV (S, t), V (S, t)− SP (t)} = 0. (2.10)

终端条件为 V (S, T ) = (K − S)+, 边界条件为 V (0, t) = e−r(T−t)K. 当 S 很大时, V (S, t) ∼ SP (t).

定义叫价区域为 S = {(S, t) | V (S, t) = SP (t), S > 0, t ∈ [0, T )}. 通过研究叫价区域可得到最优叫
价策略. Dai 等 [46] 研究了该问题并发现存在最优叫价边界 S∗

r (t) : [0, T ) → [K,∞) ∪ {∞}, 使得

S = {(S, t) | S > S∗
r (t), t ∈ [0, T )}.

值得指出的是, 最优叫价边界 S∗
r (t) 依赖于 r 和 q 的相对大小: 若 r 6 q, 则对于任意 t < T , 都有

S∗
r (t) < ∞. 若 r > q, 则存在 t∗ ∈ (0, T ), 使得 S∗

r (t) < ∞ 当且仅当 t > t∗. 该分析部分依赖于叫价底

(shout floor) 价格的解析表达式 (参见文献 [32, 46]).

尽管上述问题类似于美式期权定价问题, 但其障碍函数 SP (t) 的特殊性给理论分析带来了困难.

Yang 等 [126] 给出了问题 (2.10) 的解的存在性和唯一性证明, 并研究了 r − q 6 σ2/2 的情形下自由边

界的有界性、单调性和光滑性. Yang [125] 获得了 r − q > σ2

2 的情形下自由边界的光滑性. Dai 等 [45]

进一步研究了有多次叫价机会的叫价式期权定价和最优叫价策略,该问题可以描述为多次最优停时问

题, 其价格函数满足一组递归式变分不等式. Dybvig 和 Loewenstein [63] 及 Dai 和 Kwok [44] 揭示了经

理人重置期权 (employee reload option) 与叫价式期权密切相关.

2.2.2 美式路径依赖期权

常见的路径依赖期权包括障碍期权、亚式期权和回望期权. 这些期权都有相应的美式产品. 下

面以美式固定敲定价格回望看跌期权为例给出其定价模型. 该期权价格依赖于一个路径依赖变量 Jt

1) Dai M. Optimal stopping and stochastic control in finance. Lecture Notes at National University of Singapore, 2021
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= min06u6t Su. 其提前执行收益函数为 (K − Jt)
+, 其中 K 是敲定价格. 期权的无套利价格为

V (S, J, t) = sup
τ∈Tt,T

EQ[e−r(τ−t)(K − Jt)
+ | St = S, Jt = J ]. (2.11)

可以证明 V (S, J, t) 满足变分不等式:

min{−LBSV, V (S, J, t)− (K − J)+} = 0, 0 < J < S < ∞, t ∈ [0, T ),

以及终端条件 V (S, J, T ) = (K − J)+, 边界条件 V (S, 0, t) = K, limS→∞ V (S, J, t) = (K − J)+. 此外,

需要在 S = J 上添加如下边界条件: ∂V
∂J |S=J = 0 (参见文献 [43, 71]).

美式障碍期权不需引入额外的路径依赖变量. 对于美式亚式期权, 类似于回望期权, 我们也需要

引入平均价格作为路径依赖变量, 其定价模型也是一个两维时间依赖的变分不等式. 浮动敲定价格美

式回望期权和亚式期权定价模型都可以通过相似变换转化为一维时间依赖的变分不等式,但固定敲定

价格情形不可以降维. 有关这些美式路径依赖期权的研究, 可参见文献 [31, 34,41–43,62,70,73,107].

2.2.3 美式多资产期权

下面以两标的资产的美式最大值看涨期权为例介绍多资产期权. 假设两个标的资产 (可以是股

票、汇率或指数等) 的价格 S1t 和 S2t 在风险中性测度下满足如下随机微分方程:

dSit

Sit
= (r − qi)dt+ σidBi

t, i = 1, 2, (2.12)

其中, B1
t 和 B2

t 是标准 Brown 运动, 二者的相关系数为 ρ; 常数 r 是无风险利率, qi 是资产 i 的分

红率, σi 是资产 i 价格的波动率. 如果期权持有者在到期日 T 之前的时刻 t 行权, 则他将得到支付

(max(S1t, S2t)−K)+. 该期权的价格函数 V (S1, S2, t) 满足变分不等式 (参见文献 [20, 80]):

min

{
− ∂V

∂t
− L12V, V − (max(S1, S2)−K)+

}
, t ∈ [0, T ), (S1, S2) ∈ R+ × R+, (2.13)

其中算子

L12V =
1

2

(
σ2
1S

2
1

∂2V

∂S2
1

+ 2ρσ1σ2S1S2
∂2V

∂S1∂S2
+ σ2

2S
2
2

∂2V

∂S2
2

)
+ (r − q1)S1

∂V

∂S1
+ (r − q2)S2

∂V

∂S2
− rV.

Broadie 和 Detemple [20] 率先研究了诸如最大值期权 (max-options)、对偶执行期权 (dual strike

options) 和价差期权 (spread options) 等典型的标的资产有两种及以上的美式期权的估值以及最优执

行问题. Jiang [80] 利用偏微分方程方法研究了美式最大 (最小) 值期权的自由边界的性质及各参数特

别是波动率对期权价格的影响.

2.2.4 其他产品

值得指出的是, 还有大量其他金融衍生品定价问题可以用最优停时和变分不等式描述及刻画, 如

一类股票抵押借贷 (stock loan) [51, 124] 和抵押贷款证券 [81, 109,123] 等.
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2.3 交易策略

很多交易策略模型可以描述为最优停时问题. 下面介绍文献 [53] 提出的模型 2). 给定概率空间

(Ω,F ,P), 记 St 为时刻 t 的股价, 满足如下随机微分方程:

dSt = St[µ(αt)dr + σdBt],

其中, αt ∈ {1, 2} 是一个两状态 Markov 链, µ(i) ≡ µi 是状态 i = 1, 2 下的期望回报率, 常数 σ 表示波

动率, Bt 是标准 Brown 运动. 过程 αt 刻画了市场状态: αt = 1 和 αt = 2 分别代表牛市和熊市. 记

Q =

(−λ1 λ1

λ2 −λ2

)

为 Markov 链 αt 的生成元, 其中 λ1 > 0 (λ2 > 0) 表示从牛市到熊市 (从熊市到牛市) 的转换强度. 假

设 αt 不可被直接观察到, 且 {αt} 与 {Bt} 相互独立, 因此买卖决策的制定只能基于股票价格. 记 Ft

为时刻 t 及之前的股价生成的 σ- 代数, 记 τn 和 νn (n = 1, 2, . . .) 分别是买入和卖出决策 {Ft}- 停时
列, t 6 τ1 6 ν1 6 τ2 6 ν2 6 · · · 6 τn 6 νn 6 · · · .

假设投资者采取全入全出 (all-in-all-out) 策略, 即在任意一个时刻投资者所有财富要么都投资于

股票, 要么全部存入银行. 这里用 i = 0 (i = 1) 表示投资者在初始时刻 t 将财富全部存入银行 (投资

于股票). 若 i = 1, 则记对应的停时序列为 Λ1 = (ν1, τ2, ν2, τ3, . . .); 若 i = 0, 则记对应的停时序列为

Λ1 = (τ1, ν1, τ2, ν2, . . .). 记 Kb ∈ (0, 1) 和 Ks ∈ (0, 1) 分别为买入和卖出股票对应的交易费率, ρ 表示

无风险利率. 为了使本文的模型有意义, 假定 µ2 − σ2

2 < ρ < µ1 − σ2

2 .

给定初始时刻 t 的股价 St = S、市场趋势 αt = α 和决策序列 Λi, 考虑投资的对数回报, 则回报

函数定义为

Ji(S, α,Λi) =


Et

{
ln

(
eρ(τ1−t)

∞∏
n=1

[
eρ(τn+1−νn)

Sνn

Sτn

1−Ks

1 +Kb

])}
, 若 i = 0,

Et

{
ln

([
Sν1

S
eρ(τ2−ν1)(1−Ks)

] ∞∏
n=2

[
eρ(τn+1−νn)

Sνn

Sτn

1−Ks

1 +Kb

])}
, 若 i = 1.

(2.14)

由于 αt 不可观察, 所以引入 pt = P(αt = 1 | Ft) 表示当前时刻 t 市场为牛市 (αt = 1) 的条件概

率. Wonham [122] 证明了 pt 满足如下随机微分方程:

dpt = [−(λ1 + λ2)pt + λ2]dt+
(µ1 − µ2)pt(1− pt)

σ
dB̂t, (2.15)

其中 B̂t 是新的 Brown 运动且

dB̂t =
d log(St)− [(µ1 − µ2)pt + µ2 − σ2/2]dt

σ
. (2.16)

给定 pt = p, 回报函数 (2.14) 可写为 Ji = Ji(p,Λi). 我们需要选取投资策略 Λi 以极大化回报函

数. 记值函数 Vi(p) = supΛi
Ji(p,Λi). 注意到 V0(p) 和 V1(p) 可以被看成空仓 (i = 0) 和满仓 (i = 1) 时

的权利金. 当空仓时,我们的回报率是 ρ,需要决定一个最佳购买股票时刻 τ 并付出成本 ln(1+Kb)以

交换满仓的权利 V1(pτ ). 当满仓时, 由方程 (2.16) 可得回报率 (µ1 − µ2)pt + µ2 − σ2/2, 需要决定一个

2) 文献 [53] 给出的是有到期日的模型, 这里给出没有到期日的稳态模型.
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最佳卖出股票时刻 ν 并付出成本 − ln(1−Ks) 以交换满仓的权利 V0(pν). 因此, 可以将该问题重新表

示为如下最优停时问题:

V0(p) = sup
τ>t

E

[ ∫ τ

t

ρdu+ V1(pτ )− ln(1 +Kb)

∣∣∣∣ pt = p

]
,

V1(p) = sup
ν>t

E

[ ∫ ν

t

[
(µ1 − µ2)pu + µ2 −

σ2

2

]
du+ V0(pν) + ln(1−Ks)

∣∣∣∣ pt = p

]
.

其对应的变分不等式如下: 对于 p ∈ [0, 1], 有
min{−LV0 − ρ, V0 − V1 + ln(1 +Kb)} = 0,

min

{
− LV1 −

[
(µ1 − µ2)p+ µ2 −

σ2

2

]
, V1 − V0 − ln(1−Ks)

}
= 0,

(2.17)

其中 L 为由 (2.15) 得到的生成算子, 即 LV = 1
2 (

(µ1−µ2)p(1−p)
σ )2V ′′(p) + [−(λ1 + λ2)p+ λ2]V

′(p).

由变分不等式 (2.17)可以定义: (1)空仓时买入区域 BR = {p ∈ (0, 1) : V1(p)−V0(p) = ln(1+Kb)};
(2) 满仓时卖出区域 SR = {p ∈ (0, 1) : V1(p) − V0(p) = ln(1 −Ks)}. 确定上述两个区域即可得最优交
易策略.

Dai等 [53] 提出了上述模型并研究其交易策略,特别地,他们证明了其交易策略是一种趋势追踪策

略. Dai 等更早的工作 [55] 给出了只交易一份股票的投资模型 3), 其交易策略也是一种趋势追踪策略.

此外,文献 [18,58]给出了基于基差套利的交易策略,该模型也可以用类似于问题 (2.17)的变分不

等式组刻画. 文献 [57,112]考虑了用到期最大 (小)价格或平均价格为参考基准的买卖股票策略,该问

题也可描述成变分不等式问题.

2.4 公司资本结构与估值

下面介绍 Leland 模型 [76,89,103]. 假设所有的投资者都是风险中性的. 企业以速率 Yt 产生息税前

利润 (earnings before interest and taxes, EBIT), 其中 Yt 服从几何 Brown 运动

dYt = µYtdt+ σYtdBt.

企业在初始时刻发行息票为 C 的可违约永续债. 债务对于企业有双重影响: 一方面, 息票支付可享受

税收减免, 企业在支付息票后的税后收入为 (1− κ)(Yt − C), 通过支付息票而享受的税盾为 κC, 其中

κ ∈ (0, 1) 为公司税率; 另一方面, 过高债务会增加企业的财务负担, 当企业无法持续经营而选择债务

违约时, 企业会面临较大破产成本. 对税盾和破产成本之间的权衡决定了企业的最优资本结构.

假设在破产时, 股东将一无所得. 股东通过选择违约时间 τ 来最大化股权价值:

E(Y ) = sup
τ>0

E

[ ∫ τ

0

e−rt(1− κ)(Yt − C)dt

∣∣∣∣Y0 = Y

]
.

由于企业只负有限责任, 故总有 E(Y ) > 0. 这个最优停时问题对应于变分不等式问题

max{LE(Y ) + (1− κ)(Y − C),−E(Y )} = 0, (2.18)

3) 该模型更适用于期货交易.
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其边界条件为 E(0) = 0和 limY→∞ E(Y ) = (1−κ)( Y
r−µ − C

r ),其中 LE(Y ) = µY E′(Y )+ 1
2σ

2Y 2E′′(Y )

− rE(Y ). 变分不等式 (2.18) 内生决定了违约边界 YB , 而 YB 决定了企业的最优违约时间, τ∗ = inf{t
> 0 | Yt 6 YB}.

在初始时刻 0,约定息票 C,债权人在给债务定价时要将企业的事后违约考虑在内.注意到上述分

析都是在给定息票 C 的情形下考虑的, 即以上定出的股权价值 E(Y0;C)、债务价值 D(Y0;C) 和违约

边界 YB(C) 都是 C 的函数. 在初始时刻, 企业要权衡债务高低带来的利弊来决定其最优资本结构或

最优杠杆, 即通过选取最优息票 C∗ 来最大化企业价值 (即股权价值与债务价值总和).

Leland所发展的这套结构化方法对后续资本结构和证券估值问题的研究有着重要影响.一些后续

研究也考虑了美国破产法案第 11 章 4) 下的公司债务的估值问题 (参见文献 [3, 19,37]).

3 最优停时与博弈论

3.1 可转换债券

可转换债券是混合型证券, 它兼具债券和股票的特点. 债券持有者定期收到息票, 并有权自行决

定将该证券换成发行公司的部分股权, 这类似于美式期权的提前执行. 典型的可转换债券还包含一个

可赎回特征, 即发行人有赎回债务的权利. Chen 等 [25] 使用结构化方法建立了一个公司与债券持有人

之间的非零和博弈模型.

下面介绍文献 [25] 中的模型. 假定在风险中性世界, 公司价值满足如下随机微分方程:

dVt = (r − δ)Vtdt+ σVtdBt.

公司通过发行单只永续可转换债券进行融资,该债券面值为 P ,息票率为 c. 债券持有者有权进行债转

股, 当公司价值为 V 时, 债权人可通过转换而得到 λV 的股份, 其中 λ ∈ (0, 1) 是事先约定的转换率.

公司也有权按照事先约定的执行价格 K 宣布赎回该债券,此时债权人可以选择接受价格 K 而被公司

赎回债券, 或者立即施行转换权, 所以宣布赎回时的债券价值为 max{K,λV }. 设公司税率为 κ, 且息

票支付享受税收减免. 公司可以选择时机宣布破产清算. 假设当公司清算时, 其资产价值损失比例为

ρ, 而债权人得到剩余全部 1− ρ 部分资产价值.

设债券持有者的转换时间为 τcon,股东的赎回时间和破产时间分别为 τcal 和 τb. 若 τcon < τb ∧ τcal

= min{τb, τcal},则债权人执行了转换权而留给原始股东 (1−λ)Vτcon . 若 τcon > τb ∧ τcal,考虑下述 3种

情形: Vτb∧τcal 6 K, K < Vτb∧τcal 6 K/λ, Vτb∧τcal > K/λ. 在第一种情形下, 不管是破产还是赎回, 股东

都将一无所得. 而当 V > K 时, 股东不应宣布破产, 即有 τb ∧ τcal = τcal. 故在后两种情形下, 股东分

别得到 Vτb∧τcal −K 和 (1− λ)Vτb∧τcal . 据此, 对于股东先采取行动 (即 τcon > τb ∧ τcal) 的情形而言, 可

定义股权和债券在时刻 τb ∧ τcal 的收益函数分别为

h(V ) =


0, V < K,

V −K, K 6 V <
K

λ
,

(1− λ)V, V > K

λ
,

和 g(V ) =

(1− ρ)V, V < K,

V − h(V ), V > K.

在时刻 τb ∧ τcal ∧ τcon 之前, 公司通过运营以速率 δVt 获得现金流, 在偿付完息票后将剩余的现金流

(δVt − (1 − κ)cP )dt 以分红的形式支付给股东. 给定公司价值 V 以及择时策略 τb、τcal 和 τcon, 记

4) 美国破产法案第 11 章给予申请破产公司一段宽限期, 在此期间公司被允许与债权人协商以重组债务.
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E(V ; τb, τcal; τcon) 和 D(V ; τb, τcal; τcon) 分别是相应的股权价值和债务价值. 根据上述分析, 在风险中

性测度下,

E(V ; τb, τcal; τcon) = E

[ ∫ τcon∧τb∧τcal

0

e−rt(δVt − (1− κ)cP )dt

+ e−r(τb∧τcal)h(Vτb∧τcal)1{τcon>τb∧τcal}

+ e−rτcon(1− λ)Vτcon1{τcon<τb∧τcal}

∣∣∣∣V0 = V

]
, (3.1)

以及

D(V ; τb, τcal; τcon) = E

[ ∫ τcon∧τb∧τcal

0

e−rtcPdt+ e−rτcon · λVτcon · 1{τcon<τb∧τcal}

+ e−r(τb∧τcal)g(Vτb∧τcal)1{τcon>τb∧τcal}

∣∣∣∣ V0 = V

]
. (3.2)

债权人和股东追求各自利益最大化, 这形成一个二人博弈:

τ∗con = arg max
τcon>0

D(V ; τ∗b , τ
∗
cal; τcon),

(τ∗b , τ
∗
cal) = arg max

τb,τcal>0
E(V ; τb, τcal; τ

∗
con).

(3.3)

由于税收和破产成本的存在, 可看出这是一个非零和博弈. 记 e 和 d 分别是股权价值 (3.1) 和债务价

值 (3.2) 的最优值函数, 定义算子

Lf(V ) =
1

2
σ2V 2f ′′(V ) + (r − δ)V f ′(V )− rf(V ).

记 SE = cl({V ∈ [0,+∞) | e(V ) = h(V ),−Le(V )>δV − (1− κ)Pc}) 为公司执行赎回或违约的集合, 其

中 cl(·) 表示集合的闭包, 而 SD = cl({V ∈ [0,+∞) | d(V ) = λV,−Ld(V )>Pc}) 表示债权人实施转换
权的集合.假设 SE ∩SD = ∅, 即排除双方同时行动的情形. 问题 (3.3)是耦合的最优停时问题,它对应

于变分不等式组: d(V ) = g(V ), V ∈ SE ,

min{d(V )− λV,−Ld(V )− cP} = 0, V ∈ Sc
E = [0,∞)\SE

和 e(V ) = (1− λ)V, V ∈ SD,

min{e(V )− h(V ),−Le(V )− (δV − (1− κ)cP )} = 0, V ∈ Sc
D = [0,∞)\SD.

此模型下股东可能在债务实值 (in-the-money) 或者虚值 (out-of-the-money) 的时候赎回, 与实证

分析相符合. 此外, 该模型也表明了信用风险和税收减免对于双方的最优策略有显著影响.

关于可转换债券定价的开创性工作可追溯至 Brennan 和 Schwartz [16, 17] 以及 Ingersoll [77]. 他们

提出了一种结构化方法来分析最优赎回和转换规则, 并对可转换债券进行估值. 其关键思想是将债券

视为公司资产的或有权益, 然后借助 Black-Scholes 和 Merton 发展起来的期权定价方法进行分析. 他

们认为,当且仅当转股价值 (即可转换债券可以换取的股权价值)等于赎回价格时, 公司才应该宣布赎
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回. 他们没有考虑公司税的影响, 在 Modigliani-Miller 定理成立的条件下, 公司证券的总市场价值便

独立于特定的转换策略. 公司通过赎回策略使股权价值最大化, 实际上是在使可转换债券的价值最小

化; 债券持有者通过转换策略使债券价值最大化, 实际上是在使股权价值最小化. 事实上, 在不考虑公

司税的情形下, 可转换债券定价问题是一个二人零和博弈问题, 这一点在文献 [16] 中已隐含提及. 沿

着二人零和博弈的框架, Ŝırbu 等 [114] 以及 Ŝırbu 和 Shreve [115] 分别考虑了永续和有限到期日的可转

换债券, 其中最优赎回和最优转换策略的决定就是公司与债权人之间的 Dynkin 博弈问题, 这里债券

几乎可类比为 Kifer意义下的博弈期权 (参见文献 [86]). 较之早期文献 [16,17,77]不同,文献 [114,115]

包括早期转换可能是最优的情形, 这需要处理一个非平凡的自由边界问题. Kallsen 和 Kühn [84] 使用

零和博弈或有权益框架来研究可转换债券, 并为这类衍生品引入了数学上严格的无套利价格概念.

3.2 实物期权

企业的许多投资决策往往是不可逆的. 将企业投资于项目的机会视为一种关于此项目的 “美式看

涨期权”, 我们便可以借助 Black-Scholes 金融期权定价及最优停时的框架来研究真实世界的择时决策

和估值问题. 这种估值框架即是所谓的实物期权 (real options) 模型. 对于传统的金融期权, 其最优执

行策略并不需要考虑期权持有者之间的策略性互动. 但是对于投资决策等实物期权问题, 考虑期权持

有者之间的策略性互动至关重要.

Dai 等 [38] 扩展了实物期权博弈模型 (参见文献 [61, 72]), 考虑了具有后发优势的双寡头策略性实

物期权执行问题. 一方面, 企业进入新的产品市场时往往会面临着高额的前置成本, 而后进入市场的

企业 (追随者) 可以通过观察、学习、模仿先进入市场的企业 (领导者) 而降低其前置成本, 从而追随

者具有后发优势 (second-mover advantage). 鉴于此, 企业有动机成为追随者来减少进入市场的前置成

本. 但另一方面, 企业为了成为追随者而过度延迟进入市场, 这又使得双方陷入了消耗战博弈.

下面介绍文献 [38] 中的模型. 假设整个市场利润由随机过程 {Xt}t>0 刻画, 其中 Xt 服从几何

Brown 运动:

dXt = µXtdt+ σXtdBt, X0 = x0 > 0, (3.4)

其中 µ 是 X 的期望增长率, σ > 0 是 X 的增长率的波动率, {Bt}t>0 是一维标准 Brown 运动. 假设

该市场中有 a 和 b 两家企业. 称抢先进入市场的企业为领导者, 而其对手为追随者. 若记企业 a 和

b 进入市场的时间分别为 τa 和 τb, 则领导者和追随者进入市场的时间分别为 τL = min{τa, τb} 和 τF

= max{τa, τb}. 记 KL > 0 和 KF > 0 分别是领导者和追随者进入市场时所付的固定成本, 成本之比

R = KL/KF 刻画了进入市场次序的优劣势大小.

随着时间演进, 该问题分为 3 个阶段: (1) 无企业进入市场时 (t < τL), 每个企业都无现金流

入; (2) 在领导者进入市场而追随者还未进入市场这段时间内 (τL 6 t < τF ), 领导者获得垄断利润

{Xs | s ∈ [τL, τF )}; (3) 当追随者进入市场之后 (t > τF ), 经济从垄断转换为双头垄断, 领导者和追随

者将平分市场利润, 二者将分别获得利润 {Xs/2 | s > τF }. 这里采用逆向归纳法分析此动态博弈:

(1) 当 t > τF 时, 两个企业平分利润, 各自值函数皆为 Π(x)/2, 其中,

Π(x) = Ex
t

[ ∫ ∞

t

e−r(s−t)Xsds

]
=

x

r − µ
,

条件期望算子 Ex
t [·] = E[· | Xt = x].
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(2) 当 τL 6 t < τF 时, 追随者的进入前值函数为

F (x) = max
τF>t

Ex
t

[ ∫ ∞

τF

e−r(s−t)Xs

2
ds− e−r(τF−t)KF

]
.

实际上, 追随者的择时问题等同于垄断者择时问题, 其最优进入时机采取触发策略, 即当市场利润高

于某个内生阈值 xF 时, 追随者便进入市场, 其最优进入时间为 τ∗F = inf{s > t | Xs > xF }. 对于
t ∈ [τL, τ

∗
F ), 领导者的进入后值函数为

L(x) = Ex
t

[ ∫ ∞

t

e−r(s−t)Xsds−
∫ ∞

τ∗
F

e−r(s−t)Xs

2
ds

]
,

上式右端第一项表示时刻 t之后领导者能够一直垄断市场的价值;而第二项则表示在时刻 τ∗F 之后,由

于追随者进入市场而导致领导者损失的价值. 这里 F (x) 和 L(x) 都可求得闭合解.

(3) 当 t < τL 时, 对给定的进入策略 (τa, τb), 企业 i 在时刻 t 的值函数 Ji(x) 为

Ex
t

[
e−r(τL−t)

(
1τi<τ−i

(L(Xτi)−KL) + 1τi>τ−i
F (Xτ−i

) + 1τi=τ−i

L(Xτi)−KL + F (Xτi)

2

)]
, (3.5)

其中 −i表示企业 i的对手. (3.5)中的 3项依次刻画了企业 i是领导者、追随者或同时进入者的情形.

给定对手 −i 的进入时间 τ−i, 企业 i 选择其进入时间 τi 以最大化 (3.5) 的值.

当进入成本比 R 足够大时, 后发占绝对优势, 对任何市场利润水平 x, 企业都愿意做追随者. 记

λi(Xt) 为企业 i 在时间区间 [t, t + dt] (其中 t 6 τL) 的市场进入率. 记 Φ 为所有可行的 Markov 混合

策略对, 称 Markov 策略对 (λa(·), λb(·)) 为可行的, 是指它满足可积性条件: 对于任意 t > 0, 几乎必然

有
∫ t

0
λi(Xs)ds < ∞. 给定 Xt = x > 0 和 Markov 混合策略对 (λa, λb), 记 Ji(x;λa, λb) 为企业 i 在时

刻 t 的值函数. 如果可行策略对 (λ∗
a, λ

∗
b) 满足条件

Ja(x;λ
∗
a, λ

∗
b) > Ja(x;λa, λ

∗
b), ∀ (λa, λ

∗
b) ∈ Φ,

Jb(x;λ
∗
a, λ

∗
b) > Jb(x;λ

∗
a, λb), ∀ (λ∗

a, λb) ∈ Φ,
(3.6)

则称 (λ∗
a, λ

∗
b) 为一个 Markov 完美混合策略均衡. 记 Vi(x) = Ji(x;λ

∗
a, λ

∗
b) 为企业 i 的均衡值函数. 考

虑对称均衡 λ∗(x) = λ∗
a(x) = λ∗

b(x), 可以证明在均衡时, Va(x) = Vb(x) = V∗(x), 其中 V∗(x) 是变分不

等式问题 (3.7)–(3.9) 的唯一解:

max

{
σ2x2

2
V ′′
∗ (x) + µxV ′

∗(x)− rV∗(x), (L(x)−KL)− V∗(x)

}
= 0, x > 0, (3.7)

满足边界条件

V∗(x) = 0, 当 x = 0 时, (3.8)

V∗(x)− (L(x)−KL) → 0, 当 x → ∞ 时. (3.9)

当 V∗(x) > L(x) −KL 时, 抢先进入市场是次优的, 均衡进入率 λ∗(x) = 0; 当 V∗(x) = L(x) −KL 时,

均衡进入率有显式解

λ∗(x) =
rL(x)− [σ

2x2

2 L′′(x) + µxL′(x)]− rKL

F (x)− (L(x)−KL)
> 0.
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作为实物期权研究的先声, McDonald 和 Siegel [96] 研究了在不确定环境下不可逆投资的择时问

题. 在这个模型中, 投资择时决策可视为一个美式看涨期权的执行问题. Dixit 和 Pindyck [61] 以及

Trigeorgis [119] 对实物期权问题进行了很好的总结. 关于实物期权结合博弈论的专著可参考文献 [33,

116]. Bensoussan 和 Friedman [9, 10] 引入了与先前提到的 Dynkin 博弈类似而略有不同的一类博弈

问题, 通常称为停时博弈. 诸如抢先进入 (preemption) 博弈和消耗战 (war of attrition) 博弈 (参见文

献 [69, 第 4 章] 和 [90]) 等常见的非随机择时博弈都可视为停时博弈的特例.

4 奇异控制问题

4.1 带比例交易费的投资组合问题

假定市场有两种资产: 无风险债券和股票, 股票价格遵循几何 Brown 运动. 在时刻 t 投资者分别

持有价值为 Xt 和 Yt 的无风险债券和股票. 在有交易费的情形下, 资产动态过程为

dXt = (rXt − Ct)dt− (1 + θ1)dLt + (1− θ2)dMt, (4.1)

dYt = µYtdt+ σYtdBt + dLt − dMt, (4.2)

其中, r > 0是无风险利率, µ > r 和 σ > 0分别是股价的期望增长率和波动率, Bt 是标准 Brown运动,

Ct > 0是消费率,非负不减过程 Lt 和 Mt 分别表示买进和卖出股票对应的累计价值,且 L0 = M0 = 0,

常数 θ1 ∈ [0,∞) 和 θ2 ∈ [0, 1) 分别表示买进和卖出股票对应的比例交易费率.

由于 µ > r, 所以可假定投资者从不卖空股票, 即 Yt > 0. 由于存在交易费, 对于在 t 时刻的任意

Yt > 0 和 Xt, 定义投资者的净财富为 Wt = Xt + (1− θ2)Yt. 我们要求投资者的净财富非负, 因此定义

偿付区域为

S = {(x, y) ∈ R2 | x+ (1− θ2)y > 0, y > 0}.

给定初始位置 (X0, Y0) = (x, y) ∈ S , 若消费 - 投资策略 {(Ct, Lt,Mt)}t>0 使得满足动态 (4.1) 和

(4.2) 的过程 (Xt, Yt) 始终在 S 内, 则称该策略是允许的. 定义这个容许投资策略集合为 A0(x, y).

投资者的效用来自累积消费和终期财富,他所面临的问题是从允许的策略集中选择最优策略以达

到跨期消费的期望效用最大化:

sup
(L,M,C)∈A0(x,y)

E

[ ∫ ∞

0

e−βsU(Cs)ds

]
, (4.3)

其中, β > 0是折现因子, U(·)为投资者的效用函数. 因为控制过程可以是非连续的,所以问题 (4.3)是

一个奇异控制问题. 用 V ∗(x, y) 表示值函数, 其中 (x, y) ∈ S .

不失一般性, 考虑对数效用函数的投资者, 即 U(C) = ln(C). 可以证明 V ∗(x, y) 满足下述带梯度

约束的变分不等式 (参见文献 [65, 88,113]):

max{Lu, (1− θ2)ux − uy,−(1 + θ1)ux + uy} = 0, (x, y) ∈ S , (4.4)

其中

Lu =
1

2
σ2y2uyy + µyuy + rxux − βu− (1 + ln(ux)).
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由效用函数的齐次性有, 对于任意正常数 ρ, 都有

V ∗(ρx, ρy) = V ∗(x, y) +
ln ρ

β
, (4.5)

因此

φ

(
x

y

)
≡ V ∗

(
x

y
, 1

)
= V ∗(x, y)− ln ρ

β
. (4.6)

进一步令 w(x) = βφ(x), 则可以将问题转化为如下带梯度约束的椭圆变分不等式:

min

{
− L1w,

1

x+ 1− θ2
− wx, wx − 1

x+ 1 + θ1

}
= 0, −(1− θ2) < x < +∞, (4.7)

其中

L1w =
1

2
σ2x2∂xxw + β2x∂xw + β1 − β(1− log β + w + lnwx),

β2 = −(α− r − σ2), β1 = α− 1
2σ

2.

定义 v = wx, 可以证明 v 满足如下的双障碍问题 (参见文献 [36, 54]):
−L2v = 0,

1

x+ 1 + θ1
< v <

1

x+ 1− θ2
,

−L2v 6 0, v =
1

x+ 1− θ2
,

−L2v > 0, v =
1

x+ 1 + θ1
,

(4.8)

其中

L2v =
1

2
σ2x2vxx − (α− r − 2σ2)xvx − (α− r − σ2)v − β

(
v +

vx
v

)
. (4.9)

定义卖区、买区和非交易区域分别如下:

SR =

{
x ∈ Ω : v =

1

x+ 1− θ2

}
BR =

{
x ∈ Ω : v =

1

x+ 1 + θ1

}
NR =

{
x ∈ Ω :

1

x+ 1 + θ1
< v <

1

x+ 1− θ2

}
,

(4.10)

其中 Ω = (−(1− θ2),+∞). 可以证明存在自由边界 xs, xb ∈ Ω, 使得

SR = {x ∈ Ω : x 6 xs}, BR = {x ∈ Ω : x > xb}. (4.11)

当投资者在买区 (卖区) 时, 他的最优策略是买入 (卖出) 适量股票, 使得他的持仓调整到对应的自由

边界.

(1)无穷时域下交易策略刻画. Merton [99] 率先将连续时间随机模型应用于金融市场研究.在没有

交易费的情形下, Merton表明: 相对风险厌恶投资者的最优投资策略是保持每项资产占总财富的比例

恒定. 为了实施这一策略,投资者需要持续不断地交易. Magill和 Constantinides [95] 在 Merton模型中
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引入比例交易费并洞察到非交易区域的存在,交易只在非交易区域的边界上发生. Davis和 Norman [60]

首次对带比例交易费的投资组合问题进行严谨的理论分析并部分刻画了交易策略. 借助黏性解概念,

Shreve 和 Soner [113] 完全刻画了无限时域下最优交易策略. 然而他们的方法不能刻画有限时域下的最

优交易策略.

(2) 有限时域下交易策略刻画. 对于有限时域下带交易费的投资组合问题, 困难之处在于对应的

自由边界 (最优策略)随时间而变化. Liu和 Loewenstein [94] 基于 Carr [23] 在研究美式期权时所提出的

随机化技巧, 部分刻画了时间依赖的最优投资策略. Dai 和 Yi [54] 借助等价问题 (4.8) 通过偏微分方程

方法完全刻画了时间依赖的最优投资策略. Dai 等 [36] 进一步将这个结果延拓到带交易费的有限时域

幂效用下投资消费问题. 实质上, 文献 [36, 54] 所用到的方法是基于奇异控制与最优停时之间的联系.

进一步地, Dai 等 [52] 和 Dai 等 [39] 将 Dai 和 Yi [54] 的方法分别扩展到有交易费的连续时间均值 - 方

差分析问题和带组合约束的最优投资问题.

(3)多风险资产情形. 较之仅有单个风险资产的最优投资与消费问题,关于多个风险资产情形的文

献相对有限. Akian等 [1] 对 CRRA (constant relative risk aversion)投资者面对多个风险资产的问题进

行了理论和数值分析. Liu [93] 考虑了 CARA (constant absolute risk aversion) 投资者面对多个不相关

风险资产情形下的最优消费和投资策略,他发现在这种情形下问题可转化为单个风险资产投资消费模

型. 当风险资产相关时,对于 CRRA投资者和 CARA投资者, Chen和 Dai [29] 证明了非交易区都有角

点. Dai和 Zhong [56] 结合惩罚方法和有限差分方法对这类问题进行了数值分析. Bichuch和 Shreve [12]

考虑了可交易风险资产为两个相关的期货合约情形下的投资消费问题.

(4) 渐近分析. 在无穷时间和单个风险资产的情形下, Shreve 和 Soner [113] 给出了值函数和自由边

界关于交易费的渐近分析,他们得出了交易费 θ 对于值函数和交易边界的影响是 θ1/3 阶. 但是他们只

能处理 CRRA 投资者 U(w) = wp (0 < p < 1) 的情形. 之后, Janeček 和 Shreve [79] 去掉了对于 p 的假

设. Soner 和 Touzi [117] 将此关于交易费的渐近分析拓展到了一般的效用函数和标的资产的价格模型.

后续 Possamäı 等 [108] 将文献 [117] 的结果推广到了高维情形. 其他关于小交易费的渐近分析问题可

以参见文献 [5, 120] 等.

相较而言, 关于资产相关系数的渐近分析文献较少. Atkinson 和 Ingpochai [4] 考虑了当相关系数

和交易费同时接近于 0 的情形的渐近展开. 而 Chen 等 [30] 的渐近分析只需要相关系数接近于 0.

(5)带固定交易费问题. 在交易中, 投资者除了面对比例交易费, 也可能面对固定交易费 (例如, 每

次交易无论数量多少, 都要支付一笔中介费). 在固定交易费下, 投资者将面对一个脉冲控制问题, 其

值函数满足拟变分不等式. 在一定假设下, Øksendal 和 Sulem [106] 考虑了该问题并证明了值函数是拟

变分不等式问题的唯一黏性解. Altarovici 等 [2] 对更一般情形给出了理论分析. 由于脉冲控制问题的

值函数通常没有凸性, 这对研究其自由边界的存在性带来挑战.

除了固定交易费问题, 脉冲控制也被应用于其他金融问题, 如与行为金融相关的处置效用最大化

问题 (参见文献 [6, 50,75]).

4.2 带资本利得税的投资组合问题

资本利得税对个体的消费投资决策制定有着重要影响. 在证券市场中, 资本利得税往往比交易费

高得多. 资本利得税与交易费不同之处在于: (i) 投资者为资本利得纳税, 但所遭受的资本损失会得到

税收返还; (ii) 资本利得的纳税额取决于所持股票的购买价格, 即税基 (tax basis), 这导致了很强的路

径依赖性.
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下面介绍文献 [8, 11] 中的模型. 与带交易费的投资消费问题一样, 假设市场有两种资产, 税后利

率为 r 的无风险债券以及价格 St 服从几何 Brown 运动的股票. 投资者需要支付资本利得税但没有

交易费. 在时刻 t 投资者分别持有价值为 Xt 和 Yt 的无风险债券和股票. 用 Kt 表示投资者在时刻 t

所持有股票的购买价值, 即税基. 用 dLt 表示 t 时刻购买股票的金额, 而 dMt 表示 t 时刻出售的股票

份额占总份额的比例. 假定税率为 α, 以平均购买成本计算税基变化, 则在时刻 t 卖掉的股票要缴税

α(Yt−−Kt−)dMt (若 Yt < Kt,则表示税收返还),而由出售股票而导致税基减少 Kt−dMt. 在时刻 t购

买的股票不用交税, 但导致税基增长 Kt−dLt. 因此, Xt、Yt 和 Kt 的动态过程为

dXt = (rXt− − Ct)dt− dLt + [Yt− − α(Yt− −Kt−)]dMt,

dYt = µYt−dt+ σYt−dBt + dLt − Yt−dMt,

dKt = dLt −Kt−dMt,

(4.12)

其中 Ct 是消费率.

记 Zt = Xt + Yt − α(Yt −Kt) = Xt + (1− α)Yt + αKt 为投资者在时刻 t 的税后清算值. 假设要求

税后清算值非负且无卖空行为, 则定义偿付区域为

S = {(x, y, k) ∈ R3 | y > 0, k > 0, z = x+ (1− α)y + αk > 0}.

给定初始位置 (X0, Y0,K0) = (x, y, k) ∈ S , 若消费 - 投资策略 {(Ct, Lt,Mt)}t>0 使得满足动态 (4.12)

的过程 (Xt, Yt,Kt) 始终在 S 内, 则称该策略是允许的. 投资者的目的是选择允许策略以最大化跨期

消费的期望效用 E[
∫∞
0

e−βtU(Ct)dt], 其中, β > 0 是折现因子, 投资者的效用函数为 U(C) = Cγ/γ,

γ < 1, γ ̸= 0.

用 V ∗(x, y, k) 表示投资者的值函数 5). Ben Tahar 等 [7, 8] 证明了值函数 V ∗(x, y, k) 是下述变分不

等式问题的一个黏性解:

max{Lu+ U∗(ux),Bu,Su} = 0, (x, y, k) ∈ S , (4.13)

其中,

Lu =
1

2
σ2y2uyy + µyuy + rxux − βu, U∗(s) = sup

c>0
{U(c)− cs}, ∀ s > 0,

Bu = −ux + uy + uk, Su = [(1− α)y + αk]ux − yuy − kuk.

建模关键 上述模型最早由 Ben Tahar等 [7, 8] 给出,建模的关键在于采用平均成本计算税基.该想

法最早由 Dammon 等 [59] 在建立带资本利得税的多期离散时间投资消费模型时提出. Dai 等 [49] 进一

步延伸到平均持有时间, 以此建立了具有长税和短税市场下的投资消费模型. Dai 等 [48] 考虑了年末

交税的投资组合问题. 最近, 该平均成本建模思想也被 Dai 等 [40] 用到有科技进步的工业均衡模型中.

解的非唯一性 可以验证对于任意足够大的常数 A, 形如 V̂ (x, y, z) = Azγ/γ 的函数都是方程

(4.13) 的黏性解. 该方程黏性解不唯一的原因在于: 当 y = k = 0 时, 算子 Su ≡ 0, 从而方程 (4.13) 在

{y = k = 0} 处退化为 max{Lu+ U∗(ux),Bu} 6 0, 这没有提供足够多的信息来保证解的唯一性. 值得

指出的是, 其他类似利用平均成本来建模的问题都会导致解没有唯一性.

5) 本文总是选取合适的参数使得没有资本利得税的投资消费问题值函数是有限的.
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由于缺乏唯一性, 一个自然的问题是, 变分不等式问题 (4.13) 哪个解对应值函数? 如何求解该问

题得到值函数及最优策略? Bian 等 [11] 考虑了变分不等方程 (4.13) 的惩罚近似方程

Lu+ U∗(ux) + λz(Bu)+ + λ(Su)+ = 0.

他们证明了上述惩罚方程有唯一黏性解 V (x, y, k;λ) 且收敛到原始问题的值函数, 即

lim
λ→∞

V (x, y, k;λ) = V ∗(x, y, k).

进一步地, 他们证明了 V ∗ 是方程 (4.13) 的最小黏性解.

尚待解决的问题 由于采用了平均成本, 值函数关于自变量不再是上凸的, 这给理论分析带来了

很大的困难. 特别地, 我们无法像交易费问题那样证明交易边界的存在性并刻画交易边界. 此外, Cai

等 [22] 利用渐近分析得到了值函数和交易边界关于小参数的渐近展开, 但如何严格证明该展开的阶也

是值得考虑的问题.

4.3 动态公司金融

公司的资本结构、现金管理、股利政策和投资决策是公司金融研究的重要内容. Bolton, Chen 和

Wang [14] (后文简称 BCW) 提出了一个动态的投资、融资、分红和风险管理模型, 该模型扩展了经典

的 Hayashi模型和 Miller-Orr模型 (参见文献 [74,101]),它不仅考虑了企业的资本累积过程,还着重考

虑了企业的流动性 (现金) 管理.

下面在风险中性测度下介绍 BCW模型,且不考虑债务融资.企业利用实物资本进行生产,而投资

It 和折旧 δKt 影响资本存量 Kt 的动态,

dKt = (It − δKt)dt, t > 0.

假设企业在 t时刻的运营收入为 Kt(µdt+σdBt),它与资本存量 Kt 成比例,其中 Bt 是风险中性测度下

的标准 Brown 运动, 用来刻画收入或生产冲击. 企业在进行投资时会面临调整成本 G(I,K) = K · g(i)
= K · θi2/2, 其中, i = I/K, θ 为调整成本参数. 于是, 企业经过时间增量 dt 的营业利润增量 dYt 满足

dYt = Kt(µdt+ σdBt)− [It +G(It,Kt)]dt, t > 0.

记 {τ1, τ2, . . .} 为融资时间, {M1,M2, . . .} 为融资数额. 假设企业通过发行新股融得资金 Mi > 0,

它所付出的成本为 ϕK + γMi, 其中, 固定成本 ϕK 与企业资本存量 K 成正比, γ > 0表示比例成本参

数. 由于固定成本的存在, 所以模型涉及脉冲控制问题. 企业的持有现金动态为

dWt = dYt + (r − λ)Wtdt− dUt, t ∈ (τi, τi+1),

Wτi = Wτi− +Mi,

其中, (r − λ)Wtdt 刻画了企业的储蓄回报, 参数 λ > 0 反映了现金的持有成本, dUt 表示股利支付. 当

企业耗尽其现金 (Wt = 0) 时, 它面临两种选择: 要么通过稀释股权再融资以维持经营, 要么清算其资

产结束运营.企业选择投资策略 I、分红策略 U、融资策略 ν = {(τi,Mi)}及清算时间 τ 来最大化企业

利益:

P (K0,W0) = sup
I,U,ν,τ

E

[ ∫ τ

0

e−rtdUt −
∑
τi<τ

e−rτi(Mi + ϕK + γMi) + e−rτ (lKτ +Wτ )

]
,
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其中 lKτ 表示企业的清算值.

企业可以通过分红的方式来降低持有过多现金而带来的成本,从而确保现金的边际价值不低于 1,

即 PW > 1. 此外, 企业可以在任何时刻进行融资或者清算, 所以企业价值不会低于其即刻融资价值

PM (K,W ) = supM>0 P (K,W + M) − M − (ϕK + γM) 与即刻清算价值 lK + W , 即有 P (K,W ) >
max{PM (K,W ), lK +W}. 企业除了运用上述的分红、融资和清算策略, 还应该有一个仅使用内部资

金而不采取其他行动的区域. 利用最优性可知企业价值 P (K,W ) 满足下述变分不等式: 对于 K > 0,

W > 0, 有

max{LP (K,W ), 1− PW (K,W ), PM (K,W )− P (K,W ), (lK +W )− P (K,W )} = 0, (4.14)

其中

LP (K,W ) = max
I

(I − δK)PK + [(r − λ)W + µK − I −G(I,K)]PW

+
σ2K2

2
PWW − rP (K,W ).

投资的一阶条件给出 1 + GI = PK(K,W )/PW (K,W ). 在无摩擦资本市场中 (即在 Modigliani-Miller

定理成立的条件下), 现金的边际价值 PW = 1, 此时结论与新古典投资理论相吻合: 最优投资在边际 q

等于边际调整成本时达到, 即 PK = 1 + GI(I,K). 而 BCW 模型提供了新的洞察: 融资成本越高, 现

金的边际价值 PW 越高, 企业的投资 I 会减少. 变分不等式 (4.14) 刻画了 4 个区域: (1) 无行动区域

(LP (K,W ) = 0); (2) 分红区域 (PW (K,W ) = 1); (3) 外部融资区域 (P (K,W ) = PM (K,W )); (4) 清算

区域 (P (K,W ) = lK +W ).

利用该模型的齐次性质, 有 P (K,W ) = Kp(w), w = W/K, 可将上述问题 (4.14) 降维为

max
{
L̃p(w), 1− p′(w),

(
sup
m>0

p(w +m)− ϕ− (1 + γ)m
)
− p(w), (l + w)− p(w)

}
= 0, w > 0,

其中,

L̃p(w) = max
i

(i(w)− δ)(p(w)− wp′(w)) + ((r − λ)w + µ− i(w)− g(i(w)))p′(w)

+
σ2

2
p′′(w)− rp(w),

m = M/K 为融资 - 资本比. 企业耗尽现金时必须通过权衡从融资和清算两个选项中择一, 于是赋予

边界条件 p(0) = max{supm>0 p(m) − ϕ − (1 + γ)m, l}. 最优外部融资与分红策略可以被公司的现金 -

资本比 w 的一个内生双障碍问题完全刻画.

Bolton 等 [15] 建立了关于受金融约束的公司在不确定情形下的投资、股权再融资、清算和公司储

蓄的整合理论, 刻画了公司的内生增长期权、放弃期权和股利政策. 通过引入外部融资成本, 文献 [15]

实际上整合了两方面的文献, 即以 McDonald 和 Siegel [96, 97] 及 Dixit 和 Pindyck [61] 为代表的经典实

物期权文献和以 Miller 和 Orr [101] 为代表的公司现金管理文献. 从数学上看, 该模型是一个二维随机

控制问题, 公司价值及其决策依赖于运营收入和现金持有两个状态变量, 并且状态空间被内生地划分

为互不相交的子区域: 投资区域、分红区域、无行动区域、融资区域和清算区域. Dai 等 [35] 扩展了文

献 [14]的单部门模型,建立了一个关于多部门企业的流动性管理、股利支付、外部融资和部门出售 (分

拆) 以及投资的动态模型. 公司的优化问题综合了奇异控制 (股利支付)、脉冲控制 (外部融资)、最优

停时 (部门出售) 和凸控制 (投资) 4 种控制问题. 关于动态公司金融的专著, 可参见文献 [103,111].
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5 结论

本文介绍了金融中一些典型的变分不等式模型, 这些模型主要来自金融衍生品定价、投资组合选

择和公司金融中的最优停时或奇异控制问题. 本文可供对该领域有兴趣的研究者参考.
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108 Possamäı D, Soner H M, Touzi N. Homogenization and asymptotics for small transaction costs: The multidimensional

case. Comm Partial Differential Equations, 2015, 40: 2005–2046

109 Qian X S, Jiang L S, Xu C L, et al. Explicit formulas for pricing of callable mortgage-backed securities in a case of

prepayment rate negatively correlated with interest rates. J Math Anal Appl, 2012, 393: 421–433

110 Qian X S, Xu C L, Jiang L S, et al. Convergence of the binomial tree method for American options in a jump-diffusion

model. SIAM J Numer Anal, 2005, 42: 1899–1913

111 Sagliaschi U, Savona R. Dynamical Corporate Finance. An Equilibrium Approach. Cham: Springer, 2021

112 Shiryaev A, Xu Z, Zhou X Y. Thou shalt buy and hold. Quant Finance, 2008, 8: 765–776

113 Shreve S E, Soner H M. Optimal investment and consumption with transaction costs. Ann Appl Probab, 1994, 4:

609–692
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Variational inequality problems in finance
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time or singular stochastic control problems. These problems belong to variational inequality problems from the
point of view of partial differential equations, and the corresponding free bounds correspond to optimal strategies.
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