
中国科学 : 数学 2019年 第 49卷 第 7期 : 991∼ 1008

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Ma R G. Branching interacting particle systems with mutation and related limit theorems (in Chinese). Sci Sin

Math, 2019, 49: 991–1008, doi: 10.1360/SCM-2018-0149

c⃝ 2019《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

带变异的分枝交互粒子系统和相关的极限定理

马儒刚

中央财经大学统计与数学学院, 北京 100081

E-mail: marg@cufe.edu.cn

收稿日期: 2018-02-24; 接受日期: 2018-05-14; 网络出版日期: 2019-03-07

国家自然科学基金 (批准号: 11501585) 和中央财经大学学科建设经费资助项目

摘要 本文用 Poisson 随机测度驱动的随机积分方程构造一类带变异的分枝交互粒子系统. 首先证明

在某些条件下其重整化极限是同时具有局部和非局部分枝机制的超过程, 其底运动是平凡的; 其次证

明在另外的一些条件下, 其重整化极限是具有局部分枝机制和非平凡底运动的超过程.
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1 引言

分枝粒子系统有着广泛的应用, 在一定的条件下, 其重整化过程会收敛到超过程, 参见文献 [1,

第 4 章]. 在研究局部正则的人口模型中, 文献 [2] 用 Poisson 随机测度驱动的随机方程给出了带竞争

的分枝粒子系统的轨道表示,并且证明了在不同的条件下重整化过程会收敛到不同的超过程. 文献 [3]

对文献 [2] 中的模型进一步地推广, 考虑了粒子会变异的情形, 即新出生的粒子以一定的概率没有继

承 “母亲” 的特征而产生了变异, 并且个体的出生率、死亡率和变异率均依赖于它们的特征与粒子之

间的相互作用. 文献 [2, 3] 也证明了不同的重整化过程会收敛到不同的超过程. 由于文献 [2, 3] 都只考

虑了一个粒子每次只能产生一个后代的情形, 所以最后得到的作为极限的超过程具有连续的轨道. 本

文的目的是将文献 [3] 中考虑的模型推广到一个粒子每次可以产生任意多个后代的情形, 从而得到不

连续的极限超过程.

借鉴文献 [3], 我们用随机方程的方法构造一般的带变异的分枝交互粒子系统. 实际上, 由文献 [1,

第 99 页] 可知, 粒子的变异可以看作粒子进行了非局部分枝. 为简单起见, 假设粒子的特征取值于实

数空间 R. 假设粒子的出生率、死亡率和变异率不仅依赖于它们自己的特征值, 还依赖于整个系统中

的粒子. 本文第 2 节详细地介绍这类模型, 并用 Poisson 随机测度驱动的随机积分方程给出这类过程

的轨道刻画, 并证明与之相关的一些性质. 第 3 节证明对这类过程进行重整化之后在不同的条件下有

不同的极限. 由于粒子之间的交互作用破坏了它们的独立性, 再加上一个粒子一次可以产生任意多个
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后代使得极限超过程没有连续的轨道,这便使得我们不能用经典的方法确定重整化之后取极限得到的

超过程的分布的唯一性. 为此, 我们借助文献 [4–6] 中随机方程的方法来解决这个问题.

记号 令 N = {0, 1, 2, . . .}, N+ = N\{0}, R+ = [0,∞). 对任给拓扑空间 V ,令 B(V )是 V 上的有界

可测函数组成的集合.令 D(R+;V )表示 R+ 到 V 上的左极右连轨道组成的空间并赋予 Skorokhod拓

扑. 令 B(R) 赋予上确界范数 ∥ · ∥. 令 C(R) 表示所有有界连续函数的集合, C0(R) 和 C2(R) 分别表示
C(R) 中在无穷远点取值为 0 的函数和有连续的二阶导数的函数组成的集合, C2

c (R) 表示 C2(R) 中有
紧支撑的函数的集合.用上标 “+”表示函数空间中的非负函数组成的集合,例如, B(R)+. 令 M(R)表
示 R 上的有限测度组成的空间并赋予弱收敛拓扑, M1(R) 表示 R 上的概率测度. 对任意的 µ ∈M(R)
和 f ∈ B(R), 令 ⟨µ, f⟩ =

∫
R fdµ. 对任意的 b > a, 令

∫ b

a
=

∫
(a,b]

.

2 带变异的分枝交互粒子系统

本节将用带跳的随机积分方程构造带变异的分枝交互粒子系统并给出一些性质.

令 Mδ(R) 表示 M(R) 中所有有限点测度的集合, 即

Mδ(R) =
{ n∑

i=1

δxi , n > 0, x1, . . . , xn ∈ R
}
,

其中 δx 表示质量集中在 x 上的 Dirac 测度. 令 I(t) ∈ N 表示 t 时刻的粒子数量, x1t , . . . , x
I(t)
t 表示它

们的特征值. 定义

νt =

I(t)∑
i=1

δxi
t
,

则 νt 取值于 Mδ(R), 描述了在 t 时刻粒子特征的分布情况.

给一个粒子系统 ν 和特征 x ∈ R, 令 b(x, ν) 和 d(x, ν) 分别表示特征为 x 的粒子的出生率和死亡

率. 例如, 在文献 [3] 中, b(x, ν) = b(x,
∑I

i=1 V (x− xi)), d(x, ν) = d(x,
∑I

i=1 U(x− xi)), 其中 V 和 U 为

特定的函数. 令 ρ(x, ν) 表示特征为 x 的粒子产生的后代的特征会发生变异的概率. 令 π(x, ν, θ)dθ 和

m(x, ν, θ, z)dz 均为概率分布, 用来刻画粒子变异之后特征的分布情况. 为了讨论粒子每次产生的后代

数量, 引入以下两个母函数. 令 g ∈ B(R ×M(R)× [−1, 1]) 和 h ∈ B(R×M(R)× R× [−1, 1]) 满足对

任意的 x, θ ∈ R 和 ν ∈M(R), 有

g(x, ν, z) =
∞∑
j=0

pj(x, ν)z
j , z ∈ [−1, 1],

h(x, ν, θ, z) =
∞∑
j=0

qj(x, ν, θ)z
j , z ∈ [−1, 1].

另外, 假设

ḡ := sup
x,ν

gz
′(x, ν, 1) <∞,

h̄ := sup
x,ν,θ

hz
′(x, ν, θ, 1) <∞.

一个参数为 (b, d, ρ,m, g, h) 的带变异的分枝交互粒子系统可以大致地描述如下:
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(1) ν0 ∈Mδ(R) 表示粒子系统在 0 时刻的配置.

(2) 粒子可以自然死亡或者在竞争的压力下死亡, 所以粒子的死亡率 d 既依赖于其特征还依赖于

整个粒子系统 νt. 对于一个在时刻 r > 0 存活的特征为 x 的粒子, 其在 [r, t) 期间仍存活的条件概率

为 exp{−
∫ t

r
d(x, νs)ds}.

(3) 粒子的出生率为 b. 对于一个特征为 x 的粒子, 以 1 − ρ(x, ν) 的概率产生的后代不会发生变

异, 特征仍为 x, 产生的后代数量是由母函数 g(x, ν, ·) 确定的随机变量; 而以概率 ρ(x, ν) 后代的特征

会发生变异. 一旦变异发生, 会首先依据概率分布 π(x, ν, θ)dθ 选择一个 θ, 从而就确定了一个概率分

布 m(x, ν, θ, z)dz. 粒子依据母函数 h(x, ν, θ, ·) 产生随机个后代, 然后这些后代再依据事先选好的概率

分布 m(x, ν, θ, z)dz 各自独立地选择特征.

由文献 [1, 第 99 页], 上述模型实际上可以看成是参数为 (b, d, ρ, π,m, g, h) 的分枝交互粒子系统,

其中特征为 x 的粒子以概率 1 − ρ(x, ν) 进行局部分枝, 而以概率 ρ(x, ν) 进行非局部分枝. 为了进一

步地刻画非局部分枝, 引入以下记号:

记 R̂ = R× R× · · · . 对任意的 (x, ν, θ) ∈ R×M(R)× R 和 ẑ := (z1, z2, . . .) ∈ R̂, 记

m̂(x, ν, θ, ẑ) = m(x, ν, θ, z1)×m(x, ν, θ, z2)× · · · .

下面给出带变异的分枝交互粒子系统的严格定义.

定义 2.1 称一个取值于 Mδ(R) 的 Markov 过程为以 (b, d, ρ, π,m, g, h) 为参数的带变异的分枝

交互粒子系统, 如果它的生成元 L 满足: 对任意的 ϕ ∈ B(R), 都有

Lϕ(ν) =

∫
R
ν(dx)

[
b(x, ν)(1− ρ(x, ν))

∞∑
j=0

(ϕ(ν + jδx)− ϕ(ν))pj(x, ν)

]

+

∫
R
ν(dx)

[
b(x, ν)ρ(x, ν)

∫
R
dθπ(x, ν, θ)

×
∞∑
j=0

qj(x, ν, θ)

∫
R̂

(
ϕ

(
ν +

j∑
l=1

δzl

)
− ϕ(ν)

)
m̂(x, ν, θ, ẑ)dẑ

]
+

∫
R
ν(dx)[d(x, ν)(ϕ(ν − δx)− ϕ(ν))]. (2.1)

上面等式右端的第一项刻画了粒子产生没有变异的后代的情形,第二项刻画了粒子产生变异的后

代的情形, 而第三项则刻画了粒子自然死亡或由于竞争而死亡的情形.

假设 b ∈ B(R×M(R)) 并且上界为 b̄ > 0. 令 n(di) 表示 N 上的计数测度:

n(di) =

∞∑
k=0

δk(di).

令 (Ω,F ,Ft,P) 为完备的概率空间. 引入三个相互独立的 Poisson 随机测度:

(1) N1(ds, di, dj, du) 是 (0,∞)× N2 × (0,∞) 上强度为 dsn(di)n(dj)du 的 Poisson 随机测度 (用来

刻画没有变异的后代粒子);

(2) N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du) 是 (0,∞) × N × R × N × R̂ × (0,∞) 上强度为 dsn(di)dθn(dj)dẑdu 的

Poisson 随机测度 (用来刻画变异的后代粒子);

(3) N0(ds, di, du) 是 (0,∞)×N× (0,∞) 上强度为 dsn(di)du 的 Poisson 随机测度 (用来刻画粒子

的死亡).
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定义从 Mδ(D) 到 R̂ 上的映射 h = (h1, . . . , hk, . . .):

h

( n∑
i=1

δxi

)
= (xσ(1), . . . , xσ(n), 0, . . . , 0, . . .),

其中 xσ(1) 6 · · · 6 xσ(n). 此处 h 的作用是为了能够把 ν ∈Mδ(D) 描述的粒子系统中的粒子按照均匀

分布提取出来, 即如果从 {1, . . . , ⟨ν, 1⟩} 中均匀地选出了某个 i, 则我们就选择了粒子 hi(ν).

对于一个空间 V 以及任意 R × M(R) 或 R × M(R) × V 上的函数 F , 方便起见, 记 F (i, ν) =

F (hi(ν), ν) 或 F (i, ν, ·) = F (hi(ν), ν, ·). 设 ν0 为取值于 Mδ(R) 的随机变量并且满足 E(⟨ν0, 1⟩) < ∞,

考虑下面随机积分方程:

νt = ν0 +

∫ t

0

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

1{16i6⟨νs−,1⟩}1{u6b(i,νs−)(1−ρ(i,νs−))pj(i,νs−)}jδhi(νs−)N1(ds, di, dj, du)

+

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

1{16i6⟨νs−,1⟩}1{u6b(i,νs−)ρ(i,νs−)π(i,νs−,θ)qj(i,νs−,θ)m̂(i,νs−,θ,ẑ)}

×
j∑

l=1

δzlN2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

−
∫ t

0

∫
N

∫ ∞

0

1{16i6⟨νs−,1⟩}1{u6d(i,νs−)}δhi(νs−)N0(ds, di, du). (2.2)

定义 2.2 称一个取值于 Mδ(R) 的随机过程 {νt : t > 0} 为方程 (2.2) 的解, 如果它是 (Ft) 适应

的左极右连过程且对任意 t > 0 都几乎必然地满足方程 (2.2).

命题 2.1 设 {νt : t > 0} 是方程 (2.2) 的一个解, 则它是生成元满足 (2.1) 的 Markov 过程, 即

{νt : t > 0} 是以 (b, d, ρ, π,m, g, h) 为参数的带变异的分枝交互粒子系统.

证明 对任意的 ϕ ∈ B(Mδ(R)), 由 (2.2) 和 Itô 公式, 可得

ϕ(νt) = ϕ(ν0) +

∫ t

0

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

(ϕ(νs− + jδhi(νs−))− ϕ(νs−))1{16i6⟨νs−,1⟩}

× 1{u6b(i,νs−)(1−ρ(i,νs−))pj(i,νs−)}N1(ds, di, dj, du)

+

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

(
ϕ

(
νs− +

j∑
l=1

δzl

)
− ϕ(νs−)

)
1{16i6⟨νs−,1⟩}

× 1{u6b(i,νs−)ρ(i,νs−)π(i,νs−,θ)qj(i,νs−,θ)m̂(i,νs−,θ,ẑ)}N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

+

∫ t

0

∫
N

∫ ∞

0

(ϕ(νs− − δhi(νs−))− ϕ(νs−))1{16i6⟨νs−,1⟩}1{u6d(i,νs−)}N0(ds, di, du). (2.3)

两边取期望得

E(ϕ(νt)) = E(ϕ(ν0)) +

∫ t

0

dsE

{ ⟨νs,1⟩∑
i=1

[
b(i, νs)(1− ρ(i, νs))

×
∞∑
j=0

(ϕ(νs + jδhi(νs))− ϕ(νs))pj(i, νs)

]}

+

∫ t

0

dsE

{ ⟨νs,1⟩∑
i=1

[
b(i, νs)ρ(i, νs)

∫
R
dθπ(i, νs, θ)

∞∑
j=0

qj(i, νs, θ)

994



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 7 期

×
∫
R̂

(
ϕ

(
νs +

j∑
l=1

δzl

)
− ϕ(νs)

)
m̂(i, νs, θ, ẑ)dẑ

]}

+

∫ t

0

dsE

{ ⟨νs,1⟩∑
i=1

d(i, νs)(ϕ(νs − δhi(νs))− ϕ(νs))

}
= E(ϕ(ν0)) +

∫ t

0

dsE

{∫
R
νs(dx)

[
b(x, νs)(1− ρ(x, νs))

×
∞∑
j=0

(ϕ(νs + jδx)− ϕ(νs))pj(x, νs)

]}

+

∫ t

0

dsE

{∫
R
νs(dx)

[
b(x, νs)ρ(x, νs)

∫
R
dθπ(x, νs, θ)

∞∑
j=0

qj(x, νs, θ)

×
∫
R̂

(
ϕ

(
νs +

j∑
l=1

δzl

)
− ϕ(νs)

)
m̂(x, νs, θ, ẑ)dẑ

]}
+

∫ t

0

dsE

{∫
R
νs(dx)(ϕ(νs − δx)− ϕ(νs))d(x, νs)

}
. (2.4)

在 t = 0 处求导数即得 (2.1).

命题 2.2 设 {νt : t > 0} 是方程 (2.2) 的解, 则存在局部有界的正函数 t 7→ Q(t) 满足

E
(

sup
06s6t

⟨νs, 1⟩
)
6 Q(t), t > 0. (2.5)

证明 由 (2.3), 显然有

sup
06s6t

⟨νs, 1⟩ 6 ⟨ν0, 1⟩+
∫ t

0

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

1{16i6⟨νs−,1⟩}1{u6b(i,νs−)(1−ρ(i,νs−))pj(i,νs−)}jN1(ds, di, dj, du)

+

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

1{16i6⟨νs−,1⟩}1{u6b(i,νs−)ρ(i,νs−)π(i,νs−,θ)qj(i,νs−,θ)m̂(i,νs−,θ,ẑ)}

× jN2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du).

从而,

E
(

sup
06s6t

⟨νs, 1⟩
)
6 E(⟨ν0, 1⟩) +

∫ t

0

dsE

{ ⟨νs,1⟩∑
i=1

b(i, νs)(1− ρ(i, νs))

[ ∞∑
j=0

jpj(i, νs)

]}

+

∫ t

0

dsE

{ ⟨νs,1⟩∑
i=1

b(i, νs)ρ(i, νs)

∫
R
dθπ(i, νs, θ)

[ ∞∑
j=0

jqj(i, νs, θ)

]}

= E(⟨ν0, 1⟩) + E

{∫ t

0

ds

∫
R
νs(dx)b(x, νs)(1− ρ(x, νs))g

′
z(x, ν, 1)

}
+ E

{∫ t

0

ds

∫
R
νs(dx)b(x, νs)ρ(x, νs)

∫
R
dθπ(x, νs, θ)h

′
z(x, νs, θ, 1)

}
6 E(⟨ν0, 1⟩) + b̄(ḡ ∨ h̄)

∫ t

0

E(⟨νs, 1⟩)ds.

再由 Gronwall 不等式知命题成立.

由命题 2.2, 类似于文献 [2, 定理 3.1] 的证明, 易知下面定理成立:
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定理 2.1 随机方程 (2.2) 存在轨道唯一的解.

下面给出方程 (2.2) 的解 {νt : t > 0} 的一些性质.

定理 2.2 对任意的 ϕ ∈ B(Mδ(R)), 有

ϕ(νt) = ϕ(ν0) +

∫ t

0

Lϕ(νs)ds+局部鞅. (2.6)

特别地, 对任意的 f,G ∈ B(R), 都有

G(⟨νt, f⟩) = G(⟨ν0, f⟩) +
∫ t

0

ds

∫
R
νs(dx)

{
b(x, νs)(1− ρ(x, νs))

×
∞∑
j=0

pj(x, νs)[G(⟨νs, f⟩+ jf(x))−G(⟨νs, f⟩)]

+ b(x, νs)ρ(x, νs)

∫
R
dθπ(x, νs, θ)

∞∑
j=0

qj(x, νs, θ)

×
∫
R̂

[
G

(
⟨νs, f⟩+

j∑
l=1

f(zl)

)
−G(⟨νs, f⟩)

]
m̂(x, νs, θ, ẑ)dẑ

+ d(x, νs)[G(⟨νs, f⟩ − f(x))−G(⟨νs, f⟩)]
}
+局部鞅. (2.7)

证明 由 (2.3) 和 (2.4) 的证明可得 (2.6). 在 (2.6) 中令 ϕ(ν) = G(⟨ν, f⟩) 即得 (2.7).

设 ν 为任意随机测度, 则∫
R
f(x)E(ν)(dx) = E

(∫
R
f(x)ν(dx)

)
, f ∈ B(R)

定义了一个与 ν 相联系的确定性的测度 E(ν).

推论 2.1 如果 E(ν0)关于 Lebesgue测度是绝对连续的, 则对任意的 t > 0, E(νt)关于 Lebesgue

测度也是绝对连续的.

证明 证明类似于文献 [3, 命题 3.1]. 对于任意 R 中的零测集 A, 在 (2.7) 中令 G(x) = x 以及

f(x) = 1A(x), 可得对任意的 t > 0, 都有

E(⟨νt, 1A⟩) = E(⟨ν0, 1A⟩) + E

{∫ t

0

ds

∫
R
νs(dx)

[
b(x, νs)(1− ρ(x, νs))

∞∑
j=0

jpj(x, νs)1A(x)

+ b(x, νs)ρ(x, νs)

∫
R
dθπ(x, νs, θ)

∞∑
j=0

qj(x, νs, θ)

∫
R̂

j∑
l=1

1A(zl)m̂(x, νs, θ, ẑ)dẑ

− d(x, νs)1A(x)

]}
6 E(⟨ν0, 1A⟩) + E

(
b̄ḡ

∫ t

0

ds

∫
R
νs(dx)1A(x)

)
+ E

(
b̄h̄

∫ t

0

ds

∫
R
νs(dx)

∫
R
dθπ(x, νs, θ)

∫
R
1A(z)m(x, νs, θ, z)dz

)
.

由假设, 上面不等式右边第一和三项均为 0. 于是, 由 Gronwall 不等式知结论成立.
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3 极限定理

本节证明一列带变异的分枝交互粒子系统的重整化过程在不同的条件下会收敛到不同的超过程.

对每个整数 n > 1,考虑一组参数 (bn, dn, ρn, πn,mn, gn, hn). 给定初值 νn0 ∈Mδ(D),设 {νnt : t > 0}
是由随机方程 (2.2) 的解给出的以 (bn, dn, ρn, πn,mn, gn, hn) 为参数的带变异的分枝交互粒子系统. 另

外, 假设对所有的 n > 1, 都存在 αn, βn, γn ∈ B(R×M(R))+ 满足
(1) bn(x, ν) = αn(x, ν) + βn(x, ν);

(2) ρn(x, ν) =
βn(x,ν)

αn(x,ν)+βn(x,ν)
;

(3) dn(x, ν) = αn(x, ν) + βn(x, ν) + γn(x, ν).

定义 M(R) 的子集

Mn
δ (R) =

{
1

n
ν, ν ∈Mδ(R)

}
.

令

Xn
t =

1

n
νnt , t > 0.

类似命题 2.1 的计算得, {Xn
t : t > 0} 是一个取值于 Mn

δ (R) 的 Markov 过程, 其生成元 Ln 满足: 对任

意的有界实函数 ϕ, 有

Lnϕ(ν) = n

∫
R
ν(dx)

[
αn(x, nν)

∞∑
j=0

(
ϕ

(
ν +

j

n
δx

)
− ϕ(ν)

)
pnj (x, nν)

]

+ n

∫
R
ν(dx)

[
βn(x, nν)

∫
R
dθπn(x, nν, θ)

∞∑
j=0

qnj (x, nν, θ)

×
∫
R̂

(
ϕ

(
ν +

1

n

j∑
l=1

δzl

)
− ϕ(ν)

)
m̂n(x, nν, θ, ẑ)dẑ

]
+ n

∫
R
ν(dx)

(
ϕ

(
ν − 1

n
δx

)
− ϕ(ν)

)
[αn(x, nν) + βn(x, nν) + γn(x, nν)]. (3.1)

显然, 对任意的 f ∈ B(R), 都有

⟨Xn
t , f⟩ =

⟨
νnt ,

f

n

⟩
. (3.2)

从而,

⟨Xn
t , f⟩ = ⟨Xn

0 , f⟩+
1

n

∫ t

0

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

jf(hi(ν
n
s−))1{16i6⟨νn

s−,1⟩}

× 1{u6αn(i,νn
s−)pn

j (i,ν
n
s−)}N1(ds, di, dj, du)

+
1

n

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

j∑
l=1

f(zl)1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6βn(i,νn
s−)πn(i,νn

s−,θ)qnj (i,νn
s−,θ)m̂n(i,νn

s−,θ,ẑ)}N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

− 1

n

∫ t

0

∫
N

∫ ∞

0

f(hi(ν
n
s−))1{16i6⟨νn

s−,1⟩}1{u6dn(i,νn
s−)}N0(ds, di, du). (3.3)
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由 Itô 公式易知, 对任意的 f,G ∈ B(R), 有

G(⟨Xn
t , f⟩) = G(⟨Xn

0 , f⟩) + n

∫ t

0

ds

∫
R
Xn

s (dx)

{
αn(x, ν

n
s )

∞∑
j=0

pnj (x, ν
n
s )

×
[
G

(
⟨Xn

s , f⟩+
jf(x)

n

)
−G(⟨Xn

s , f⟩)
]

+ βn(x, ν
n
s )

∫
R
dθπn(x, ν

n
s , θ)

∞∑
j=0

qnj (x, ν
n
s , θ)

×
∫
R̂

[
G

(
⟨Xn

s , f⟩+
j∑

l=1

f(zl)

n

)
−G(⟨Xn

s , f⟩)
]
m̂n(x, ν

n
s , θ, ẑ)dẑ

+ dn(x, ν
n
s )

[
G

(
⟨Xn

s , f⟩ −
f(x)

n

)
−G(⟨Xn

s , f⟩)
]}

+局部鞅. (3.4)

3.1 加速出生和死亡并且很少变异的情形

本小节考虑粒子的出生率和死亡率与 n 是同阶的, 同时变异率与 1/n 同阶的情形.

条件 3.1 各参数满足

sup
n,x,ν,θ

{
αn(x, ν)

∞∑
j=1

(j − 1)pnj (x, ν) +
∞∑
j=1

jqnj (x, ν, θ) +
αn(x, ν)

n
+ βn(x, ν) + γn(x, ν)

}
<∞.

命题 3.1 假设 supn>1 E(⟨Xn
0 , 1⟩) <∞ 以及条件 3.1 成立, 则 {Xn

t : t > 0}n>1 是 D(R+,M(R))
中胎紧的序列.

证明 首先证明对任意的 t > 0, 有

sup
n>1

E
(

sup
06s6t

⟨Xn
s , 1⟩

)
<∞. (3.5)

由 (3.3) 得

⟨Xn
t , 1⟩ = ⟨Xn

0 , 1⟩+
1

n

∫ t

0

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

j1{16i6⟨νn
s−,1⟩}1{u6αn(i,νn

s−)pn
j (i,ν

n
s−)}N1(ds, di, dj, du)

+
1

n

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

j1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6βn(i,νn
s−)πn(i,νn

s−,θ)qnj (i,νn
s−,θ)m̂n(i,νn

s−,θ,ẑ)}N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

− 1

n

∫ t

0

∫
N

∫ ∞

0

1{16i6⟨νn
s−,1⟩}1{u6dn(i,νn

s−)}N0(ds, di, du)

6 ⟨Xn
0 , 1⟩+

1

n

∫ t

0

∫
N

∫
N+

∫ ∞

0

(j − 1)1{16i6⟨νn
s−,1⟩}1{u6αn(i,νn

s−)pn
j (i,ν

n
s−)}N1(ds, di, dj, du)

+
1

n

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

j1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6βn(i,νn
s−)πn(i,νn

s−,θ)qnj (i,νn
s−,θ)m̂n(i,νn

s−,θ,ẑ)}N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

+Mn
t ,

其中

Mn
t =

1

n

∫ t

0

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

1{16i6⟨νn
s−,1⟩}1{u6αn(i,νn

s−)pn
j (i,ν

n
s−)}N1(ds, di, dj, du)
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− 1

n

∫ t

0

∫
N

∫ ∞

0

1{16i6⟨νn
s−,1⟩}1{u6αn(i,νn

s−)}N0(ds, di, du).

类似命题 2.1 中的计算可得

E
(

sup
06s6t

⟨Xn
t , 1⟩

)
6 E(⟨Xn

0 , 1⟩) +
1

n
E

{∫ t

0

∫
N

∫
N+

∫ ∞

0

(j − 1)1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6αn(i,νn
s−)pn

j (i,ν
n
s−)}N1(ds, di, dj, du)

+
1

n

∫ t

0

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

j1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6βn(i,νn
s−)πn(i,νn

s−,θ)qnj (i,νn
s−,θ)m̂n(i,νn

s−,θ,ẑ)}N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

}
+ E

(
sup

06s6t
Mn

s

)
= E(⟨Xn

0 , 1⟩) + E

{∫ t

0

ds

∫
R
Xn

s (dx)

[
αn(x, ν

n
s )

∞∑
j=1

(j − 1)pnj (x, ν
n
s )

+ βn(x, ν
n
s )

∫
R
dθπn(x, ν

n
s , θ)

∞∑
j=0

jqnj (x, ν
n
s , θ)

]}
+ E

(
sup

06s6t
Mn

s

)
. (3.6)

另一方面, 易证 Mn
t 是平方可积鞅, 其二次变差过程为

⟨Mn⟩t = 2

∫ t

0

⟨
Xn

s , αn

(
·, ν

n
s

n

)⟩
ds.

于是, 由 Doob 不等式和 Gronwall 不等式易知 (3.5) 成立.

设 {τn : n > 0} 是一列关于 {Xn
t : t > 0} 的上界为 T 的停时. 对任意的 f ∈ B(R), 由 (3.3) 得

E{|⟨Xn
τn+t, f⟩ − ⟨Xn

τn , f⟩|}

6 E

{
1

n
∥f∥

∫ τn+t

τn

∫
N

∫
N+

∫ ∞

0

(j − 1)1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6αn(i,νn
s−)pn

j (i,ν
n
s−)}N1(ds, di, dj, du)

+
1

n
∥f∥

∫ τn+t

τn

∫
N

∫
R

∫
N

∫
R̂

∫ ∞

0

j1{16i6⟨νn
s−,1⟩}

× 1{u6βn(i,νn
s−)πn(i,νn

s−,θ)qnj (i,νn
s−,θ)m̂n(i,νn

s−,θ,ẑ)}N2(ds, di, dθ, dj, dẑ, du)

+

∣∣∣∣ 1n
∫ τn+t

τn

∫
N

∫
N

∫ ∞

0

f(hi(ν
n
s−))1{16i6⟨νn

s−,1⟩}

× 1{u6αn(i,νn
s−)pn

j (i,ν
n
s−)}N1(ds, di, dj, du)

− 1

n

∫ τn+t

τn

∫
N

∫ ∞

0

f(hi(ν
n
s−))1{16i6⟨νn

s−,1⟩}1{u6dn(i,νn
s−)}N0(ds, di, du)

∣∣∣∣}
6 ∥f∥E

{∫ τn+t

τn

ds

∫
R
Xn

s (dx)

[
αn(x, ν

n
s )

∞∑
j=1

(j − 1)pnj (x, ν
n
s )

+ βn(x, ν
n
s )

∫
R
dθπn(x, ν

n
s , θ)

∞∑
j=0

jqnj (x, ν
n
s , θ)

]}
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+ ∥f∥E
{∫ τn+t

τn

ds

∫
R
Xn

s (dx)[βn(x, ν
n
s ) + γn(x, ν

n
s )]

}
+ E(|Mn,f

t |), (3.7)

其中 Mn,f
t 是平方可积鞅并且其二次变差过程为

⟨Mn,f ⟩t =
∫ τn+t

τn

⟨
Xn

s , [αn(·, νns ) + dn(·, νns )]
f2

n

⟩
ds.

于是, 由 (3.5)、(3.7) 和 Doob 不等式可得

lim
t→0

sup
n>1

E{|⟨Xn
τn+t, f⟩ − ⟨Xn

τn , f⟩|} = 0.

根据文献 [7,推论 2.3.3]知, {⟨Xn
t , f⟩ : t > 0}n>1 是 D(R+,R)中胎紧的序列,再由文献 [8]中的判别准

则可得 {Xn
t : t > 0}n>1 是 D(R+,M(R)) 中胎紧的序列.

对任意的 (x, ν, θ, λ) ∈ R×M(R)× R× [0, n], 定义

ϕn(x, ν, λ) = nαn(x, nν)

[
gn

(
x, nν, 1− λ

n

)
−
(
1− λ

n

)]
,

ζn(x, ν, θ, λ) = n

[
1− hn

(
x, nν, θ, 1− λ

n

)]
.

对任意从 V 到 R 的核 µ(x, dz) 和 µ′(x, z)dz 以及任意的 f ∈ B(R), 记

µ(x, f) =

∫
R
f(z)µ(x, dz) 和 µ′(x, f) =

∫
R
f(z)µ′(x, z)dz, x ∈ V.

为了方便叙述, 列出下列条件:

条件 3.2 存在函数 α, β, γ ∈ B(R ×M(R))+、从 R ×M(R) 到 R 的概率核 π(x, ν, dθ) 以及从

R×M(R)× R 到 R 的概率核 m(x, ν, θ, dz) 满足, 当 n→ ∞ 时, 如果 νn
W−→ ν, 则

(1) αn(x, nνn)/n→ α(x, ν)、βn(x, nνn) → β(x, ν) 和 γn(x, nνn) → γ(x, ν) 在 R 上一致成立.

(2) πn(x, nνn, f) → π(x, ν, f)和 mn(x, nνn, θ, f) → m(x, ν, θ, f)分别在 R×B(R)和 R2 ×B(R)上
一致成立.

(3) 对任意的 l > 0, 序列 {ϕn(x, ν, λ)} 关于 λ 在 R ×M(R) × [0, l] 上是一致 Lipschitz 的. 另外,

ϕn(x, ν, λ) 在 R×M(R)× [0, l] 上一致收敛到某个 ϕ(x, ν, λ) 并且极限函数满足 ϕ(x, νn, λ) 在 R× [0, l]

上一致收敛到 ϕ(x, ν, λ).

(4) 对任意的 l > 0, 序列 ζn(x, ν, θ, λ) 在 R ×M(R) × R × [0, l] 上一致收敛到某个 ζ(x, ν, θ, λ) 并

且极限函数满足 ζ(x, νn, θ, λ) 在 R2 × [0, l] 上一致收敛到 ζ(x, ν, θ, λ).

由文献 [1, 命题 4.3和 4.11]的证明知, 如果条件 3.2成立, 则对任意的 (x, ν, λ) ∈ R×M(R)×R+,

极限函数 ϕ 都有如下表示:

ϕ(x, ν, λ) = a(x, ν)λ+ c(x, ν)λ2 +

∫ ∞

0

(e−λu − 1 + λu)n1(x, ν, du), (3.8)

其中 a ∈ B(R×M(R)), c ∈ B(R×M(R))+, 以及 (u∧ u2)n1(x, ν, du) 是从 R×M(R) 到 (0,∞) 的有界

核. 同时, 对于任意的 (x, ν, θ, λ) ∈ R×M(R)× R× R+, ζ 有如下表示:

ζ(x, ν, θ, λ) = r(x, ν, θ)λ+

∫ ∞

0

(1− e−λu)n2(x, ν, θ, du), (3.9)
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其中 r ∈ B(R × M(R) × R)+, 以及 un2(x, ν, θ, du) 是从 R × M(R) × R 到 (0,∞) 的有界核. 对于

(x, ν, f) ∈ R×M(R)×B(R)+, 定义

ψn(x, ν, f) =

∫
R
ζn(x, ν, θ,mn(x, nν, θ, f))πn(x, nν, θ)dθ,

以及

ψ(x, ν, f) =

∫
R
ζ(x, ν, θ,m(x, ν, θ, f))π(x, ν, dθ). (3.10)

易知对任意的 f ∈ B(R) 和 νn
W−→ ν, 如果条件 3.2 成立, 则 ψn(x, νn, f) → ψ(x, ν, f) 在 R 上一致成

立. 记

η1(x, ν, f) = β(x, ν)

∫
R
r(x, ν, θ)m(x, µ, θ, f)π(x, ν, dθ),

η2(x, ν, f) = β(x, ν)

∫
R

[
r(x, ν, θ) +

∫ ∞

0

un2(x, µ, θ, du)

]
m(x, µ, θ, f)π(x, ν, dθ),

以及

κ(x, ν) = a(x, ν) + β(x, ν) + γ(x, ν).

定理 3.1 假设条件 3.1 和 3.2 成立. 如果 Xn
0 弱收敛到 X0 ∈M(R), 则 {Xn

t : t > 0}n>1 中的任

意极限点 {Xt : t > 0} 都满足下列等价性质:

(1) (i) 过程 {Xt : t > 0} 有非负跳. 令 M(R)◦ =M(R) \ {0}, 其中 0 表示零测度. 定义 ∆Xs = Xs

−Xs− 以及 R+ ×M(R)◦ 上的可选随机测度

N(ds, dν) =
∑
s>0

1{∆Xs ̸=0}δ(s,∆Xs)(ds, dν),

则 N(ds, dν) 的可料补偿 N̂(ds, dν) 满足 N̂(ds, dν) = dsK(Xs−, dν), 其中 K(µ, dν) 满足∫
M(R)◦

F (ν)K(µ, dν) =

∫
R
µ(dx)

{∫ ∞

0

F (uδx)n1(x, µ, du)

+ β(x, µ)

∫
R
π(x, µ, dθ)

∫ ∞

0

F (um(x, µ, θ, dz))n2(x, µ, θ, du)

}
.

(ii) 令 Ñ(ds, dν) = N(ds, dν)− N̂(ds, dν), 则对任意的 f ∈ B(R), 都有

⟨Xt, f⟩ = ⟨X0, f⟩+
∫ t

0

⟨Xs, η2(·, Xs, f)− κ(·, Xs)f⟩ds+M c
t (f) +Md

t (f), (3.11)

其中 {M c
t (f) : t > 0} 是二次变差为∫ t

0

⟨Xs, [c(·, Xs) + α(·, Xs)]f
2⟩ds

的连续平方可积局部鞅以及

t 7→Md
t (f) =

∫ t

0

∫
M(R)◦

⟨ν, f⟩Ñ(ds, dν) (3.12)
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是纯断的局部鞅.

(2) 对任意的 G ∈ C2(R) 和 f ∈ B(R), 有

G(⟨Xt, f⟩) = G(⟨X0, f⟩) +
∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)G

′(⟨Xs, f⟩)[η1(x,Xs, f)− κ(x,Xs)f(x)]

+

∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)G

′′(⟨Xs, f⟩)[c(x,Xs) + α(x,Xs)]f
2(x)

+

∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)

∫ ∞

0

[G(⟨Xs, f⟩+ uf(x))−G(⟨Xs, f⟩)

− uf(x)G′(⟨Xs, f⟩)]n1(x,Xs, du)

+

∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)β(x,Xs)

∫
R
π(x,Xs, dθ)

∫ ∞

0

[G(⟨Xs, f⟩+ um(x,Xs, θ, f))

−G(⟨Xs, f⟩)]n2(x,Xs, θ, du) +局部鞅. (3.13)

证明 在 (3.4) 中令 G(x) = e−x, 则对任意的 f ∈ B(R)+, 有

e−⟨Xn
t ,f⟩ = e−⟨Xn

0 ,f⟩ + n

∫ t

0

dse−⟨Xn
s ,f⟩

∫
R
Xn

s (dx)

{
αn(x, ν

n
s )

∞∑
j=0

(e−jf(x)/n − 1)pnj (x, ν
n
s )

+ βn(x, ν
n
s )

∫
R
dθπn(x, ν

n
s , θ)

∞∑
j=0

qnj (x, ν
n
s , θ)

∫
R̂
(e−

∑j
l=1 f(zl)/n − 1)m̂n(x, ν

n
s , θ, ẑ)dẑ

+ dn(x, ν
n
s )(e

f(x)/n − 1)

}
+局部鞅

= e−⟨Xn
0 ,f⟩ + n

∫ t

0

dse−⟨Xn
s ,f⟩

∫
R
Xn

s (dx)

{
αn(x, ν

n
s )

∞∑
j=0

(e−jf(x)/n − e−f(x)/n)pnj (x, ν
n
s )

+ βn(x, ν
n
s )

∫
R
dθπn(x, ν

n
s , θ)

[ ∞∑
j=0

qnj (x, ν
n
s , θ)

(∫
R
e−f(z)/nmn(x, ν

n
s , θ, z)dz

)j

− 1

]

+ αn(x, ν
n
s )(e

−f(x)/n + ef(x)/n − 2) + (βn(x, ν
n
s ) + γn(x, ν

n
s ))(e

f(x)/n − 1)

}
+局部鞅

= e−⟨Xn
0 ,f⟩ +

∫ t

0

dse−⟨Xn
s ,f⟩

∫
R
Xn

s (dx)

{
ϕ̃n(x,X

n
s , f(x))− βn(x, ν

n
s )ψn(x,X

n
s , f)

+ nαn(x, ν
n
s )(e

−f(x)/n + ef(x)/n − 2) + (βn(x, ν
n
s ) + γn(x, ν

n
s ))f(x) +O

(
1

n

)}
+局部鞅, (3.14)

其中

ϕ̃n(x, ν, λ) = nαn(x, nν)[gn(x, nν, e
−λ/n)− e−λ/n], (x, ν, λ) ∈ R×M(R)× R+.

如果条件 3.1 和 3.2 成立, 则由文献 [1, 命题 3.40] 的证明可知, 对任意的 l > 0, 当 n → ∞ 时, ϕ̃n 在

R×M(R)× [0, l] 上一致收敛到 ϕ. 由命题 3.1, 不妨设 {Xn
t : t > 0}n>1 的子列 {Xnk

t : t > 0}k>1 依分

布收敛到 {Xt : t > 0}. 由 Skorokhod 表示定理, 不妨设 {Xnk
t : t > 0} 在拓扑 D(R+,M(R)) 之下几乎
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必然收敛到 {Xt : t > 0}. 由 (3.14), 令 k → ∞ 可得

e−⟨Xt,f⟩ = e−⟨X0,f⟩ +

∫ t

0

dse−⟨Xs,f⟩
∫
R
Xs(dx){ϕ(x,Xs, f(x))− β(x,Xs)ψ(x,Xs, f)

+ α(x,Xs)f(x)
2 + [β(x,Xs) + γ(x,Xs)]f(x)}+局部鞅.

于是, 由文献 [1, 定理 7.13] 的证明知结论成立.

注 3.1 (1)由文献 [1,例 2.5和定理 7.13]可知,鞅问题 (3.13)的解 {Xt : t > 0}可看成是带交互
的超过程. 超过程 {Xt : t > 0}具有局部分枝机制 (x, ν, z) 7→ β(x, ν)z+ γ(x, ν)z+α(x, ν)z2 + ϕ(x, ν, z)

以及非局部分枝机制 (x, ν, f) 7→ β(x, ν)ψ(x, ν, f), 其底运动是平凡的.

(2) 假设 α、β、ϕ、r、n2 和 π 均不依赖于 x 和 ν, m(x, ν, θ, dz) = δx∨θ, γ ≡ 0, π 是某个区间 [0, l]

上关于 Lebesgue 测度绝对连续的测度, 则由文献 [4] 中的结论知, 鞅问题 (3.13) 具有分布唯一的解.

接下来讨论鞅问题 (3.13) 的解的分布唯一性.

对于 p, q ∈ {−∞} ∪ R 和 ν ∈M(R), 记

B(p, q, ν) =

∫
R
[η1(x, ν, 1(p,q])− κ(x, ν)1(p,q](x)]ν(dx).

条件 3.3 (1) 存在 B1 ∈ B(R2 ×M(R))、B̄1 ∈ R+ 和 B2 ∈ B(R+) 满足对所有的 p < q ∈ {−∞}
∪R和 ν1, ν2 ∈M(R),有 |B1(p, q, ν1)−B1(p, q, ν2)| 6 B̄1|ν1(p, q]−ν2(p, q]|, B2是非降的,并且 B(p, q, ν1)

= B1(p, q, ν1)−B2(ν1(p, q]).

(2) 存在 c0 ∈ B(R)+ 满足 c(x, ν) + α(x, ν) = c0(ν(−∞, x])2.

(3) 存在 R+ 上的有界核 (u ∧ u2)n̄1(y, du)、从 R+ × R 到 R+ 的有界核 un̄2(y, θ, du) 以及从 R+

到 R 的有界核 π̄(y, dθ) 满足, 对任意的 (x, ν, θ) ∈ R×M(R)× R, 有

n1(x, ν, du) = n̄1(ν(−∞, x], du), n2(x, ν, θ, du) = n̄2(ν(−∞, x], θ, du),

π(x, ν, dθ) = π̄(ν(−∞, x], dθ) 以及 m(x, ν, θ, dz) = δx∨θ.

定理 3.2 假设条件 3.3 成立, 则鞅问题 (3.13) 的解是分布唯一的.

证明 由定理 3.1,类似文献 [5,定理 3.1]的计算可得,若一个左极右连的 M(R)值的过程 {Xt : t

> 0}是 (3.13)的解,则在一个扩充的概率空间上存在以 dsdu为强度的 Gauss白噪声 {W (ds, du) : s >
0, u > 0}以及分别以 dsn̄1(y, du)dy 和 dsn̄2(y, θ, du)π(y, dθ)dy 为强度的 Poisson随机测度 {M1(ds, du,

dy) : s > 0, u > 0, y > 0} 和 {M2(ds, du, dθ, dy) : s > 0, u > 0, θ ∈ R, y > 0} 使得 Yt(p) := Xt(−∞, p] 满

足以下随机方程:

Yt(p) = Y0(p) +

∫ t

0

B(−∞, p,Xs)ds+

∫ t

0

∫ Ys−(p)

0

c0(u)W (ds, du)

+

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ Ys−(p)

0

uM̃1(ds, du, dy)

+

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ p

−∞

∫ Ys−(p)

0

uM2(ds, du, dθ, dy), p ∈ R, t > 0, (3.15)

其中 M̃1(ds, du, dy) =M1(ds, du, dy)−M̂1(ds, du, dy). 对 q > p,令 Yt(p, q) = Xt(p, q]. 由 (3.15), Yt(p, q)

满足

Yt(p, q) = Y0(p, q) +

∫ t

0

B(p, q,Xs)ds+

∫ t

0

∫ Ys−(p)+Ys−(p,q)

Ys−(p)

c0(u)W (ds, du)
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+

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ Ys−(p)+Ys−(p,q)

Ys−(p)

uM̃1(ds, du, dy)

+

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ q

−∞

∫ Ys−(p)+Ys−(p,q)

Ys−(p)

uM2(ds, du, dθ, dy)

+

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ q

p

∫ Ys−(p)

0

uM2(ds, du, dθ, dy). (3.16)

类似文献 [9,定理 2.1]的证明,随机方程组 (3.15)和 (3.16)的解满足轨道唯一性. 从而, {(Yt(p), Yt(p, q)) :
t > 0} 的分布被方程 (3.15) 和 (3.16) 唯一决定, 故 {(Yt(p), Yt(q)) : t > 0} 的分布也被方程 (3.15) 和

(3.16) 唯一决定. 同理可得, {{Yt(p) : t > 0} : p ∈ R} 的任意有限维分布都被方程 (3.15) 唯一决定. 因

此, 鞅问题 (3.13) 的解的分布唯一性成立.

设 {Xt : t > 0} 是满足鞅问题 (3.13) 的左极右连过程. 由定理 3.1 和 3.2 立刻得到下面的定理:

定理 3.3 假设条件 3.1–3.3 均成立并且 Xn
0 弱收敛到 X0 ∈ M(R), 则 {Xn

t : t > 0} 在 D(R+,

M(R)) 中依分布收敛到 {Xt : t > 0}.

3.2 加速变异的情形

本小节考虑出生率、死亡率和变异率都与 n 同阶的情形. 另外, 假设 m(x, ν, θ, z) 不依赖于 θ 并

简单记为 m(x, ν, z).

对任意 (x, ν, θ, λ) ∈ R×M(R)× R× [0, n], 定义

ζ̄n(x, ν, θ, λ) = nβn(x, nν)

[
hn

(
x, nν, θ, 1− λ

n

)
−
(
1− λ

n

)]
.

为方便叙述, 列出以下条件:

条件 3.4 各参数满足

sup
n,x,ν,θ

{ ∞∑
j=1

(j − 1)[αn(x, ν)p
n
j (x, ν) + βn(x, ν)q

n
j (x, ν, θ)] +

αn(x, ν) + βn(x, ν)

n
+ γn(x, ν)

}
<∞.

条件 3.5 存在函数 α, β, γ ∈ B(R ×M(R))+、从 R ×M(R) 到 R 概率核 π(x, ν, dθ) 以及 C(R)
上一族以 {A(ν)}ν∈M(R) 为生成元的 Feller 半群 {Pt(ν)}ν∈M(R) 满足, 当 n→ ∞ 时, 如果 νn

W−→ ν, 则

(1) αn(x, nνn)/n→ α(x, ν)、βn(x, nνn)/n→ β(x, ν) 和 γn(x, nνn) → γ(x, ν) 在 R 上一致成立.

(2) πn(x, nνn, f) → π(x, ν, f) 在 R2 ×B(R) 上一致成立.

(3)对所有的 n > 1,有mn(x, nν, f) = P1/n(ν)f(x). 另外,对任意的 f ∈ B(R), P1/n(ν)f(x) → f(x)

在 R×M(R) 上一致成立并且 {A(ν)}ν∈M(R) 的定义域 D(A) 不依赖于 ν 且是 C0(R) 的稠子集.

(4) 对任意的 l > 0, 序列 {ϕn(x, ν, λ)} 关于 λ 在 R ×M(R) × [0, l] 上是一致 Lipschitz 的, 并且

ϕn(x, ν, λ) 在 R×M(R)× [0, l] 上一致收敛到某个 ϕ(x, ν, λ). 另外, ϕ(x, νn, λ) → ϕ(x, ν, λ) 在 R× [0, l]

上一致成立.

(5)对任意的 l > 0,序列 {ζ̄n(x, ν, θ, λ)}在 R×M(R)×R× [0, l]上关于 λ是一致 Lipschitz的并且

ζ̄n(x, ν, θ, λ) 在 R×M(R)× R× [0, l] 上一致收敛到某个 ζ̄(x, ν, θ, λ), 另外, ζ̄(x, νn, θ, λ) → ζ̄(x, ν, θ, λ)

在 R2 × [0, l] 上一致成立.
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由文献 [1, 命题 4.3]知, 如果条件 3.5(5)成立, 则对任意的 (x, ν, θ, λ) ∈ R×M(R)×R×R+, 极限

函数 ζ̄ 有如下表示:

ζ̄(x, ν, θ, λ) = ā(x, ν, θ)λ+ c̄(x, ν, θ)λ2 +

∫ ∞

0

(e−λu − 1 + λu)n3(x, ν, θ, du), (3.17)

其中 ā ∈ B(R×M(R))×R, c̄ ∈ B(R×M(R)×R)+ 以及 (u ∧ u2)n3(x, ν, θ, du) 是从 R×M(R)×R 到
(0,∞) 的有界核.

对 (x, ν) ∈ R×M(R), 令

κ̄(x, ν) = a(x, ν) + π(x, ν, ā(x, ν, ·)) + γ(x, ν),

σ(x, ν) = c(x, ν) + π(x, ν, c̄(x, ν, ·)) + α(x, ν),

以及

n0(x, ν, du) = n1(x, ν, du) +

∫
R
n3(x, ν, θ, du)π(x, ν, dθ).

定义从 M(R) 到 M(R)◦ 的核 K̄(µ, dν) 满足∫
M(R)◦

F (ν)K̄(µ, dν) =

∫
R
µ(dx)

∫ ∞

0

F (uδx)n0(x, µ, du),

其中 F 是 M(R) 上的正可测函数.

定理 3.4 假设条件 3.4 和 3.5 成立并且 Xn
0 弱收敛到 X0 ∈ M(R), 则 {Xn

t : t > 0}n>1 中任意

极限点 {Xt : t > 0} 都满足如下两个等价性质:

(1) 对任意的 f ∈ D(A), 有

⟨Xt, f⟩ = ⟨X0, f⟩+
∫ t

0

⟨Xs, β(·, Xs)A(Xs)f − κ̄(·, Xs)f⟩ds+M c
t (f) +Md

t (f), (3.18)

其中 t 7→ M c
t (f) 是二次变差为

∫ t

0
⟨Xs, σ(·, Xs)f

2⟩ds 的连续平方可积局部鞅, t 7→ Md
t (f) 是纯断局

部鞅. 另外, 存在 (0,∞) ×M(R)◦ 上以 N̂(ds, dν) = dsK̄(Xs−, dν) 为补偿的可选随机测度 N(ds, dν)

满足

t 7→Md
t (f) =

∫ t

0

∫
M(R)◦

⟨ν, f⟩Ñ(ds, dν),

其中 Ñ(ds, dν) = N(ds, dν)− N̂(ds, dν).

(2) 对任意的 G ∈ C2(R) 和 f ∈ D(A), 有

G(⟨Xt, f⟩) = G(⟨X0, f⟩) +
∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)G

′′(⟨Xs, f⟩)σ(x,Xs)f
2(x)

+

∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)G

′(⟨Xs, f⟩)[β(x,Xs)A(Xs)f(x)− κ̄(x,Xs)f(x)]

+

∫ t

0

ds

∫
R
Xs(dx)

∫ ∞

0

[G(⟨Xs, f⟩+ uf(x))−G(⟨Xs, f⟩)

− uf(x)G′(⟨Xs, f⟩)]n0(x,Xs, du) +局部鞅. (3.19)
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证明 对任意的 f ∈ D(A)+, 在 (3.4) 中令 G(x) = e−x, 得

e−⟨Xn
t ,f⟩ = e−⟨Xn

0 ,f⟩ + n

∫ t

0

dse−⟨Xn
s ,f⟩

∫
R
Xn

s (dx)

{
αn(x, ν

n
s )

∞∑
j=0

(e−jf(x)/n − e−f(x)/n)pnj (x, ν
n
s )

+ βn(x, ν
n
s )

∫
R
dθπn(x, ν

n
s , θ)

[ ∞∑
j=0

qnj (x, ν
n
s , θ)

(∫
R
e−f(z)/nmn(x, ν

n
s , z)dz

)j

−
∫
R
e−f(z)/nmn(x, ν

n
s , z)dz

]
+ βn(x, ν

n
s )

(∫
R
e−f(z)/nmn(x, ν

n
s , z)dz + ef(x)/n − 2

)
+ αn(x, ν

n
s )(e

−f(x)/n + ef(x)/n − 2) + γn(x, ν
n
s )(e

f(x)/n − 1)

}
+局部鞅

= e−⟨Xn
0 ,f⟩ +

∫ t

0

dse−⟨Xn
s ,f⟩

∫
R
Xn

s (dx)

{
ϕ̃n(x,X

n
s , f(x))

+

∫
R
ζ̃mn (x,Xn

s , θ, f)πn(x, ν
n
s , θ)dθ − βn(x, ν

n
s )[P1/n(X

n
s )f(x)− f(x)]

+ n−1αn(x, ν
n
s )f(x)

2 + γn(x, ν
n
s )f(x)

}
+O

(
1

n

)
+局部鞅, (3.20)

其中 ϕ̃n 是定理 3.1 的证明中定义的函数,

ζ̃n(x,X
n
s , θ, f) = nβn(x, ν

n
s )[hn(x, ν

n
s , θ,mn(x, ν

n
s , e

−f(z)/n))−mn(x, ν
n
s , e

−f(z)/n)].

类似命题 3.1 中的讨论, 如果条件 3.4 成立, 则 {xnt : t > 0}n>1 是 D(R+,M(R)) 中胎紧的序列. 不失

一般性, 假设 {Xn
t : t > 0}n>1 的子列 {Xnk

t : t > 0}k>1 在 D(R+,M(R)) 的拓扑之下几乎必然收敛到
{Xt : t > 0}. 由文献 [1, 命题 4.3 和 4.11] 中的证明可得 ζ̃n(x,X

nk
s , θ, f) → ζ̄(x,Xs, θ, f(x)) 在 R2 上一

致成立. 由 (3.20), 令 k → ∞ 即得

e−⟨Xt,f⟩ = e−⟨X0,f⟩ +

∫ t

0

dse−⟨Xs,f⟩
∫
R
Xs(dx)

{
ϕ(x,Xs, f(x)) +

∫
R
ζ̄(x,Xs, θ, f(x))π(x,Xs, dθ)

− β(x,Xs)A(Xs)f(x) + α(x,Xs)f(x)
2 + γ(x,Xs)f(x)

}
+局部鞅. (3.21)

于是, 由文献 [1, 定理 7.13] 的证明知结论成立.

注 3.2 由文献 [1, 定理 7.13], 鞅问题 (3.19) 的解 {Xt : t > 0} 可以看成是带交互的超过程, 它

只有局部分枝机制 (x, ν, z) 7→ γ(x, ν)z + α(x, ν)z2 + ϕ(x, ν, z) +
∫
R ζ̄(x, ν, θ, z)π(x, ν, dθ), 其底运动是非

平凡的并且被 βA 所决定.

接下来讨论鞅问题 (3.19) 的分布唯一性.

对 (p, ν) ∈ R×M(R), 令

B0(p, ν) =

∫
R
κ̄(x, ν)1(−∞,p](x)ν(dx).

定义 M(R) 上的距离 ρ:

ρ(ν1, ν2) =

∫
R
e|x||ν1(−∞, x]− ν2(−∞, x]|dx.
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为了方便叙述, 列出如下条件:

条件 3.6 (1) β ∈ R+ 是常数. 对任意的 (x, ν) ∈ R×M(R) 和 f ∈ C2
c (R), A 有如下表示:

A(ν)f(x) = h1(ν)f
′(x) + h2f

′′(x) +

∫
R◦
[f(x+ z)− f(x)− f ′(x)z1{|z|61}]µ(ν, dz),

其中 R◦ := R \ {0}, h1 ∈ B(M(R)), h2 ∈ R+, (1 ∧ z2)µ(ν, dz) 是从 M(R) 到 R◦ 的有界核. 另外, µ 在

{z : |z| 6 1} 上的限制不依赖于 ν, 并且存在 C ∈ R+ 以及 {z : |z| > 1} 上的有限测度 µ̄ 满足, 对任意

的 p ∈ R、ν1, ν2 ∈M(R) 和 f ∈ B(R)+, 有

|B0(p, ν1)−B0(p, ν2)| 6 C|ν1(−∞, p]− ν2(−∞, p]|,

|h1(ν1)− h2(ν2)| 6 Cρ(ν1 − ν2),∣∣∣∣ ∫
{|z|>1}

f(z)µ(ν1, dz)−
∫
{|z|>1}

f(z)µ(ν2, dz)

∣∣∣∣ 6 ρ(ν1 − ν2)

∫
{|z|>1}

f(z)µ̄(dz).

(2)存在 σ0 ∈ B(R)+ 以及 R+ 上的有界核 (u∧u2)n̄0(y, du)满足,对所有的 (x, ν) ∈ R×M(R),有

σ(x, ν) = σ0(ν(−∞, x])2 以及 n0(x, ν, du) = n̄0(ν(−∞, x], du).

定理 3.5 假设条件 3.6 成立, 则鞅问题 (3.19) 的解是分布唯一的.

证明 类似文献 [5, 定理 3.1] 中的计算, 由定理 3.4 可得, 如果一个左极右连的 M(R) 值的过
程 {Xt : t > 0} 是 (3.19) 的解, 则在一个扩充的概率空间上存在以 dsdu 为强度的 Gauss 白噪声

{W0(ds, du) : s > 0, u > 0} 和以 dsn̄0(y, du)dy 为强度的补偿 Poisson 随机测度 {M̃0(ds, du, dy) : s > 0,

u > 0, y > 0} 使得由 Yt(p) := Xt(−∞, p] 定义的随机过程 {Yt(p) : t > 0, p ∈ R} 满足以下随机方程:

对任意的 t > 0 和 f ∈ D(A), 有

⟨Yt, f⟩ = ⟨Y0, f⟩+ β

∫ t

0

⟨Ys, A(Xs)f⟩ds+
∫
R
f(p)dp

∫ t

0

∫ Ys−(p)

0

σ0(u)W0(ds, du)

−
∫ t

0

⟨B0(·, Xs), f⟩ds+
∫
R
f(p)dp

∫ t

0

∫ ∞

0

∫ Ys−(p)

0

uM̃0(ds, du, dy), (3.22)

其中对于 g, h ∈ B(R), 有 ⟨g, h⟩ =
∫
R g(x)h(x)dx. 由文献 [6, 定理 4.2] 知, 上述方程有轨道唯一的解,

于是结论成立.

设 {Xt : t > 0} 是满足鞅问题 (3.19) 的左极右连过程. 由定理 3.4 和 3.5 立刻得到下面的定理:

定理 3.6 假设条件 3.4–3.6 均成立并且 Xn
0 弱收敛到 X0 ∈ M(R), 则 {Xn

t : t > 0} 在 D(R+,

M(R)) 中依分布收敛到 {Xt : t > 0}.

致谢 感谢审稿人对初稿中一些书写错误的指正.
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